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Predicao de Séries Temporais

Se conhecemos o comportamento de um sinal até um determinado ponto no passado do tempo, é
possivel fazer alguma inferéncia sobre seus valores futuros.

Tal processo de inferéncia é conhecido como predicao.

Natureza - Astrofisica, geofisica, meteorologia ...

Ciéncias sociais -> Demografia ...
Séries

Temporais Ciéncias médicas - Estudos de processos fisioldgicos involuntarios ...

Engenharias - Tratamento e transmissao de sinais, sistemas dinamicos ...

Ciéncias econdmicas - Acompanhamento das taxas de cambio de moedas, mercado de agdes ...



Projeto Manhattan em Los Alamos - New Mexico (1943) — a predicao do yield da explosao nuclear era obtido da série
temporal da onda sismica (“A. S. Weigend and N. A. Gershenfeld. Time Series Prediction: Forecasting the Future and Understanding

the Past. Addison-Wesley Publishing Company, 1994”)




Caracteristicas de RNAs que as tornam adequadas a predicao de séries temporais:

» RNAs supervisionadas tém a capacidade de aprender padrées estatisticos de ordem superior, subjacentes no
conjunto de dados e, desta forma, "mimetizar" os processos estocasticos regentes das séries temporais.

» Por esta razdo, quando as séries temporais a serem preditas resultam de processos desconhecidos, ndo-
lineares e/ou ndo-estaciondrios, RNAs apresentam melhor desempenho que os métodos estatisticos de 22
ordem tradicionais.

» Os tipos basicos de RNAs supervisionadas sdo as redes MLP (Multilayer Perceptrons) treinadas pelo algoritmo
back-propagation e as redes RBF (Radial Basis Function).

» Como sabemos, ambas as redes MLPs e RBFs sdo aproximadoras universais. No entanto, quando se trata de
aprendizado continuado, como no caso da predicao de séries temporais, as redes MLPs se mostram menos
adequadas porgue o custo computacional de treino de uma rede MLP é muito superior ao de uma rede RBF, o
qgue torna dificil a operacao de forma dinamica.

» RNAs RBF possuem caracteristicas particulares que as capacitam a aprender rapidamente padrdoes complexos e
tendéncias presentes nos dados e a se adaptar rapidamente a mudancas (especialmente adequadas a predicao
de séries temporais, especialmente aquelas séries regidas por processos ndo-lineares e/ou ndo-estaciondrios,
casos em gque as técnicas lineares de modelamento tém sucesso apenas limitado em seu desempenho).




Predicao Nao-Linear de Séries Temporais através de RNAs Radial Basis Functions

A RNA RBF utilizada para predi¢ao nao-linear de séries temporais é dita dinamica, porque
o aprendizado acontece de forma continua com o desenrolar temporal da série.

Uma janela de N elementos é deslizada sobre a série temporal S, e a predigao é feita a
cada janela.

O desenrolar da série temporal é visto como um processo com matriz de transicao de
estados D .

A matriz @ é representada pela RNA RBF, que é vista como um filtro ndo-linear com
matriz de interpolacdo @.

A matriz ® armazena informacdo sobre os estados basicos do processo a ser predito,
com base no conjunto de vetores centro das funcdes de base radial (que sdo os vetores
de estado do processo associado a S), ou seja,

D= f(zk), onde £k : estados basicos do processo a ser predito.




u(n) <

RNA RBF utilizada na Predicao Nao-Linear de Séries Temporais

» M (#nds de entrada ) = ordem de predicao;

» K (# centros Gaussianos ) = # de vetores de estado do processo;

M ;. ;.
> t, € R" (k-ésimo vetor centro) = k-ésimo vetor de estado do
processo associado a série temporal S;

» W, = k-ésimo peso sinaptico;

2 cA - .
» o~ =variancia comum a todos os centros Gaussianos;

» k=0,1,---,K-1.

A saida da RBF quando o n-ésimo vetor g(n) e RY ¢ apresentado a sua entrada é dada por

y<n>=Igwk(nmk(n):y(n)v_v(@ (5.64)

1

W”Q(”)—Ek (”)ﬂz} (5.65) é a saida do k-ésimo centro Gaussiano.

onde @ (”): exp{— 252




> seja S =1u(0),u(1).+,u(N, ~1)}, onde

N ¢é o numero de amostras de S.

» A um instante n qualquer, o objetivo é predizer a amostra u(n + 1) de S, sendo conhecidas as N = K + M amostras prévias
u(n), u(n—l),---, u(n—M—K+1) que compdem a janela de predicdo p(n)z{u(n—M—K+1),---,u(n—1),u(n)} definida

sobre S.
= | un-4) | u(n-5) | u(n-6)
E;z(n)T= un-3) | un-4) | u(n-5)
tim=| un-2) | u-3) | u@n-4)
tgm= | un-1) | u(n-2) | u(n-3)
u(n-6) | u(n-5) | u(n-4) .u(n-3) u(n-2) | u(n-1)A uiny  |un+1y | pe)
dm=| um | un-1) [un-2) | un-3)
A’;:g u= | wny | w1y | un-2)
s un-D=| un-1) | un-2) | un-3)
Eg(n—2)T=" u(n-2) | u(n-3) | u(n-4)
ig(n-S)T='u(n-3) u(n-4) | u(n-5)

g(n-4)T= u(n-4) | u(n-5) | u(n-6)

» No instante n, sejam:

O processo associado ao desenrolar temporal de §
representado pelo conjunto U de K +1 vetores
g(n—&)eiRM,é:O,l,---,K, definido sobre p(n) de
forma que dois vetores consecutivos de U estejam

deslocados entre si da distancia temporal entre duas
amostras subsequentes de S

O vetor de entrada dado por (5.66):
u(n)=uln) uln—1)-- uln—M +1)f

O késimo vetor de estado t,(n) do processo

associado ao desenrolar temporal de S , dado por
(5.67):

gk(n)zg(n—k—l);k:0,1,---,K—1.




. N . 2 . . 2 . .
Para que se defina a variancia o (n) comum a todos os centros Gaussianos no instante n, assume-se que O (n) seja proporcional ao
quadrado da mdaxima distancia Euclidiana entre todos os vetores de estado do processo, assim,

Gz(n): §max{Hgi(n)—§j(nX‘z } i,j=01,---,K—-1,

onde & é a constante de propor¢do chamada Fator de Varidncia, a qual absorve a constante 2 da Equac3o (5.65).

(5.68)

Assim, a saida do k-ésimo centro Gaussiano, quando o vetor g(n) é aplicado a entrada da rede RBF pode ser redefinida como
} (5.69)

H g(n)—lk (n)ﬂ2 2 }
max| o, (), o] |

@, (n)=exp - i,j=01K-1

’

O conjunto @, (”) k=0,1,---,K -1, de saidas dos K centros Gaussianos, conjunto que resulta da aplicacdo do vetor de entrada g(n)

pode ser colocado na forma vetorial através de Q(l’l)= [(00(11) 0, (n) QO (l’l)]T (5.70)

Por exemplo:

. (p(n —1)6 R* ¢ o vetor que resulta da aplicacdo do vetor z(n—l)e‘BM a entrada da rede

RBF,;

K o , .
= 0s elementos do vetor Q(n—l)em sao as saidas de cada centro Gaussiano ao vetor
u(n-1);

s . . ; . . . M
* 0 k-ésimo centro Gaussiano é definido por seu respectivo vetor ¢, € R” de estado do

u(n) <

processo, k=0,1,---,K -1,




® Note que, a qualquer instante arbitrario, a transformacao nao-linear definida pela equacao

2
uln)—t,\n
H _( ) —k( X‘ N i’j:O,l,...,K—l (569)

e, ()1, [

mapeia o vetor g(n—5)€ Ry aplicado a entrada da rede RBF, 0 é um atraso arbitrério

@, (n)= expy -

& max

u(n) <
qgualquer, no vetor Q(n—5)€ R Este mapeamento nado-linear estabelece as condigdes

analiticas para a representacdao através de estatisticas de ordem superior do processo
estocastico que rege o desenrolar temporal da série.

® Portanto, a sequéncia de vetores de entrada g(n—l), g(n—2),---, g(n—K) define a
sequéncia de vetores Q(n—l),g(n—Z),m,f(n—K) obtidos pelo mapeamento nao-linear
RY - R definido pela Equacdo (5.69).

Note que, apesar de definidos em uma dimensao diferente da dimensao original dos vetores , € R de estados da série S, e, apesar de
obtidos através de uma transformacéo ndo-linear entre as dimensdes R" e R*, o conjunto de vetores Q(ﬂ —1), Q(n—Z),m,g(n —K)

« o K o ~ s .
definidos em R™ permanece representando a informacdo sobre o desenrolar temporal da série.

K A . ~ s , . . . . ~
Portanto, os vetores em R" contém informacdo implicita sobre os estados de S, definidos agora em uma outra dimensdo, com S sendo
“vista” através de um processo nao-linear.

. K . .~ s .
Desta forma, o conjunto de vetores em R" pode ser agrupado em uma matriz de transicdo de estados da série temporal S, agora
. ~ . K . . .
interpretada como um processo nao-linear com K estados R" dimensionais.
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A matriz de transi¢io de estados da série temporal .S, tomada como um processo n3o-linear com K estados R
dimensionais no instante n é mostrada na Equacao (5.71).

| Q(n - I)T ?o (” - 1) ? (n - 1) Pk (” - 1)
® (1) = Q(n — 2)" |_| @ (” -2) ¢ (”E_ 2) gk fn -2 570)
_Q(n_.K)T_ oo(n-K) o(n-K) - ¢ (n-K)

Note que as linhas de <I)(n) correspondem aos vetores de transicdo de estado Q(n—l)T,g(n—2)T,---,Lp(n—K)T do
processo nao-linear, os quais resultam respectivamente da aplicacdo dos vetores g(n—l), g(n—Z),“-, g(n—K) a

entrada da rede RBF.

Note também, da transformacao (5.69), que o k-ésimo componente do vetor Q(n—5) € ‘RK, o arbitrario, tende para o

valor maximo 1.0 a medida em que o vetor z(n—5)€ R aplicado a entrada da RBF tende para o vetor de estado Ly

da k-ésima fungao de base radial.

n)=expy— Hz(n)_zk(n)ﬂz 1
9. (n)=exp gmax 1, ()1, ()] ]

i,j=01---,K-1 (5.69)

, ~ ~ . M K
Portanto, (5.69) é uma transformagdo ndo-linear de " —>R" que mede o quanto o desenrolar temporal
momentaneo da série S se relaciona com os K estados basicos do processo a ela associado.
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Determinacao dos pesos sinapticos V_V(n)e R* no instante n

Para um vetor de pesos sinapticos arbitrario w=w,_, o conjunto de saidas ou o vetor de saidas X(n) para (D(n) dado
é obtido por
Yn)=®(n) w, com  y)=[y(n-1) pn-2) - yn-K)T

(5.72) (5.73)

onde y(n—l), y(n—2),---,y(n—K) sdo as saidas da rede RBF com respeito aos vetores de entrada
g(n—l), g(n—2),--~, g(n—K) associados ao desenrolar temporal momentaneo da série S, sendo dados o vetor de
pesos sindpticos arbitrario w=w, e a matriz de estados (I)(n)

Vamos supor que y(n)=d(n), onde d(n) € o vetor de saidas desejadas definido por

d(n)=[u(n) u(n=1) - u(n—K+1)]', de tal forma que

| ”(") | | (Do(n_l) (01(’7_1) (PK—1(’7_1)_ | Wo(”) | (5.74)

(n) = d(n) = u(n:— 1) —d (n)y(n) _ Py (n - 2) ?, (n— 2) P (n - 2) w, (n)

- K 1) 1K) o(n-K) ~ oK) Lwy(n)

Observe que cada elemento em C_l(n) é o elemento que se coloca uma posicdao a frente na série S, com respeito ao
vetor de entrada que gerou o correspondente vetor de transi¢cdo de estado ndo-linearem @,

Por exemplo, a primeira linha de ® na Equacdo (5.74) é o vetor de transicdo de estado ndo-linear Q(n—l)T que
resulta da aplicagdo do vetor L_t(n —1) a entrada da rede neural.

A saida desejada correspondente a este vetor de entrada é o elemento u(n) de i(n), gue se encontra uma posicao a
frente na série S, com respeito ao vetor g(n —1), conforme pode ser observado na figura do slide 7.
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Portanto, através da transformacao linear definida pelo vetor de pesos sinapticos v_v(n)e R* e através da transformacao

nao-linear definida pela matriz (I)(n) a Equacao (5.74) implicitamente relaciona cada vetor g(n—k—l) formado da janela

p(n), k=0,1,---,K—-1, com o elemento u(n—k) de S, sendo u(n—k) o elemento que esta localizado na série S uma

posicao a frente do vetor L_l(n —k—l).

| u(n) | (00(”_1) (01(”_1) B (”_1) Wo(n)
-1 -2 =-2) - -2

(n)zc_l(n): ”(”l: ) =CD(n).y(n): %(’1: ) (01(”: ) Pr (” ) Wl:(”)

K +1) 1-K) @(1-K) - gpr(n—K)) e ()

Assim, uma vez determinado, v_v(n) contera informacdo de como se efetua a transicao partindo dos estados prévios do

processo de S até o proximo elemento de S imediatamente adiante ao respectivo vetor g(n -k —1) representativo do
desenrolar temporal momentaneo de §S.

E importante reiterar que a informacdo de transicdo em v_v(n) é resultante de uma transformacdo nio-linear RY” — R, e,
em consequéncia disto, € uma informacdo que envolve as estatisticas de ordem superior do processo de S . Em funcao disto,
o método de predicdao nao-linear aqui apresentado é potencialmente mais capaz de captar as “sutilezas estatisticas” do
processo estocastico subjacente em S do que o método de predicao linear.

A obtencdo de v_v(n) é definida por v_v(n) = (I)_l(n) Q(n) (5.75)

Observagdao com relagdo a equagao de obtengdo do vetor de pesos, V_V(n)=(I)_1(n) d(n): A inversa da matriz ® é obtida
pela pseudo-inversao matricial de Moore-Penrose, através de decomposi¢cao em valores singulares — SVD.

Embora a SVD minimize o problema da eventual singularidade de ® e, embora toda a série temporal seja normalizada para

. — . ~ .. 9. . -
o intervalo | 1’1], antes de qualquer procedimento, por precaucao, adiciona-se o valor Ix107" 3 diagonal principal de D@,
como um parametro de regularizac3o, visando auxiliar o tratamento das singularidades da matriz @ .
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Processo de Predicao

Uma vez obtido v_v(n) de (5.75), aplica-se o vetor y(n)z[u(n), u(n—l),---, u(n—M+1)]T a entrada da rede neural.

O vetor peso sinaptico v_v(n) obtido de (5.75) armazena informacdo de como ocorre a transicdo “estados prévios — proéximo
elemento” dado o vetor de entrada que descreve o desenrolar temporal momentaneo da série S.

Como, por definicdo, uma varidvel de estado nao sofre alteracdo para uma variacao pequena no sistema por ela descrito,

assume-se que os vetores de estado Iy do processo de S ndao sofram uma mudanga significativa uma posicao a frente em S.

Assim, a saida da rede neural y(n) ao vetor de entrada L_l(n)=[u(n) u(n—l) u(n—M+1)]T sera uma estimativa ﬁ(l’l-i—l) ou

predicdo da amostra u(n+1), dada pela Equacdo (5.76) com base em (5.64):

n+ )3 1W eX _H I/_f(n)_zk(nx‘ 3 S 1W n n n
( 1) y ; k P fmax{”{i(n)—zj( 1‘ } Z k ¢k( ( )9( ) (5.76)

Em outras palavras, se esta implicitamente deslizando a matriz ® uma posicdo a frente ao longo de S, assumindo que os
estados armazenados em ® permanecem inalterados e usando-se a informacdo de transicdo armazenada em W para estimar
o proximo elemento em S, a partir dos estados definidos em @ .

Obviamente, K deve ser grande o suficiente para que ® possa armazenar todos os estados significativos. Da mesma forma, a
dimensao M dos vetores de estado do processo de S deve ser suficientemente grande para representar os estados
significativos do processo.

A técnica de atribuicao de centros definida pela Equacao (5.67) para efeito de predicao nao-linear de séries temporais através
de RNAs RBF é denominada Atribuicdo Padrao dos Centros (APC).
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Atribuicao Padrao dos Centros (APC) — detalhamento

Os neurdnios da camada escondida da RBF sao um conjunto de fung¢des que constitui uma base arbitraria na qual o
conjunto de entrada pode ser expandido (os dados representados através de redes neurais RBF sdo expandidos com
referéncia a um conjunto finito de funcdes de ativacdo neurais, chamadas funcoes de base radial).

Cada uma destas fungdes é centrada em uma particular coordenada do espago multi-dimensional dos pontos que

compdem o espaco de dados de entrada. Esta coordenada define o centro I, de uma regido de maior aglomeracdo
de dados.

Em se tratando de predi¢ao de séries temporais, a cada instante n, uma janela de N elementos é definida sobre Se a
predicdo é feita sobre esta janela = um processo dinamico.

A janela é particionada em vetores g(n) de entrada da RBF e em vetores centro ; (n) daguele conjunto de dados de
entrada que compde a janela de predicao.

Os vetores {k(n), portanto, se deslocam ao longo do desenrolar temporal de S (a cada nova janela, a cada instante »n)

com respeito ao conjunto de dados global que compde a série S. Desta forma, os vetores Ek(”) caracterizam os
estados do processo associado ao desenrolar temporal de S.
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A cada estado armazenado em ® é associada uma saida desejada da rede RBF, de tal forma a se definir um
vetor de saidas desejadas d.

Cada elemento em d é definido pelo elemento que estd uma posicao a frente na série temporal com respeito
ao vetor de entrada que gerou o correspondente vetor de estados em ®@.

d=®-w,onde w é o vetor de pesos sinapticos da rede RBF.

w define a transicao entre os estados prévios do processo associado a série e o proximo e imediato
elemento da mesma, pois:

— a matriz ® armazena informagdo sobre os estados basicos do processo a ser predito e

= d é o elemento que estd uma posicdo a frente na série temporal com respeito ao vetor de entrada que
gerou o correspondente vetor de estados em @.

W armazena informacao sobre o modo como o proximo elemento na série é gerado a partir de seus estados
prévios.

. ~ .. ~ . . . -1
Por invers3o matricial, caso ® n3o seja singular, pode-se determinar w=®" " .d .

Deslizando a matriz ® uma posi¢do a frente na janela e usando a informacdo de transicdo contida em w
pode-se estimar o préoximo elemento na série.
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APC - Seqiiéncia de Operagdes = - m
ol K=4eM=3. [:,-(n)-g(n—/—v, t(n) e % }

IRM= RK | gm)eRK=S{umenvy =012 - K1

Q=[] 1=012, -+, K-1 ts)'= [un-gufn-5ui-6)] EZ
¢

(n)=exp(- [lu(m)4,(m)] [*120%n)

) o e 11(n)T= u(n-2)|u(n-3)|u(n-4)
pin L L {.('= Tum-D]um-2|un-3
N Kot Lo TR JunDlun-2ui )

[u(n-6)|u(n-5)|u(n-9)|u(n-3)|u(n-2)|u(n-1)| u(n) fuln+1)|

[u (n-j) < M : gg(n-1)T- -<P0(n-1) @, (n-1) ¢,(n-1) <p3(n-1)1«.
j=1,2, - -,KJ @ (-2)"| _| 9. (1-2) ¢,(1-2) ,(n-2) @, (n-2) =+~
n-3)T i § i i _=_E_(I_)K><K“,
9( ) (po(n3) (p1(n 3) (Pz(n 3) (ps(n3) ¢ A LN
QAN | 0, (1-4) @,(1-4) @, (1-4) @y (1-4) fasievsrrinennitenn
p(n) % dm'=] o |u(n:-1)|u(n:-2)|u(n-:3)|
[u(n-6)| u(n-5)|u(n-4)|u(n-3)| u(n-2){u(n-1)| u(n) [u(n+1)]
g= " -0w = w=0+d
-2 A
u(m) ¢ ”;" 3; Une) = o), om=3{um)
un-
L J u (7= u(n) lui-1)]un-2)|
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Sumario da Heuristica APC para Predicao Nao-Linear de Séries Temporais via RBFs

| - Inicializacao:
1. Posicionar p(n = 0) de N elementos, sobre S.
2. Definir K e M, (N=K+ M) apartir de p(n)

Formar a partir de p(n) os vetores-centro Ek(n) e R das funcdes de base radial.

4. Formar a partir de p(n) os vetores z(n - 5) eR”,5=0,1,---,K do conjunto de treino.
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Il - Treinamento:

Apresentar todos os vetores do conjunto de treino a entrada da rede RBF (exceto o vetor que contém as
informacdes mais recentes sobre S, o vetor u(n)), obtendo para cada um dos demais vetores

g(n—é') eR”,5=1,--K o correspondente vetor g(n—§)eiRK, o=1,--K

Construir <I)(n) a partir dos vetores Q(n - 5).

Formar vetor saida desejada d(n)z [u(n) u(n—-1) u(n -K+ 1)] , atribuindo a cada vetor g(n - 5) uma

saida desejada equivalente ao ultimo componente do vetor g(n -0+ 1) .

Determinar vetor de pesos sinapticos v_v(n) =@ (n)d(n)

Aplicar vetor L—‘(n) a entrada da RBF, obtendo na saida

uln + =K_1w n)exp| — Hu .) ”)HZ ; T
1= Eot s BT ot

n=n+1 (deslizando p(n) uma posicao a frente em S).

Obtida a nova janela, voltar ao passo 3 da etapa de inicializagao.
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Predicao Nao-Linear de Séries Temporais através da Heuristica APC: Exemplo

A Figura 5.8 apresenta o resultado da predicdao nao-linear baseada na heuristica APC obtido para a série
Chaotic _LASER (ver descricao desta série no Apéndice A).

300 T T T T T T T T T
250 —
200 + .: :: -
I
Obs(n) 150 [ \
Pred(n)
100 - .
| | ‘
50 , |
| W M ’
D — . -
-0 1 1 1 | | | | | |
0 100 200 30 400 500 GO0 700 800 900 1000
n
Figura 5.8: Série Chaotic_LASER — Observada e Predita.
Predicao nao-linear através de RBFs com heuristica APC.
M=11 K=8 N=K+M=19 ¢&£=1.0 NMSE(N, —1) =0.096
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Predicdo Linear da série temporal Chaotic Laser (M = 22), conforme Apéndice A

® Experimentou-se a predicdo linear da série Chaotic LASER (conforme Apéndice A), considerando, neste novo experimento, o dobro da
ordem de predic3o utilizada na predicdo por APC, i. é, M =22 para o caso linear.

® (Os valores dos coeficientes obtidos para o filtro linear, através de (5.43) sdo:
W, =-0.670762, W, =0.545837 W, =-0.253092, W, =0.198692, W, =-0.0704754, W, =0.129263 W =-0.355902, W, =-0.510382,

W, =0.277562, W, =-0.30334, W, =0217955, W, =-0.161362, W,_ =0.092362, W, =-0.189575, W =0.0408657, W, =0.162011,
W, =-0.109375, W, =0.0276988, W, =-0.0969306, W, =0.0260158, W, =-0.0871898 ¢ W, =0.101258 .

® O resultado da predicdo linear para este caso é mostrado na Figura 5.9 e o NMSE final resultante, conforme Equacdo (5.63), é
NMSE(N, -1)=0.185.
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Figura 5.9: Série Chaotic_LASER —Predicdo Linear— M =22. NMSE(N, —1) =0.185.
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Heuristica Ordem de # Amostras Prévias

de Predicao Predicao NMSE, -1 Conhecidas
APC 11 0.096 19
Predigdo Linear 11 0.213 1000
Predicdo Linear 22 0.185 1000

A diferenca de performance entre a predicao linear e a heuristica
nao-linear APC fica ainda mais evidente se lembrarmos que a
heuristica APC necessita, neste caso, para efetuar a predicdo, de
apenas N =19 amostras, contidas na janela de predicdo p(n).

J4 a predicdo linear precisa conhecer todas as N, =1000 amostras
da série Chaotic_LASER para montar a matriz de correlagao R.




Apéndice A - Predicao Linear de Séries Temporais

' M=8

Predicdo a um passo: predicao da amostra u(n+1), subsequente

--------- u(n-7)|u(n-6)|u(n-5)| u(n-4)u(n-3)| u(n-2)|u(n-1)| u(n) |u(n+1)

i P "
| ___Para_qual W J ¢ minmo ? | JeE{e?)

a um conjunto conhecido de amostras consecutivas prévias
{u(n),u(n—l),“-} pertencentes a uma série temporal discreta ().

u(n + 1) é expressa como uma combinagdo linear de M amostras prévias

floalor=1) =01 -+1)
ﬁ(n+1)=y(")=kz(;Wku("—k)=ETz (5.43)

Os coeficientes W, k=0,1,---, M —1que ponderam (5.43) definem
um filtro FIR transversal.

O vetor W que define o filtro FIR tem seus coeficientes
determinados de forma a minimizar a fungao de custo J.

Figura 5.3: Preditor FIR de ordem A/,
mostrado no instante n.

Um preditor linear de ordem M utiliza M amostras prévias
conhecidas de § para estimar u(n+1), no entanto, necessita do

conhecimento de todas as amostras que compdem S para
emular a matriz de correlagao associada.
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O operador gradiente é aplicado com o intuito de obter o vetor de pesos W (pesos #,) do filtro

transversal que minimize a fung¢ao de custo J.

Como J = E{ez} é uma fun¢do quadratica, J sera globalmente minimo para VZ-J(V!)= 0. Assim:

oJ 0 2
J= = E = 2
VZJaiai{e} { } {ea

V.J(1) {zem) ()} {ze<n>i

o,

E 2 i . :0917'”9
l } { eaW} M1

ka u(n — k)} =2Ee(n)u(n—i)}

M§

TT
(=}

Fazendo ViJ( n)=0, substituindo 8( ) d(n)—y( ) c y(n) ha equagao acima, temos

M-1
E{[d(n)— > W u(n —k)} u(n —i)} =0
k=0
Distribuindo os produtos e rearranjando a equac¢ao, temos

j]\%j/VkE{u(n—k) u(n—i)j=E{d(n)u(n—i)} de onde obtemos
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]:[ij/VkE{u(n—k)u(n—i)}zE{d(n)u(n—i)} — MiIWkRW (k - i) =R, (_ i) onde:

k=0

R,, éafuncdo de auto-correlacio do processo aleatério u para um atraso kK —i entre as amostras,
com k,i=0,1,---,M -1, e

R,, é afuncdo de correlacdo cruzada entre o processo aleatdrio que descreve a saida desejada

d =u(n+1) e o processo u.
Sendo gt(n)=[u(n) u(n—l) u(n—M+l)]T, podemos escrever

E{u(n) u” (n) pr = E {d(n)u(n)} RW=P — W=R'P
R P A

Equacao de Wiener-Hopf

» A solucgdo desta equacdo para I define os coeficientes do filtro linear transversal da Figura 5.3
slide 23.

» O filtro prediz com o minimo erro quadratico médio a amostra u(n+1) de uma série temporal
gue apresenta correlacdo entre as M prévias amostras.

» Se a matriz de correlacdo R da série temporal é ndo-singular para M definido, entdo W pode
ser obtido por W = R_ll_’ sendo P o vetor que define a correlagao cruzada entre o vetor z(n)
de entrada e a saida desejada d(n): u(n +1).
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Vejamos como sao expressos analiticamente a matriz R e o vetor P envolvidos no computo do vetor

de coeficientes do filtro linear transversal através da Equac3o de Wiener-Hopf (W = R'P ):

= Amatriz R= E{ﬂ(n)gT(n) } ¢ obtida por:

B R ) N2 Y YA
R Y Y s

ou

Bl M+ )} Bl =M+ Duln—1)) - Eluln— M+ Duln—M +1)}

RO R R,
el Rl RLO :

Ro(-1) RAGI-2) - RL()




Exemplo: M=3, u(n)=[u(n) u(n—1) u(n-2)['

" R,(0) R,(-1)
{Mi )1;] o) ) zn} {R,, 1) A0
R,(2)

Mas, como R, (X) =R, —x) R pode ser expressa como

=>» O vetor P é obtido por:

P = £ {d(n)uln)} =
[l )l Eld )l ~1)} - Eld)ul 31 1)) =

=[P(0) P(=1) -+ PL-M )]

=>» Lembrando, ainda, que o vetor de pesos que estamos buscando é expresso por

K:[Wo wy - WMfl]T
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Observacdo: Objetivando reduzir a complexidade computacional envolvida no cémputo da Equagdo W = R'P,como R
resulta em uma matriz Toeptliz, a sua inversao é, em geral, realizada pelo método de Durbin-Levinson, muito embora a
pseudo-inversdao de Moore-Penrose via Decomposicdo em Valores Singulares seja frequentemente utilizada para
contornar os problemas resultantes de uma matriz R quase singular.

Para uma dada série temporal com N, amostras totais, apresentando correlacdo entre M amostras consecutivas prévias ao
instante a ser predito, a precisdo com que R e P representam as correlagées envolvidas sera tanto maior quanto maior
for N, com relagioa M.

Isto ocorre porque, na pratica, ndao se conhece o processo aleatorio subjacente que determina a série temporal em questao
(ndo sdo conhecidas as func¢des correlagdes que sao realmente envolvidas no processo).

Assim, o operador E{} é substituido pela média dos vetores de M componentes envolvidos no coémputo de R e P, média

esta realizada sobre o intervalo de NV

, amostras totais conhecidas da série temporal.

A predicdo linear s6 tem sentido quando o processo aleatério subjacente é estacionario, pois, em caso contrario, R e P
nao sao univocamente definidas, mesmo para Nt suficientemente grande.

Se a série temporal resulta de um processo aleatério ndo-estacionario, R e P variam ao longo da série, invalidando o uso
da Equagao de Wiener-Hopf para a obtencao do vetor de pesos W.

A solucdo algumas vezes adotada é assumir que a série temporal é estacionaria em intervalos e adaptar R e P para cada
intervalo. No entanto, o numero de amostras em cada intervalo nem sempre é suficiente para expressar com fidelidade a

operagao E{}

> Esta é a razdo do uso cada vez mais disseminado de técnicas de predi¢cdo nado-linear, as quais, embora apresentem custo

computacional maior, contornam a necessidade do conhecimento de um ndmero grande de amostras passadas da série a ser
predita, suficientes para que o operador E{} seja aproximado com fidelidade pela média temporal.
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Critério de Avaliacao do Erro de Predicao

Critério sugerido por Gershenfeld e Weigend em “A. S. Weigend and N. A. Gershenfeld. Time Series Prediction: Forecasting the
Future and Understanding the Past. Addison-Wesley Publishing Company, 1994”: A qualidade da predicao (tanto linear quanto
nao-linear) é expressa em termos da razao entre as somas de erros quadraticos mostrada em (5.62).

Zt (observagdot — predigdo, )2 (5.62)

~ ~ 2
Zt (observagaot —observacao, | )

» Denominador: erro médio quadratico (MSE) de predi¢do obtido para a chamada predigdo pela ultima amostra.

Tal método de predicdao considera que a melhor predicao possivel para a proxima amostra consiste simplesmente em repetir o
valor efetivamente observado para a amostra atual.

O valor obtido por tal critério para o MSE é tomado como normalizador para o MSE resultante das diferencas entre os valores
efetivamente obtidos, apds a observacao da amostra em questdo, e os respectivos valores obtidos pelo preditor que esta sendo
avaliado.

Uma razao inferior a 1.0 corresponde a uma predicdao melhor do que aquela obtida pela simples repeticao do valor efetivamente
observado para a amostra anterior aquela a ser predita — limiar que qualifica um preditor que pretenda ser util.

» O erro obtido através do procedimento expresso em (5.62) é chamado Erro Médio Quadratico Normalizado (Normalized Mean
Squared Error) e é referido na literatura por NMSE. Expressando (5.62) em forma de equacao, teremos

i(O(i)— p)) Zn:(u(iﬂ)—ﬁ(iﬂ))z (5.63)
NMSE(n): — =i
Slo-oli-)F Sl 1)-uly

onde:  o(i) = observagdo no instante i (o valor efetivamente observado)
p(i) = predig¢do no instante i.

» Para uma dada série temporal U com Nt amostras totais, o erro ao final do processo de predicio de U é dado por

NMSE , = NMSE(N, —1), onde N, —1 é o indice do tltimo elemento da série.
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Predicao Linear de Séries Temporais: Estudo de Caso

A série Chaotic_LASER consta de N, =1000 amostras.

Cada um dos 1000 pontos que a constituem corresponde a intensidade de um Far-Infrared-LASER em estado cadtico.

A série foi obtida por Udo Huebner do Phys.-Techn. Bundesanstalt, Braunschweig, Germany.

As medidas foram feitas a partir de um LASER NH3 nao-pulsado.

A série é descrita por Weigend e Gershenfeld em “A. S. Weigend and N. A. Gershenfeld. Time Series Prediction: Forecasting the

Future and Understanding the Past. Addison-Wesley Publishing Company, 1994”.
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Figura 5.4: Representacdo grafica da série Chaotic_LASER.
Ordenada: Intensidade de um Far-Infrared-LASER em estado cadtico.
Abscissa: indice da medic3o.



Figura 5.5: Série Chaotic_LASER - Observada e Predita (heuristica de predicdo descrita em 5.2.1). Ordem da predicao
linear adotada: M =11; NMSE(~, -1)=0.213.
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Assim, a amostra predita é dada por: @(n +1)=—-0.689614 u(n)+ 0.545837 u(n —1) +
~0.206001u(n — 2)+0.144179%u(n — 3) — 0.109438 u(n — 4)+ 0.054155u(n — 5) — 0.402716u(n — 6) +
—0.334968u(n —7)+0.221793u(n — 8) — 0.248085u(n — 9) + 0.0365866u(n —10)

(Apesar de a ordem de predicdo ser M =11, a predicdo linear necessita do conhecimento prévio de todos os
N, =1000 elementos da série temporal para montar a matriz de correlacio R).
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Predicao Linear de Séries Temporais: Exemplo Numérico

Dada a sequéncia m(n)={-2, —1.414,0, 1.414, 2, 1.414,0,-1.414,-2,-1.414, 0}, determine 7(n)
sabendo que o Preditor Linear é de ordem 2 e utiliza 11 amostras consecutivas de m(n) para a definicao
da matriz de correlacdo. Determine e(n) para 7i(n).

()= i+ 1) = y(n) = MZW w(n—k)=w'u
W=R"P

r00 rO01 » 1 rll  —r0l1
rl0 rll (rOO-rll—rOl-rlO) —rl0 700
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Estrutura de dados para a predicao:
mq(n)z {—2, —1.414, 0, 1.414, 2, 1.414,0,—-1.414,-2,—-1.414, O---}z

={u(n-10), u(n-9)u(m-8), u(n—-7), u(n—=6), u(n—-5),u(n—-4),u(n-3),u(n-2)uln-1),u(n)}

....... u(n-6) | u(n-5) | u(n-4) | u(n-3) | u(n-2) | u(n-1) | u(n) u(n+1)

L un)=| un) | u(n-1)

s u(n-1)=| u(n-1) | un-2)

 u(n-2)=| u(n-2) | u(n-3)

Eg(n-3)T= u(n-3) | u(n-4)

u(n-4)=| u(n-4) | u(n-5)

m,(n)=1{-2, —1.414,0, 1.414, 2, 1.414,0,-1.414,-2,-1.414, 0---| =

:{u(n—IO), u(n—9),u(n—8), u(n—7), u(n—6), u(n—S),u(n—4),u(n—3),u(n—2),u(n—1),u(n)---}






Determinacdo da matriz de auto-correlacdoR :

(m,(n)=1{-2, —1.414, 0, 1.414, 2, 1.414,0,-1.414,-2,-1.414, 0---})

[1.414 2]:{

0 1.9994 2.8280 4

z<n>zf<n>=[

1.414}

[0 —1.414]:{0 0 L %(”‘S)ZT(”‘S){ 2

1.9994 2.8280
—1.414 5

g(n—l)gT(n—l):{_1'4214}[_1,414 _2]{1.9994 2.82801 z(n—6)zT(n—6)=le4}[2 1.414]{ 4 2.8280}

2.8280 4 2.8280 1.9994 |

. 2 4 28280 . 1.414 1.9994 0
- _2)= 2 —1414]= - _7)= . -
uln =2}’ (n-2) {—1.414}[ ] {2.8280 1.9994}2 uln =T’ (n=7) { 0 }[1414 0] { 0 01

z(n—4)gT(n_4)=L:14}[0 1.414]:{8 1.9(;941 Z(n—9)ZT(H—9)={_i114}[—1.414 _2]{22221 2.85801

1 {17.9970 14.1400}

> R=70114.1400 21.9970

1.7997 1.4140
10

1.4140 2.1997
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Determinacao do vetor de correlacao cruzada P :

(m,(n)={-2, —1.414, 0, 1.414, 2, 1.414,0,-1.414,-2,~1.414, 0---})

p/g(n)—)d(n)g(n)zﬁ(n+1)g(n)=ﬁ(n+l){_lzl4} )
o/l —1) = d(maln 1) = Y —1) = 0{_1‘414} _ m

-2 0

p/w—zwd<n>z<n—z>:u<n_1>g<n_z>:_1.414{ -2 Hz-mol

-1.414 1.9994

0 0

o)t =sto o9, 8,10

—1.9994

p/uln=5)— d(nuln=5)=uln—4)u(n-5)= 0{1'414} i H

2 0
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Determinacao do vetor de correlacdo cruzada P (continuacao):

(m,(n)=1{-2, —1.414, 0, 1.414, 2, 1.414,0,-1.414,-2,-1.414, 0---})

p/%(n—6)—>d(n)z(n—6)=u(n—S)g(n—6):l.4l4{ 2 H

1.414

2.8280
1.9994 |.

piuln—7) > d(n)g(n_7):u(n_6)g(n_7):2_1";14} {2'85801

—1.9994

pulr=8) > o) =ulo-Thlo-9)-ta1g 0 | O

—1.414

plu(n—9)— d(n)u(n—9)=u(n—8)u(n—9)= 0{—1-414} _ Hg

) 0
1[11.3120] [1.2569
2P=9 o || o
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Determinacao do vetor de pesos W do preditor linear:

VR P 1.7997 1.41407'[1.2569 [ L1226 -0.72161.2569] [ 1.4110
— 11.4140 2.1997 0 | |=0.7216 0.9185 0 | [=0.9070

Determinacao do valor estimado U(”"‘l) para a 12. amostra subsequente a série conhecida:

i(n+1)= y(n)= W, uln—)=

k=0

- ZI: W, u(n—k)=Wuu(n)+Wu(n—1)=(1.4110)0)+ (- 0.9070 (- 1.414) =1.2825

Determinacao do erro de predicao e(n):

m,(n)=1{-2, -1.414, 0, 1.414, 2, 1.414,0,-1.414,-2,-1.414,0,1.414,---|
e(n)=1.414-1.2825=0.1315
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