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Vetores de números complexos
Números complexos são de particular importância em processamento digital de sinais para sistemas de comunicações 
porque o TX de um sistema de comunicação digital que utilize modulação QAM (quadrature amplitude modulation) ou 
modulação PSK (phase shift keying) ou qualquer outra modulação digital com símbolos em forma de fasor, converte 
previamente cada palavra binária a ser transmitida através do canal de transmissão em um respectivo número complexo  
z = I + 𝑗Q = Re z + 𝑗Im(z), denominado símbolo IQ.

Cada número complexo I + 𝑗Q é denominado de símbolo IQ porque a magnitude 𝐴 = I + 𝑗Q  e a fase 𝜑 = ∠ I + 𝑗Q  
representam (i.e., simbolizam) respectivamente a amplitude e a fase da onda eletromagnética (onda EM) que o TX 
transmite e se propaga no canal de transmissão, onda que transporta as palavras binárias até o RX na forma de 
“wavepackets” de frequência 𝑓, com amplitude 𝐴 e fase 𝜑 associada à respectiva palavra binária transmitida (ver slides 2 e 
3 de https://www.fccdecastro.com.br/pdf/SCD1_CapIV.pdf ).

Conforme vimos no código-fonte https://www.fccdecastro.com.br/CursoC&C++/C/CpxOpRef.c , mostrado nos slides 125 a 
133 do Cap II.6,  uma declaração typedef foi usada para definir o tipo de dado denominado CPX_R, a partir de uma 
estrutura representativa de números complexos cujo tag é ComplexRect. Os membros da struct ComplexRect são variáveis 
double  Re e Im, e representam respectivamente a parte real e a parte imaginária do número complexo. 

Neste contexto, e de maneira similar ao Cap II.6, vamos convencionar que, ao longo do Capítulo III, todo número complexo 
será representado conforme o tipo de dado definido abaixo pela struct com tag de nome Complex. Os membros da struct 
Complex são variáveis float Re e Im, e representam respectivamente a parte real e a parte imaginária do número complexo. 
O tipo de dado definido pela struct Complex através da declaração typedef é denominado COMPLEX.

typedef struct Complex{

float Re; //  parte real da variável do tipo COMPLEX

float Im; //  parte imaginária da variável do tipo COMPLEX

} COMPLEX;

A declaração abaixo, por exemplo, define a variável Impedancia como uma variável de valor complexo:

COMPLEX Impedancia;

E as declarações abaixo, por exemplo, definem as partes real (resistência) e imaginária (reatância) da variável Impedancia:

Impedancia.Re = 3; // resistência = 3 ohms

Impedancia.Im = 4; // reatância = 4 ohms

https://www.fccdecastro.com.br/pdf/SCD1_CapIV.pdf
https://www.fccdecastro.com.br/CursoC&C++/C/CpxOpRef.c
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O código https://www.fccdecastro.com.br/CursoC&C++/C/CpxVectAlloc.c, por exemplo, define um ponteiro COMPLEX 
*ZDat e aloca memória no heap para o vetor ZDat[N] de 𝑁 =NUM_ELEM = 12 elementos de valor complexo, conforme 

mostrado abaixo. A seguir o programa inicializa o vetor ZDat com valores complexos 10𝑒𝑗
2𝜋𝑛

𝑁 , cuja parte real e imaginária 

são dadas pela fórmula de Euler 𝑒𝑗
2𝜋𝑛

𝑁 = cos 2𝜋
𝑛

𝑁
+ 𝑗 sin 2𝜋

𝑛

𝑁
, com 𝑛 = 0,1 ⋯ 𝑁 − 1 e 𝑗 = −1  (ver 

https://en.wikipedia.org/wiki/Euler%27s_formula). Finalizando, o programa imprime o vetor ZDat[N]  na tela do console no 
formato retangular {real, imaginário} e no formato polar {módulo, ângulo}. 

Vetores de números complexos

https://www.fccdecastro.com.br/CursoC&C++/C/CpxVectAlloc.c
https://en.wikipedia.org/wiki/Euler%27s_formula
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Execução na tela do console:

Vetores de números complexos
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typedef struct Complex{
double Re;
double Im;
}COMPLEX;

Observe que se definirmos o tipo COMPLEX com partes real e imaginária do tipo double, conforme mostrado abaixo

verifica-se uma melhora da conformidade da precisão numérica do resultado em 
formato polar ang{Zdat}, resultado este mostrado na execução na tela do console 
ao lado. No entanto, o uso de variáveis double no lugar de variáveis float tem o 
efeito indesejado de dobrar o uso de memoria. Por esta razão, as operações entre 
números complexos devem ser preferencialmente efetuadas com os números 
expressos no formato retangular {real,imag} e não no formato polar {modulo, 
angulo}. 

A abordagem numérica e a verificação de conformidade de resultados para 
operações com números complexos que foi adotada neste exemplo – e que 
adotaremos ao longo de todo o Capítulo III – é baseada nas seguintes referências:

[1]https://www.fccdecastro.com.br/CursoC&C++/C++%20algorithms%20for%20
DSP%20-%20Embree.pdf 

[2] https://www.fccdecastro.com.br/CursoC&C++/C Algorithms for real time 
DSP - Embree.pdf

[3]https://www.fccdecastro.com.br/CursoC&C++/Numerical%20Recipes%20in%
20C%202nd%20-%20%20Press.pdf 

[3A]https://www.fccdecastro.com.br/CursoC&C++/NRC206H_HLP/index.html 

[4]https://www.fccdecastro.com.br/CursoC&C++/MathcadUsersGuide.pdf 

Vetores de números complexos

https://www.fccdecastro.com.br/CursoC&C++/C++%20algorithms%20for%20DSP%20-%20Embree.pdf
https://www.fccdecastro.com.br/CursoC&C++/C++%20algorithms%20for%20DSP%20-%20Embree.pdf
https://www.fccdecastro.com.br/CursoC&C++/C%20Algorithms%20for%20real%20time%20DSP%20-%20Embree.pdf
https://www.fccdecastro.com.br/CursoC&C++/C%20Algorithms%20for%20real%20time%20DSP%20-%20Embree.pdf
https://www.fccdecastro.com.br/CursoC&C++/Numerical%20Recipes%20in%20C%202nd%20-%20%20Press.pdf
https://www.fccdecastro.com.br/CursoC&C++/Numerical%20Recipes%20in%20C%202nd%20-%20%20Press.pdf
https://www.fccdecastro.com.br/CursoC&C++/NRC206H_HLP/index.html
https://www.fccdecastro.com.br/CursoC&C++/MathcadUsersGuide.pdf
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Vetores de números complexos

Alternativamente, a alocação de memória no heap  para o código-fonte do slide 3 pode ser feita da seguinte maneira:  
Declara-se um ponteiro float *Dat e aloca-se memoria no heap para o vetor Dat[2*N], de 2*N=2*NUM_ELEM = 24 
elementos de valor real. A seguir o programa faz o cast de *float Dat para *COMPLEX ZDat e inicializa o vetor ZDat com N 
valores complexos 10e^(j2*pi*n/N), conforme segue ( https://www.fccdecastro.com.br/CursoC&C++/C/CpxVectAlloc1.c):

https://www.fccdecastro.com.br/CursoC&C++/C/CpxVectAlloc1.c
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Vetores de números complexos

Exemplo 1: O diagrama abaixo mostra um filtro passa-baixa LC cuja resistência de carga 𝑅𝐿 representa a resistência de 
entrada do bloco funcional que segue o filtro.

𝐿

𝐶 𝑅𝐿

+

_

𝑣𝑖𝑛 𝑡

+

_

𝑣𝑜𝑢𝑡 𝑡

A função de transferência 𝐻 𝑓 =  Τ𝑉𝑜𝑢𝑡(𝑓) 𝑉𝑖𝑛(𝑓) deste filtro é dada por (ver slides 2 a 4 de 
https://www.fccdecastro.com.br/pdf/SS_Aula5&6_26032020.pdf ):

𝐻(𝑓) =
1

1 − 𝐿𝐶 2𝜋𝑓 2 + 𝑗
2𝜋𝑓𝐿

𝑅𝐿

Pede-se: Escreva o código fonte C para um programa que determine os valores complexos da 𝐻(𝑓) acima no intervalo 
𝑓𝑚𝑖𝑛 < 𝑓 < 𝑓𝑚𝑎𝑥 e que atenda às especificações abaixo. Valide os resultados com o software MathCad. 

(a) Os dados de entrada do programa são lidos da linha de comando. Os 7 argumentos da linha de comando do programa 
são (nesta ordem) os valores de L [H], C[pF], 𝑹𝑳[], 𝒇𝒎𝒊𝒏 [MHz], 𝒇𝒎𝒂𝒙 [MHz], o número de pontos Np em que 𝐻(𝑓) é 
determinada no intervalo 𝑓𝑚𝑖𝑛 < 𝑓 < 𝑓𝑚𝑎𝑥 e o nome do arquivo texto “OutFile” em que os valores de 𝑓 , Re 𝐻(𝑓)   e 
Im 𝐻(𝑓)  serão gravados linha a linha no referido arquivo texto, cada linha correspondendo a um dos Np valores de 𝑓. 
(b) Quando argc resultar diferente de 8 (argv[0] é o nome do executável) para a entrada de argumentos na linha de 
comando o programa imprime na tela do console um texto de “help” especificando e descrevendo o que faz o programa e 
quais são os argumentos da linha de comando.
(c) Determinar 𝐻(𝑓) conforme equação acima em Np pontos uniformemente distribuídos no intervalo 𝑓𝑚𝑖𝑛 < 𝑓 < 𝑓𝑚𝑎𝑥 
e imprimir na tela do console no formato polar.
(d) Gravar 𝐻(𝑓) determinada em (c) no arquivo texto cujo nome é especificado no argumento da linha de comando 
“OutFile”. O arquivo deve ter 3 colunas, cada coluna respectivamente  representando  𝑓 , Re 𝐻(𝑓)   e Im 𝐻(𝑓) . 

onde 𝑓 varia no intervalo 𝑓𝑚𝑖𝑛 < 𝑓 < 𝑓𝑚𝑎𝑥 .

https://www.fccdecastro.com.br/pdf/SS_Aula5&6_26032020.pdf
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Vetores de números complexos

Solução: O código fonte https://www.fccdecastro.com.br/CursoC&C++/C/FuncTransf.c, listado abaixo, é uma possível 
solução para o problema posto no enunciado no slide anterior.

https://www.fccdecastro.com.br/CursoC&C++/C/FuncTransf.c
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Vetores de números complexos

Execução na tela do console – tela de “help” resultante ao se digitar o nome do executável (FuncTransf.exe) 
com a linha de comando sem argumentos :

Execução na tela do console – linha de comando conforme especificada abaixo:

FuncTransf 120 410 777 0.1 2.5 12 tmp.txt

Resultado  na tela do console : Arquivo tmp.txt gerado na execução de FuncTransf.exe 
e aberto no aplicativo bloco de notas (notepad.exe) :
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Vetores de números complexos

Para validar os resultados da execução do programa FuncTransf.exe com o software MathCad vamos utilizar o script em 
https://www.fccdecastro.com.br/ZIP/TesteH(f).zip, conforme segue: 

https://www.fccdecastro.com.br/ZIP/TesteH(f).zip
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Vetores de números complexos

Dado que há conformidade tanto entre as partes reais como entre as partes imaginárias, 

considera-se que o código fonte FuncTransf.c está validado.
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Vetores de números complexos

Exemplo 2: O script MathCad em https://www.fccdecastro.com.br/ZIP/GeraEuler.zip mostrado a seguir gera Np = 12 

valores complexos a partir da expressão Eulern = Ae
j2π

n

Np, onde n = 0,1 ⋯ Np − 1 e A = 10.  Os valores complexos 
gerados são gravados no formato retangular no arquivo texto “euler.txt” de duas colunas numéricas {real imag}.

https://www.fccdecastro.com.br/ZIP/GeraEuler.zip
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Vetores de números complexos

Arquivo “euler.txt” gerado na execução do script “GeraEuler.xmcd” e aberto no aplicativo 
bloco de notas (notepad.exe) :
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Vetores de números complexos

Pede-se: Escreva o código fonte C para um programa que leia os valores complexos de um arquivo texto de duas colunas 
numéricas {real imag} cujo nome é especificado no argumento “InpFile” da linha de comando e, a seguir, imprima em 
formato polar {módulo, ângulo} na tela do console os valores complexos lidos. Teste e valide o programa com o arquivo 
“euler.txt” gerado pelo script MathCad referido no slide 38. O programa deve atender às especificações abaixo:

(a) Quando argc resultar diferente de 2 para a entrada de argumentos na linha de comando o programa imprime na tela do 
console um texto de “help” especificando e descrevendo o que faz o programa e quais são os argumentos da linha de 
comando (no caso, há somente um argumento da linha de comando “InpFile”, correspondendo a argv[1]).

(b) O programa determina automaticamente o numero de valores complexos armazenados no arquivo cujo nome é 
especificado no argumento da linha de comando “InpFile”. 

(c) O programa usa alocação dinâmica para alocar memória para o conjunto de valores complexos lidos de “InpFile”. 

(d) O programa testa a conformidade de cada número complexo lido de “InpFile”, e acusa erro de leitura quando o dado 
lido não corresponder a um numero complexo no formato retangular {real imag}.

Solução: O código fonte https://www.fccdecastro.com.br/CursoC&C++/C/LeCpxVec.c, listado no próximo side, é uma 
possível solução para o problema posto no enunciado acima.

https://www.fccdecastro.com.br/CursoC&C++/C/LeCpxVec.c
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Vetores de números complexos

Execução na tela do console – tela de “help” resultante ao se digitar o nome do executável (LeCpxVec.exe) 
com a linha de comando sem argumentos :

Execução na tela do console – linha de comando conforme especificada abaixo:

LeCpxVec euler.txt

Resultado  na tela do console :

Dado que há conformidade do módulo e do ângulo dos 

valores complexos impressos na tela do console (ao lado) 

com o módulo e o ângulo dos valores complexos gerados pelo 

script “GeraEuler.xmcd”  (slide 38), considera-se que o código 

fonte LeCpxVec.c está validado.
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Matrizes de números complexos

Matrizes de números complexos são usuais em processamento digital de sinais para sistemas de comunicações.

Por exemplo, abaixo é mostrado a matriz de símbolos IQ para a modulação digital 256-QAM (ver slide 22 de 
https://www.fccdecastro.com.br/pdf/SCD1_CapIV.pdf ) : 

https://www.fccdecastro.com.br/pdf/SCD1_CapIV.pdf
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Matrizes de números complexos

A matriz de símbolos IQ  no slide anterior define o denominado gráfico da constelação 256-QAM, conforme abaixo, em que 
cada ponto da constelação representa um símbolo I + 𝑗Q definido na matriz IQ no slide anterior. No caso da modulação 
256-QAM, cada  ponto da constelação representa uma palavra binária de 8 bits a ser transmitida pelo TX digital, conforme 
slide 22 de https://www.fccdecastro.com.br/pdf/SCD1_CapIV.pdf . 

https://www.fccdecastro.com.br/pdf/SCD1_CapIV.pdf


alvo 1

alvo 2

alvo 3

Clutter em
(Range = 0, Doppler = 0) 

Um outro uso de matrizes de números complexos é no processamento Range-Doppler de radares pulse-Doppler. Uma 
superfície de valores complexos Ψ 𝑅𝑎𝑛𝑔𝑒, 𝐷𝑜𝑝𝑝𝑙𝑒𝑟 denominada de função de ambiguidade, cujo módulo
Ψ(𝑅𝑎𝑛𝑔𝑒, 𝐷𝑜𝑝𝑝𝑙𝑒𝑟)  é denominado superfície ARD (Amplitude-Range-Doppler) conforme gráfico abaixo, é obtida da 

correlação no domínio tempo e no domínio frequência entre a sequência de valores I + 𝑗Q  do sinal do pulso emitido pelo 
TX do radar e a sequência de valores I + 𝑗Q do sinal recebido no RX do radar. A sequencia de valores I + 𝑗Q do sinal 
recebido no RX constitui uma superposição dos ecos de cada respectivo alvo, possibilitando identificar por correlação com o 
sinal do TX o atraso 𝜏 no tempo e o desvio Doppler 𝜐 do eco (ver  https://www.fccdecastro.com.br/pdf/ADA615308.pdf).

Matrizes de números complexos

Ψ(𝑅𝑎𝑛𝑔𝑒, 𝐷𝑜𝑝𝑝𝑙𝑒𝑟)

O atraso 𝜏 no tempo  e o desvio Doppler 𝜐 do eco determinam 
respectivamente a distância (Range) e a velocidade 𝑉 do alvo 
que gerou o eco através das equações: 

Range =
1

2
 𝑐𝜏

𝑉 =
𝑐 𝜐

𝑓𝑜

onde 𝑐 é a velocidade da luz e 𝑓𝑜  é 
a frequência do sinal do TX radar.
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O módulo Ψ 𝑅𝑎𝑛𝑔𝑒, 𝐷𝑜𝑝𝑝𝑙𝑒𝑟  da superfície de valores complexos, exemplificado no gráfico abaixo, apresenta picos para 
valores 𝑅𝑎𝑛𝑔𝑒𝑖 , 𝐷𝑜𝑝𝑝𝑙𝑒𝑟𝑖  em que há ocorrência de um alvo 𝑖. 𝐷𝑜𝑝𝑝𝑙𝑒𝑟𝑖= Τ𝑉𝑖 𝑐 𝑓𝑜 é o desvio Doppler do sinal do eco do 

𝑖-ésimo alvo em relação à frequência 𝑓𝑜  do sinal do TX, alvo que se move com velocidade 𝑉𝑖. 𝑅𝑎𝑛𝑔𝑒𝑖 =
1

2
 𝑐𝜏𝑖 é a distância 

do 𝑖-ésimo alvo, onde 𝜏𝑖  é o atraso do sinal do eco do 𝑖-ésimo alvo em relação ao sinal emitido pelo TX do radar. Para o caso 
de radar passivo, ver slides 38 a 41 de https://www.fccdecastro.com.br/pdf/TR_CapIII.pdf . 

Matrizes de números complexos

alvo 1

alvo 2

alvo 3

Ψ(𝑅𝑎𝑛𝑔𝑒, 𝐷𝑜𝑝𝑝𝑙𝑒𝑟)
Clutter em
(Range = 0, Doppler = 0) 

𝑅𝑎𝑛𝑔𝑒 =
1

2
𝑐𝑡

𝐷𝑜𝑝𝑝𝑙𝑒𝑟 = Τ𝑉 𝑐 𝑓𝑜 

𝑅𝑎𝑛𝑔𝑒 e 𝐷𝑜𝑝𝑝𝑙𝑒𝑟 dos alvos (coordenadas 
dos picos de Ψ 𝑅𝑎𝑛𝑔𝑒, 𝐷𝑜𝑝𝑝𝑙𝑒𝑟 ):

Doppler
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Matrizes de números complexos

Exemplo 3: O script MathCad em https://www.fccdecastro.com.br/ZIP/QAMmatrix.zip mostrado a seguir gera a matriz 
complexa de MxM  símbolos IQ da modulação digital M-QAM e grava no arquivo texto de nome armazenado na string 
'OutFile':
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Matrizes de números complexos

Pede-se: Escreva o código fonte C para um programa que lê uma matriz COMPLEX 2D do arquivo texto de entrada cujo 
nome é dado pelo argumento de linha de comando “InputMatrix”, armazena os valores lidos na matriz COMPLEX CMat 
alocada na memória heap, conjuga os elementos do CMat e escreve CMat conjugado no arquivo texto de saída cujo nome 
é dado pelo argumento da linha de comando “OutputMatrix”. Teste e valide o programa com o arquivo “IQ_256QAM.txt” 
gerado pelo script MathCad referido no slide 53. O programa deve atender às especificações abaixo:

(a) Quando argc resultar diferente de 3 para a entrada de argumentos na linha de comando o programa imprime na tela do 
console um texto de “help” especificando e descrevendo o que faz o programa e quais são os argumentos da linha de 
comando. No caso, os argumentos da linha de comando são “InputMatrix” correspondendo a argv[1], e “OutputMatrix” 
correspondendo a argv[2] .

(b) O programa determina automaticamente o numero de valores complexos armazenados no arquivo cujo nome é 
especificado no argumento da linha de comando “InputMatrix”. 

(c) O programa usa alocação dinâmica para alocar memória para o conjunto de valores complexos lidos de “InputMatrix”. 

(d) O programa testa a conformidade da matriz complexa  lida de “InputMatrix”, e acusa erro quando ocorrer qualquer tipo 
de inconformidade.

Solução: O código fonte https://www.fccdecastro.com.br/CursoC&C++/C/ConjCpxMat.C, listado no próximo slide, é uma 
possível solução para o problema posto no enunciado acima.

Linguagem C p/ processamento de sinais        Cap III.2 –  Matrizes de números complexos                                        Prof Fernando  DeCastro 58

https://www.fccdecastro.com.br/CursoC&C++/C/ConjCpxMat.C


Matrizes de números complexos

Linguagem C p/ processamento de sinais        Cap III.2 –  Matrizes de números complexos                                        Prof Fernando  DeCastro 59



Matrizes de números complexos

Linguagem C p/ processamento de sinais        Cap III.2 –  Matrizes de números complexos                                        Prof Fernando  DeCastro 60



Matrizes de números complexos

Linguagem C p/ processamento de sinais        Cap III.2 –  Matrizes de números complexos                                        Prof Fernando  DeCastro 61



Matrizes de números complexos

Linguagem C p/ processamento de sinais        Cap III.2 –  Matrizes de números complexos                                        Prof Fernando  DeCastro 62



Matrizes de números complexos

Linguagem C p/ processamento de sinais        Cap III.2 –  Matrizes de números complexos                                        Prof Fernando  DeCastro 63



Matrizes de números complexos

Linguagem C p/ processamento de sinais        Cap III.2 –  Matrizes de números complexos                                        Prof Fernando  DeCastro 64



Matrizes de números complexos

Linguagem C p/ processamento de sinais        Cap III.2 –  Matrizes de números complexos                                        Prof Fernando  DeCastro 65



Matrizes de números complexos

Linguagem C p/ processamento de sinais        Cap III.2 –  Matrizes de números complexos                                        Prof Fernando  DeCastro 66



Matrizes de números complexos

Linguagem C p/ processamento de sinais        Cap III.2 –  Matrizes de números complexos                                        Prof Fernando  DeCastro 67



Matrizes de números complexos

Linguagem C p/ processamento de sinais        Cap III.2 –  Matrizes de números complexos                                        Prof Fernando  DeCastro 68



Matrizes de números complexos

Linguagem C p/ processamento de sinais        Cap III.2 –  Matrizes de números complexos                                        Prof Fernando  DeCastro 69



Matrizes de números complexos

Linguagem C p/ processamento de sinais        Cap III.2 –  Matrizes de números complexos                                        Prof Fernando  DeCastro 70



Matrizes de números complexos

Linguagem C p/ processamento de sinais        Cap III.2 –  Matrizes de números complexos                                        Prof Fernando  DeCastro 71



Matrizes de números complexos

Linguagem C p/ processamento de sinais        Cap III.2 –  Matrizes de números complexos                                        Prof Fernando  DeCastro 72



Matrizes de números complexos

Linguagem C p/ processamento de sinais        Cap III.2 –  Matrizes de números complexos                                        Prof Fernando  DeCastro 73



Matrizes de números complexos

Linguagem C p/ processamento de sinais        Cap III.2 –  Matrizes de números complexos                                        Prof Fernando  DeCastro 74



Matrizes de números complexos

Para validar os resultados da execução do programa ConjCpxMat.exe com o software MathCad vamos utilizar o script 
em https://www.fccdecastro.com.br/ZIP/TestaConjCpxMat.zip, conforme mostrado no próximo slide. 

Execução na tela do console – tela de “help” resultante ao se digitar o nome do executável (ConjCpxMat.exe) 
com a linha de comando sem argumentos :

Execução na tela do console – linha de comando conforme especificada abaixo:

ConjCpxMat IQ_256QAM.txt ConjIQ_256QAM.txt
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A Figura 1 abaixo mostra o diagrama de blocos simplificado de um sistema de comunicação sem fio que utiliza modulação 
digital 16-QAM.  O transmissor (TX) converte a informação nas palavras binárias do bit stream de entrada em um stream de 
números complexos I+jQ denominado de IQ stream. O IQ stream é obtido a partir do bit stream de entrada através da 
operação de mapeamento mostrada na Figura 2, operação que é realizada no mapper do TX. O IQ stream é então enviado 
através do canal de transmissão, i.e, através do espaço entra a antena do TX e a antena do RX. O RX recebe o IQ stream 
I’+jQ’ do canal de transmissão e, idealmente, recupera o bit stream original através da operação de mapeamento inverso 
mostrada na Figura 2, operação que é realizada no de-mapper do RX. Detalhes do processo de modulação e demodulação 
digital podem ser encontrados nos slides 2 a 20  de https://www.fccdecastro.com.br/pdf/SCD1_CapIV.pdf .

Ocorre que todo canal de transmissão, em particular o canal sem fio, degrada a inteligibilidade do IQ stream que por ele 
trafega em função das múltiplas reflexões da onda eletromagnética (EM) que transporta o IQ stream. Esta degradação por 
múltiplas reflexões da onda EM é denominada de multipath (multipercurso). O multipath dá origem à múltiplos ecos no IQ 
stream recebido no RX, degradando sua inteligibilidade (ver https://www.fccdecastro.com.br/pdf/SCD2_Cap%20II.pdf ).

Figura 1

Figura 2

up-
sampler

down-
sampler

I

Q

I’

Q’

Estes ecos se fazem presentes na 
resposta ao impulso do canal de 
transmissão, cada eco 
constituindo um impulso na 
resposta discreta ao impulso do 
canal, conforme veremos no 
próximo slide. 

Linguagem C p/ processamento de sinais                                         Cap III.3 –  Aplicações                          Prof Fernando  DeCastro 80

Convolução entre duas sequências de valores complexos

https://www.fccdecastro.com.br/pdf/SCD1_CapIV.pdf
https://www.fccdecastro.com.br/pdf/SCD2_Cap%20II.pdf


Por exemplo, as figuras 3 e 4 abaixo mostram respectivamente os plots do módulo e  fase da CIR (channel impulse response) 
discreta do canal de microondas “chan 13”, disponível em http://spib.linse.ufsc.br/microwave.html. O arquivo 
“chan13.mat” disponível no referido link foi convertido no Matlab para o arquivo texto chan13.txt e foi plotado usando o 
script MathCad “Microwave CIR.xmcd”. O arquivos  “chan13.txt” e “Microwave CIR.xmcd” estão disponíveis em 
https://www.fccdecastro.com.br/ZIP/CpxConv.zip .

Figura 3

Figura 4

Note na Figura 3 que o channel cursor (cursor do canal = eco de maior amplitude) tem uma amplitude de 0.995 e ocorre no 
índice 𝑛 = 45. Note que antes e depois do channel cursor em 𝑛 = 45 ocorrem pré-ecos e pós-ecos de amplitude menor, 
característica que é típica de cenários de multipath urbano.

Consideremos, então, que o sistema 16-QAM descrito pelas figuras 1 e 2 transmite o IQ stream mostrado nas figuras 5 e 6 
do próximo slide e cuja constelação de símbolos IQ correspondentes é mostrado na Figura  7.

channel cursor de magnitude 0.995 em 𝑛 = 45.
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As figuras 5,6 e 7 abaixo são plotadas a partir do arquivo “IQstream.txt” que define a sequência de símbolos IQ transmitidos 
pelo TX e a partir do script MathCad “IQ StreamOut.xmcd”, ambos disponíveis em 
https://www.fccdecastro.com.br/ZIP/CpxConv.zip .

Figura 5

Figura 6

Figura 7 Da Figura 1 no slide 80 observa-se que o stream de símbolos IQ na saída 
do canal é o stream de símbolos IQ recebido pelo RX. Este stream de 
símbolos IQ recebido pelo RX, que denominaremos IQStreamOut, é 
resultante da convolução entre o stream de símbolos  IQStream 
transmitido pelo TX e o channel impulse response CIR (ver slides 22 a 49  
de https://www.fccdecastro.com.br/pdf/SS_Aula5&6_26032020.pdf )   
para relembrar o conceito de convolução). O sinal IQStreamOut é 
mostrado nas figuras 8 e 9 do próximo slide e cuja constelação de 
símbolos IQ correspondentes é mostrado na Figura  10.
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As figuras 8,9 e 10 abaixo são plotadas a partir do script MathCad “IQ StreamOut.xmcd”, disponível em 
https://www.fccdecastro.com.br/ZIP/CpxConv.zip . 

Figura 8

Figura 9

Figura 10
Comparando as figuras 7 e 10 se observa que a inteligibilidade 
da constelação do sinal recebido no RX (IQStreamOut) foi 
totalmente degradada pelo multipath do canal, não mantendo 
qualquer relação de semelhança com a constelação de símbolos 
IQ transmitida pelo TX (IQStream). Portanto, o de-mapper do RX 
efetuará inúmeras decisões erradas e o resultado será um 
grande número de palavras binárias de-mapeadas 
erroneamente, aumentando significativamente a BER (bit error 
rate – taxa de erro de bits) no bit stream de saída do de-
mapper.
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Homework - no contexto do que foi discutido nos slides anteriores, pede-se: 

(a)  Compile no compilador DevC++ e gere o executável  do código fonte C “CpxConv_R1.c”, disponível em em 
https://www.fccdecastro.com.br/ZIP/CpxConv.zip. O referido código fonte efetua a convolução entre duas sequências 
complexas e é baseado na seção 4.6 “Complex Filters” na página 255 da referência [1] no slide 9 do Cap III.1. Os argumentos 
da linha de comando do executável cpxconv.exe gerado são conforme abaixo:

D:\C_DSP\CpxConv>cpxconv

ComplexConvolution: InputSignal1_File InputSignal2_File OutputSignal_File

Note: Usually InputSignal1_File stores a complex signal to be filtered
      and InputSignal2_File stores the impulse response (coefficients)
      of a complex FIR filter. OutputSignal_File stores the filtered signal.
      Denoting #{.} as the number_of_samples operator, we have:
      #{OutputSignal}=#{InputSignal1}+#{InputSignal1}-1

(b)  Utilize o executável cpxconv.exe para efetuar a convolução entre a CIR definida no arquivo “chan13.txt” e a sequência 
de símbolos IQ transmitida pelo TX 16-QAM definida no arquivo “IQstream.txt”. Gravar o resultado da convolução no 
arquivo “Out.txt”.

(c)  Modifique e adicione os comandos necessários no  script MathCad “IQ StreamOut.xmcd” de modo que o mesmo leia o 
arquivo “Out.txt” obtido em (b).  Neste mesmo script MathCad modificado,  plote e compare graficamente as partes real e 
imaginária das duas sequências de amostras resultantes da convolução complexa – a sequência complexa IQStreamOut 
resultante da função convol() nativa do MathCad e a sequência complexa armazenada em “Out.txt” (já lida), que é 
resultante do executável cpxconv.exe. Verifique e valide a consistência dos resultados plotando em um gráfico a diferença 
entre a parte real das duas sequências e plotando em outro gráfico a diferença entre a parte imaginária das duas 
sequências. Para efeito de validação, a diferença deve resultar pequena, conforme a seguir exemplificado:
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(d) Modifique e adicione os comandos necessários ao código fonte C “CpxConv_R1.c” de modo que, após a compilação no 
DevC++, o novo e modificado executável cpxconv.exe identifique a magnitude (=amplitude) e o índice do channel cursor na 
CIR (ver slide 3), bem como identifique a máxima magnitude e o respectivo índice de ocorrência da máxima magnitude nas 
outras duas sequências complexas.   Para tanto, conceber e codificar em C uma função com o seguinte protótipo:

/***************************************************************************

* FUNC:  float MaxOfCpxVecAtIndex(COMPLEX *Vec, unsigned VecSize, unsigned *IndexOfMax)

*

* DESC:  Return the maximum magnitude value in COMPLEX vector Vec and its index.

****************************************************************************/

float MaxOfCpxVecAtIndex(COMPLEX *Vec, unsigned VecSize, unsigned *IndexOfMax)

O resultado ao rodar o novo e modificado executável cpxconv.exe no command prompt do Windows deve ser conforme 
abaixo para o exemplo em questão:

D:\C_DSP\CpxConv> cpxconv chan13.txt IQstream.txt Out.txt
Max magnitude of chan13.txt is 0.995 at index 45.
Max magnitude of IQstream.txt is 4.243 at index 9.
Max magnitude of Out.txt is 9.216 at index 499.
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FFT - Fast Fourier Transform

O espectro de um sinal 𝒙(𝒕) que varia no tempo 𝒕 é a representação matemática definida por uma função 𝑿(𝒇) de valor 
complexo, cujo módulo 𝑿(𝒇)  expressa a magnitude (= intensidade) com que um particular sinal de frequência 𝒇 
“influencia” na variação no tempo do sinal 𝑥 𝑡  e cujo ângulo ∠𝑿(𝒇) expressa o deslocamento no tempo dentro do período 
𝑇 = 1/𝑓 com que o sinal de frequência 𝑓 “influencia” a variação no tempo do sinal 𝑥 𝑡  , conforme exemplificado nos 
gráficos abaixo. Note que esta é uma interpretação informal. Note também que os 3 picos de maior magnitude no gráfico 
de 𝑋(𝑓)  abaixo indicam que o sinal 𝑥 𝑡  é composto por 3 frequências de “maior influência”.

Em uma interpretação mais específica e menos informal, o gráfico de 𝑋(𝑓)  poderia expressar, por exemplo, a tela de um 
analisador de espectro quando o sinal 𝑥(𝑡) aplicado à sua porta de entrada é originado por uma antena receptora. Nesta 
situação, os picos em 𝑋(𝑓)  representam as frequências de maior amplitude do sinal 𝑥(𝑡) captado pela antena, indicando 
que há 3 transmissores de rádio transmitindo nestas 3 respectivas frequências (ver slides 32 a 45 
https://www.fccdecastro.com.br/pdf/SS_Aula2_12032020.pdf ).

Magnitude do espectro de 𝒙(𝒕) 

Fase (ângulo) do espectro de 𝒙(𝒕) 

https://www.fccdecastro.com.br/pdf/SS_Aula2_12032020.pdf
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Há diversas maneiras de determinar o espectro 𝑋(𝑓) de um sinal 𝑥(𝑡). Uma maneira usual em processamento de sinais é 
usar a FFT (Fast Fourier Transform), que é a implementação em forma de árvore binária da DFT (Discrete Fourier Transform) 
– ver https://www.fccdecastro.com.br/pdf/SS_aula27a29_06072020.pdf . Assim como a DFT, a FFT é representada por um 
operador da forma 𝑋 𝑓 = FFT{𝑥(𝑡)}, operador que retorna o espectro 𝑋(𝑓) do argumento 𝑥(𝑡), onde 𝑥(𝑡) é um sinal do 
domínio tempo.

Por exemplo, o grafo de fluxo de sinal (https://en.wikipedia.org/wiki/Signal-flow_graph) abaixo mostra a operação 𝑋(𝑓𝑘)=
FFT{𝑥(𝑡𝑘)} para 𝑘 = 0,1 ⋯ 𝑁 − 1 e 𝑁 = 8.

A transmitância 𝑊𝑁
𝑘 nos ramos do grafo é 

dada por 𝑊𝑁
𝑘 = 𝑒−𝑗

2𝜋

𝑁
𝑘 . Ramos sem 

indicação de transmitância significam ramos 
com transmitância 1. Sinais que chegam em 
um nó do grafo são somados no nó e 
transmitidos adiante na(s) saída(s) do nó.

A frequência 𝑓𝑠  é a frequência de 
amostragem do conversor A/D que 
previamente converteu o sinal 𝑥(𝑡)  no 
domínio tempo contínuo 𝑡 no sinal 𝑥(𝑡𝑘) 
no domínio tempo discreto 𝑡𝑘.

𝑥[𝑘] = 𝑥(𝑡𝑘)  (sinal amostrado no 

domínio tempo discreto 𝑡𝑘)
A operação 𝑋(𝑓𝑘) = FFT{𝑥(𝑡𝑘)} converte 
o sinal 𝑥[𝑘] = 𝑥(𝑡𝑘) com 𝑁 = 8 amostras 
no domínio tempo discreto 𝑡𝑘 = Τ𝑘 𝑓𝑠 no 
seu espectro X[𝑘] = 𝑋(𝑓𝑘 ) com mesmo 
número de amostras 𝑁  no domínio 
frequência discreta 𝑓𝑘 = 𝑘

𝑁
𝑓𝑠. 

X[𝑘] = 𝑋(𝑓𝑘) (espectro  amostrado no  
domínio frequência discreta 𝑓𝑘) 

https://www.fccdecastro.com.br/pdf/SS_aula27a29_06072020.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Signal-flow_graph
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O código fonte https://www.fccdecastro.com.br/CursoC&C++/C/cfft_di.c implementa a FFT direta e inversa (IFFT) de 
sequências de valores complexos, i.e, o programa implementa 𝑋(𝑓𝑘)= FFT{𝑥(𝑡𝑘)} e implementa 𝑥(𝑡𝑘) = IFFT{𝑋(𝑓𝑘)}, onde 
𝑥(𝑡𝑘) é uma sequência de valores complexos.

O "Help" da linha de comando de cfft_di.exe é conforme abaixo: 

cfft_di: InpSignal_File OutSignal_File Mode[d/i]
Note: Mode='d' -> FFT, Mode='i' -> IFFT

No modo ‘d’ cfft_di.exe implementa 𝑋(𝑓𝑘)= FFT{𝑥(𝑡𝑘)}, onde a sequência de entrada 𝑥(𝑡𝑘) está armazenada no arquivo de 
nome especificado pelo argumento ‘InpSignal_File’ e a sequência do espectro 𝑋(𝑓𝑘) resultante da operação é armazenada 
no arquivo de nome especificado pelo argumento ‘OutSignal_File’.

No modo ‘i’ cfft_di.exe implementa 𝑥(𝑡𝑘) = IFFT{𝑋(𝑓𝑘)}, onde a sequência de entrada referente ao espectro 𝑋(𝑓𝑘) está 
armazenada no arquivo de nome especificado pelo argumento ‘InpSignal_File’ e a sequência do sinal 𝑥(𝑡𝑘) recuperado no 
tempo através da operação inversa é armazenada no arquivo de nome especificado pelo argumento ‘OutSignal_File’.

Os arquivos de nomes especificados pelos argumentos ‘InpSignal_File’ e ‘OutSignal_File’ são ambos arquivos texto de 2 
colunas numéricas, cada coluna respectivamente representando a parte real e a parte imaginária da amostra de valor 
complexo referenciada em cada linha do arquivo. Cada linha do arquivo representa, portanto,  o valor da respectiva amostra 
complexa na sequência de amostras complexas armazenada no arquivo.

Para efeito de verificar a conformidade dos resultados da execução do programa cfft_di.exe vamos utilizar o script MathCad 
em https://www.fccdecastro.com.br/ZIP/TestaCpxFFT.zip, conforme mostrado nos próximos slides. 

https://www.fccdecastro.com.br/CursoC&C++/C/cfft_di.c
https://www.fccdecastro.com.br/ZIP/TestaCpxFFT.zip
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FFT - Fast Fourier Transform

Dado que, a menos do fator de escala N,  há conformidade do módulo do espectro |Xk| determinado neste 

script com o módulo do espectro |_Xk| determinado através de cfft_di.exe no modo ‘d’, considera-se que 

cfft_di.exe está validado para este modo quanto à magnitude do espectro.
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FFT - Fast Fourier Transform

Dado que, a menos de uma inversão de sinal,  há conformidade do ângulo do espectro arg(Xk) determinado neste 
script com o ângulo do espectro −arg(_Xk) determinado através de cfft_di.exe no modo ‘d’, considera-se que cfft_di.exe 
está validado para este modo quanto ao ângulo do espectro.

A discrepância de valores em fk = 0.375 MHz e em fk = 2.675 MHz (setas amarelas no gráfico acima) são esperadas 
dados que estamos usando variáveis float para o cálculo da FFT em cfft_di.c enquanto o MathCad utiliza variáveis do 
tipo double. 
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FFT - Fast Fourier Transform

Dado que há conformidade das partes real e imaginária entre o sinal original xk gerado neste script 

e o sinal _xck recuperado no tempo através de cfft_di.exe no modo 'i’, considera-se que cfft_di.exe 

está validado para este modo.
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