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Resumo

Esta tese apresenta uma nova técnica de predição não-linear de séries temporais

através de redes neurais artificiais do tipo Radial Basis Function, com atribuição dos

centros Gaussianos das funções de base radial por decomposição do espaço de dados em

sub-espaços. A decomposição em sub-espaços − ou decomposição em componentes

principais − é baseada na Transformada Karhunen-Loève. A predição obtida através da

parametrização da rede neural via decomposição em sub-espaços resulta em um menor erro

de predição e requer o conhecimento de um menor número de amostras prévias do que as

técnicas de predição convencionais. Adicionalmente é apresentada uma possível solução

para o problema de adaptar dinamicamente a arquitetura da rede neural às não-

estacionariedades presentes em muitas séries temporais.

Abstract

This thesis proposes a new technique for non-linear time series forecasting based

upon Radial Basis Function Neural Networks and the Karhunen-Loève Transform. A

significant performance improvement is obtained with the novel technique in comparison

with usual prediction methods. By obtaining the neural network centers from the data set

sub-spaces − or data set principal components − the new method yields lower prediction

error and requires less previous known samples than the usual technique that applies the

own training set vectors to the centers. Additionally we present a possible solution to the

problem of dynamically adapting the neural network architecture to the time-varying series

statistics.
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Capítulo 1

Introdução

      “ ... Gurnemanz estava sentado na cadeira real, olhando para o cálice no

centro da mesa. A delicada irradiação que emanava do cálice atuava sobre ele

como bálsamo, devolvendo-lhe, ao mesmo tempo, sua tranqüilidade inabalável.

A tristeza que sentira nos últimos dias havia-o oprimido pesadamente ...

Olhando para os druídas que se haviam sentado na grande mesa redonda, a

falta dos cinco, de repente era-lhe indiferente, pois lembrou-se de como eram,

no fundo, insignificantes e secundários os seres humanos ... Tinham, aliás, seu

destino nas próprias mãos, podiam organizar sua vida como bem entendessem,

escolhendo a direção de seus caminhos, não obstante não eram livres, pois sua

vida futura estava ligada às decisões tomadas por eles no presente.

       - Nós todos juramos, outrora, fidelidade ao nosso Senhor e Rei de todos os

espíritos, Parsefal! Começou Gurnemanz. Através desse juramento estamos

ligados com a fonte de Luz que irradia dele. Sabeis que finas irradiações partem

de cima até nós, embaixo. Podemos chamá-las, também, de caminhos. Todas as

revelações, até agora, puderam vir por esses caminhos, através de espíritos

superiores, até nós. Também a profecia chegou por esses caminhos e agora nos

foi dado conhecer a data em que o cataclismo do nosso país se tornará

realidade! Nossa melhor proteção jaz no saber do que virá!...”

(Gurnemanz, sábio mentor espiritual do reino de

Atlântida, reunido com os druídas no salão real - extraído de

"Atlântida! Princípio e Fim da Grande Tragédia", de Roselis von

Sass.)
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Apesar de distantes dos sábios druídas, em muitas situações ainda reconhecemos

como verdade que "nossa melhor proteção jaz no saber do que virá". Imensamente menos

afortunados que os atlantes, para nos beneficiarmos do saber do futuro, precisamos contar

com nossa capacidade lógica para inferir e extrapolar modelos a partir da observação, no

passado e no presente, dos diversos processos de nosso interesse (pelo menos até que nossa

intuição nos permita voltar a ter acesso a métodos hoje esquecidos, como aqueles adotados

com naturalidade pelos sábios druídas...).

A predição de séries temporais é um estudo de extrema relevância, já que exemplos

de séries temporais são abundantemente encontrados na natureza (em campos tais como

geofísica, astrofísica e meteorologia), nas ciências sociais (em campos como a demografia),

nas ciências médicas (em estudos de processos fisiológicos involuntários), nas ciências

econômicas (no acompanhamento das taxas de câmbio de moedas e mercado de ações) e

nas diversas engenharias (em tratamento e transmissão de sinais, sistemas dinâmicos, etc.),

entre muitos outros.

Dentro de um contexto histórico, desde o começo deste século são conhecidos

métodos matemáticos empregados para a predição de séries temporais (devo referir-me

aqui ao século XX, pois encontro-me na rara situação de estar escrevendo esta tese no final

do século XX, enquanto que o leitor estará, provavelmente, lendo-a já no século XXI).

Até 1920, a predição de séries temporais era feita simplesmente extrapolando os

dados através de um ajuste global no domínio tempo. O começo da moderna predição de

séries é atribuído a 1926, quando a técnica auto-regressiva foi proposta por Yule [3][54].  O

intento de Yule era prever o número anual de manchas solares. A técnica de predição usada

por Yule consistia em determinar o valor a ser predito através de uma soma ponderada das

observações prévias da série. Uma operação puramente linear.

Nos cinqüenta anos seguintes tais modelos lineares, acrescidos de ruído, foram

objeto de pesquisas. Ao redor de 1980, com o advento dos grandes computadores e do

estudo de redes neurais artificiais, puderam ser estudadas séries mais longas e aplicados a

estas, um universo de modelos mais complexos. Assim, com o auxílio das técnicas de redes
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neurais artificiais foi possível explorar, de forma adaptativa, grandes conjuntos de dados. E,

a partir das relações extraídas dos dados, inferir o processo gerador [3][7].

As técnicas anteriores consistiam em procurar dentro de um universo limitado de

modelos, aqueles que melhor representassem os processos geradores das séries (uma boa

análise estatística requer assumir uma certa forma para os dados e testar sua validade,

repetidas vezes, até que a forma correta seja encontrada – uma tarefa custosa e muitas vezes

nem mesmo realizável).

As redes neurais artificiais têm a capacidade de aprender padrões subjacentes

presentes nos conjuntos de dados, apresentando melhor desempenho que os métodos

estatísticos tradicionais quando o processo regente dos dados é desconhecido, não-linear

e/ou não-estacionário − como o são a maior parte dos processos encontrados no mundo

real.  Por isso, representam uma grande contribuição ao estudo das séries temporais

resultantes de tais processos [51].

A análise de séries temporais sempre foi uma pesquisa multi-disciplinar. Apesar de

partilharem da inspiração científica de construir modelos a partir de observações e, não

obstante os avanços alcançados após 1980, os pesquisadores das diversas áreas sempre

encontraram dificuldade em sintetizar os progressos obtidos e até mesmo em reunir uma

bibliografia comum a todos [3].

Em 1990, um novo impulso foi dado à pesquisa no âmbito da predição de séries

temporais, através de uma estranha idéia. Neil Gershenfeld (pesquisador do MIT Media

Laboratory) e Andrea Weigend (pesquisador da University of Colorado e da Xerox PARC)

naquela ocasião cursavam juntos o programa Complex Systems Summer School do Santa Fe

Institute1.1 [3]. As pesquisas de Gershenfeld e Weigend envolviam temas que suscitavam a

análise de séries temporais. Os dois pesquisadores esbarraram em grande dificuldade ao

procurar literatura consistente, na qual fossem compiladas as técnicas utilizadas nas

diversas áreas do conhecimento envolvidas na análise de séries temporais. E, mesmo dentre
                                                          
1.1 O Santa Fe Institute é uma instituição de ensino e pesquisa multi-disciplinar, a nível de pós-graduação,
formada para estimular a pesquisa em sistemas complexos. É uma instituição privada e independente, fundada
em 1984. O Santa Fe Institute está localizado em Santa Fe, New Mexico, USA.
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a escassa literatura encontrada, ficaram surpresos com o pequeno esforço demonstrado em

explicar como as técnicas conhecidas se relacionavam a outras ou entre si, e qual a

confiabilidade de tais técnicas. Instigados por estas dificuldades, Gershenfeld e Weigend

decidiram desafiar a comunidade científica propondo uma competição.

A idéia, aparentemente pouco científica, tinha o claro intuito de tentar entender e

organizar questões pertinentes à análise de séries temporais e difundir novas técnicas para

além dos domínios restritos da área do conhecimento específica, dentro da qual evoluíram.

Gershenfeld e Weigend pretendiam também que as séries adotadas na disputa se tornassem

benchmarks para avaliação de futuros resultados de novas pesquisas.

Para surpresa dos dois pesquisadores, a idéia foi bem recebida pela comunidade

científica. A competição foi patrocinada pelo Santa Fe Institute e contou com um grupo de

consultores, representativo da maior parte das disciplinas relevantes envolvidas com análise

de séries temporais. Os consultores foram escolhidos entre pesquisadores das áreas de

biologia, economia, física pura, física experimental, astrofísica, análise numérica, estatística

e sistemas dinâmicos.

Na primavera de 1992 foi realizado um encontro para explorar os resultados da

competição. O NATO Advanced Research Workshop1.2 objetivou reunir os participantes do

desafio, membros dos grupos que coletaram dados, consultores e demais interessados.

O livro Time Series Prediction: Forecasting the Future and Understanding the

Past, referenciado em [3], compila alguns dos interessantes trabalhos apresentados à

competição. Como pode ser constatado em [3], o maior interesse demonstrado pelos grupos

participantes da competição foi em predição de séries temporais e a maior parte da

discussão, centrada em modelos não-lineares. O número dominante de contribuições e

também as melhores predições foram devidas aos métodos coneccionistas, conhecidos

como redes neurais artificiais [3].

Na verdade, o assunto predição de séries temporais sempre ocupou o interesse dos

pesquisadores em redes neurais artificiais. Em 1964, Hu aplicou a rede linear adaptativa de

                                                          
1.2 NATO Advanced Research Workshop - evento patrocinado pela OTAN através do NATO Science and Technology.
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Widrow a estudos de previsão climática. Em 1987, Lapedes e Farber treinaram uma rede

neural não-linear para emular a relação entre pontos sucessivos para séries temporais

geradas computacionalmente e Weigend, Huberman e Rumelhart (1990, 1992)

desenvolveram redes de complexidade adequada para séries temporais observadas, colhidas

no mundo real [3][7].

Em nossas pesquisas em Telecomunicações, assim como Gershenfeld e Weigend,

deparamo-nos repetidamente com a necessidade de um aprofundamento na análise de séries

temporais, principalmente no estudo de métodos robustos para predição de séries

temporais.

Trabalhávamos em um projeto conjunto do Departamento de Comunicações da

Faculdade  de  Engenharia  Elétrica  e  Computação da Universidade Estadual de Campinas

(UNICAMP) com o Centro de Pesquisas e Desenvolvimento da Telebrás (CPqD). O

projeto tinha por objetivo desenvolver um controlador de taxa de bits para um codificador

MPEG, baseado em predição não-linear, através de redes neurais artificiais. A taxa de bits

predita na saída da rede neural artificial era, então, aplicada a um mapeamento não-linear

para determinar o passo de quantização do codificador de vídeo [21][33] .

Na pesquisa bibliográfica realizada na ocasião, encontramos os resultados da

competição proposta por Gershenfeld e Weigend. Da mesma forma que muitos, nos

sentimos instigados a “participar da competição” – o que nos conduziu à concepção de uma

nova heurística de predição.

Esta tese apresenta a nova técnica de predição não-linear de séries temporais em que

a predição é obtida através de redes neurais artificiais do tipo Radial Basis Function (RBF),

com atribuição dos centros Gaussianos das funções de base radial por decomposição do

conjunto de dados em sub-espaços, técnica que denominamos atribuição de centros por

Decomposição em Sub-Espaços (DSE). A decomposição em sub-espaços − ou

componentes principais − do espaço de dados é baseada na Transformada Karhunen-Loève

(KLT). A predição obtida através da parametrização da rede RBF via DSE resulta em um

menor erro de predição e requer menos amostras prévias conhecidas do que as técnicas

convencionais [32]. Adicionalmente é apresentada uma possível solução para o problema
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de encontrar dinamicamente a arquitetura da rede neural mais apta a acompanhar as

não-estacionariedades presentes em muitas séries temporais, heurística que denominamos

Janela de Predição Seletiva (JPS).

O Capítulo 2 caracteriza as séries temporais que serão utilizadas como exemplos

ilustrativos das técnicas apresentadas ao longo de toda a tese. No Capítulo 3 é descrito o

problema da predição linear, a motivação para considerar técnicas de predição não-linear e

o critério convencionado para avaliação da performance da predição. O Capítulo 4 descreve

como é realizada a predição de séries temporais através de redes neurais artificiais do tipo

RBF – aborda as redes neurais artificiais RBF propriamente ditas no contexto de

aproximação de funções e redes RBF vistas como filtros preditivos não-lineares, utilizadas

nas técnicas convencionais de predição. O Capítulo 5 apresenta a nova técnica de predição

por DSE.  No Capítulo 6 é descrita a heurística JPS.  O Capítulo 7 apresenta comentários e

conclusões e, na seqüência, são apresentadas as Referências Bibliográficas e os Apêndices.
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Capítulo 2

Caracterização das Séries Temporais
Utilizadas nesta Tese

Neste capítulo são descritas as séries temporais que serão utilizadas ao longo desta

tese. Para cada série temporal é apresentada uma descrição do conjunto de dados que a

originou e a motivação em adotá-la como exemplo. O título de cada seção refere-se ao

mnemônico que designa a respectiva série.

As séries apresentadas provêm de eventos do mundo real e, seguindo os critérios

propostos por Gershenfeld e Weigend [3], procurou-se utilizar um conjunto de séries que,

por suas características, representem o núcleo do problema de análise de séries temporais

que emerge de várias áreas do conhecimento.

O conjunto de séries utilizadas compreende três séries provenientes da  Santa  Fe

Competition descrita no livro Time Series Prediction: Forecasting  the  Future

and Understanding the Past , referenciado em [3], e encontradas em

http://www.stern.nyu.edu/~aweigend/TimeSeries/SantaFe.html [29]; uma série proveniente

do pioneiro trabalho de Rumelhart et al. referenciado em [4], obtida de

ftp://ftp.santafe.edu/pub/Time-Series [24]; cinco séries provenientes do mercado de ações

brasileiro encontradas em http://www.nettrade.com.br/ [28] e uma série proveniente do

volume de tráfego de dados em uma LAN (Local Area Network) Ethernet, descrita por

Leland, Taqqu, Willinger e Wilson em [57] e por Leland e Wilson em [56], e obtida de

[27].
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2.1 Série Sunspots

Descrição : Cada um dos 280 pontos que constituem esta série corresponde ao número
normalizado da ocorrência anual de manchas solares, no período de 1700 a
1979. A representação gráfica da série é mostrada na Figura 2.1.

Fonte: Origem, normalização e definição de regiões de teste e treinamento descritas por
Weigend, Huberman e Rumelhart em [4], série obtida de [24].

Motivação: Esta série é clássica no contexto de predição, tendo sido historicamente uma
das primeiras séries temporais estudadas.

Figura 2.1: Representação gráfica da série Sunspots. Ordenada: Número
normalizado da ocorrência anual de manchas solares. Abscissa: Índice da
observação.
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2.2 Série Chaotic_LASER

Descrição : Os 1000 pontos que constituem esta série correspondem à intensidade de um
Far-Infrared-LASER em estado caótico. A série foi obtida por Udo Huebner
do Phys.-Techn. Bundesanstalt, Braunschweig, Germany.  As medidas foram
feitas a partir de um LASER NH3 não-pulsado [55]. A representação gráfica
da série é mostrada na Figura 2.2.

Fonte: Série descrita  por Weigend e Gershenfeld em [3] e obtida de [29].

Motivação: Esta série é um típico exemplo de séries que resultam de um fenômeno físico
de comportamento complicado, porém bem representado pela série temporal
que descreve uma de suas variáveis, no caso, a intensidade.

Figura 2.2: Representação gráfica da série Chaotic_LASER. Ordenada:
Intensidade de um Far-Infrared-LASER em estado caótico. Abscissa: Índice da
medição.
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2.3 Série Starlight

Descrição : Esta série provém da observação da curva de intensidade luminosa ( )tI  da
estrela anã-branca  PG1159-035 durante o mês de Março de 1989, com um
intervalo de s10  entre observações consecutivas. ( )tI  foi dividida em 17
intervalos, e a série Starlight , composta por  2605 amostras, corresponde ao
intervalo 11 desta curva. A curva ( )tI  da estrela PG1159-035 foi obtida pelo
Whole Earth Telescope e foi disponibilizada por J. Dixson e D. Winget do
McDonald Observatory of the University of Texas at Austin. A representação
gráfica da série é mostrada na Figura 2.3.

Fonte:  Série descrita  por Weigend e Gershenfeld em [3] e obtida de [29].

Motivação: Esta série é um típico exemplo de séries que resultam de um fenômeno físico
oscilatório superposto a ruído inerente ao processo de observação – ao longo do
mês de observação a absorção de luz pela atmosfera varia significativamente e
de maneira aleatória.

Figura 2.3: Representação gráfica da série Starlight. Ordenada: Intensidade
luminosa ( )tI  da estrela anã-branca PG1159-035. Abscissa: Índice da
observação.
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2.4 Série Dollar2Franc

Descrição : Cada um dos 3000 pontos desta série corresponde ao valor da taxa de câmbio
US$ / Franco Suíço constante no respectivo boletim informativo emitido pelo
Union Bank of Switzerland de 7 de agosto 1990 – 2h21min16s até 22 de agosto
de 1990 – 9h47min08s,  ambos horários contados a partir da abertura das
transações do respectivo dia. A representação gráfica da série é mostrada na
Figura 2.4.

Fonte:  Série descrita  por Weigend e Gershenfeld em [3] e obtida de [27].

Motivação: Predizer taxas de câmbio é um problema clássico de grande interesse
acadêmico e financeiro. Especialmente na atual conjuntura econômica
mundial em que o capital especulativo transformou-se no senhor do destino de
nosso triste mundo globalizado.

Figura 2.4:  Representação  gráfica  da  série  Dollar2Franc. Ordenada: Taxa
de  câmbio US$ / Franco Suíço. Abscissa: Índice da cotação.
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2.5 Série Bellco

Descrição : Os 1000 pontos desta série correspondem à média das 1000 amostras de cada
um dos 1000 intervalos da série de 1.000.000 de amostras que representa o
monitoramento por 122.797,83 segundos ( ≈  35 horas) do número de pacotes
Ethernet externos que chegam à rede local do Bellcore Morris Research and
Engineering Center, contados a partir das 23h46min de 3 de outubro de 1989,
em Morristown, New Jersey, USA. A representação gráfica da série é mostrada
na Figura 2.5.

Fonte:  Série descrita  por Leland et al. em [57] e obtida de [29].

Motivação: A habilidade de modelar, e portanto a capacidade de  predizer tráfego em redes,
é de fundamental importância para que o sistema de gerenciamento possa evitar
perdas e atraso de pacotes.

Figura 2.5: Representação gráfica da série Bellco. Ordenada: Número de
pacotes Ethernet. Abscissa: Índice da amostra.
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2.6 Série Tspc6f

Descrição : Cada um dos 338 pontos desta série corresponde ao preço de fechamento diário
do lote de 1000 ações da Telesp Celular PNB no pregão da BOVESPA no
período de 01 de Julho de 1998 a 16 de Novembro de 1999. A representação
gráfica da série é mostrada na Figura 2.6.

Fonte:  Série descrita pela Nettrade e obtida de [28].

Motivação: Predizer séries temporais obtidas do mercado de ações é um problema tão
clássico e de igual interesse acadêmico e financeiro quanto o são as séries de
taxas de câmbio.

Figura 2.6: Representação gráfica da série Tspc6f. Ordenada: Preço de
fechamento diário do lote de 1000 ações da Telesp Celular PNB. Abscissa:
Índice da cotação.
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2.7 Série Elet3f

Descrição : Cada um dos 338 pontos desta série corresponde ao preço de fechamento diário
do lote de 1000 ações da Eletrobrás ON no pregão da BOVESPA no período de
01 de Julho de 1998 a 16 de Novembro de 1999. A representação gráfica da
série é mostrada na Figura 2.7.

Fonte:  Série descrita pela Nettrade e obtida de [28].

Motivação: Conforme Seção 2.6.

Figura 2.7: Representação gráfica da série Elet3f .Ordenada: Preço de
fechamento diário do lote de 1000 ações da Eletrobrás ON. Abscissa: Índice
da cotação.
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2.8 Série Cmig4f

Descrição : Cada um dos 337 pontos desta série corresponde ao preço de fechamento diário
do lote de 1000 ações da Cemig PN no pregão da BOVESPA no período de 01
de Julho de 1998 a 16 de Novembro de 1999. A representação gráfica da série é
mostrada na Figura 2.8.

Fonte:  Série descrita pela Nettrade e obtida de [28].

Motivação: Conforme Seção 2.6.

Figura 2.8: Representação gráfica da série Cmig4f. Ordenada: Preço de
fechamento diário do lote de 1000 ações da Cemig PN . Abscissa: Índice da
cotação.
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2.9 Série Petr4f

Descrição : Cada um dos 337 pontos desta série corresponde ao preço de fechamento diário
do lote de 1000 ações da Petrobrás PN no pregão da BOVESPA no período de
01 de Julho de 1998 a 16 de Novembro de 1999. A representação gráfica da
série é mostrada na Figura 2.9.

Fonte:  Série descrita pela Nettrade e obtida de [28].

Motivação: Conforme Seção 2.6.

Figura 2.9: Representação gráfica da série Petr4f. Ordenada: Preço de
fechamento diário do lote de 1000 ações da Petrobrás PN. Abscissa: Índice da
cotação.
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2.10 Série Elet6f

Descrição : Cada um dos 338 pontos desta série corresponde ao preço de fechamento diário
do lote de 1000 ações da Eletrobrás PNB no pregão da BOVESPA no período
de 01 de Julho de 1998 a 16 de Novembro de 1999. A representação gráfica da
série é mostrada na Figura 2.10.

Fonte:  Série descrita pela Nettrade e obtida de [28].

Motivação: Conforme Seção 2.6.

Figura 2.10: Representação gráfica da série Elet6f. Ordenada: Preço de
fechamento diário do lote de 1000 ações da Eletrobrás PNB. Abscissa: Índice
da cotação.
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Capítulo 3

Predição de Séries Temporais
Descrição do Problema

Este capítulo aborda o problema da predição de séries temporais através da predição

linear, apresenta o critério de avaliação de predição a ser utilizado ao longo do

desenvolvimento desta tese e introduz o conceito das redes neurais artificiais utilizadas na

predição não-linear como uma possível solução aos problemas inerentes à predição linear.

3.1 Predição Linear

Esta tese considera o problema de predição da amostra ( )1+nu , subseqüente  a um

conjunto conhecido de amostras consecutivas prévias ( ) ( ){ }! ,1 , −nunu  pertencentes a uma

série temporal discreta, problema este conhecido como predição a um passo [3].

Uma das mais celebradas abordagens para a solução deste problema é a técnica

denominada predição linear [50]. Por esta razão, o método da predição linear será um dos

termos de comparação adotados nesta tese.

Em predição linear, a estimativa da amostra predita, ( )1ˆ +nu , é expressa como uma

combinação linear de M amostras prévias ( ) ( ) ( ){ }.1 , ,1 , +−− Mnununu !  Os coeficientes

1 ,,1 ,0  , −= MkWk !  que ponderam tal combinação linear definem um filtro FIR [47]

transversal. A Figura 3.1 detalha um preditor FIR de ordem M, o qual é mostrado no

instante n naquela figura [50]. Portanto, como o instante é definido, visando tornar

compactas as equações no desenvolvimento que segue, não será explicitado o indexador n



20

para as variáveis envolvidas, a menos que n não seja inequivocamente definido pelo

contexto. Um preditor linear de ordem M utiliza M amostras prévias conhecidas da série

temporal para estimar ( )1+nu , no entanto, necessita do conhecimento de todas as amostras

que compõem a série para emular a matriz de correlação associada.

 A função de custo J mede o erro médio quadrático entre a estimativa da predição

( ) ( )1ˆ += nuny  e o valor efetivamente obtido para a amostra em questão, ( )1+nu . O vetor

W  que define o filtro FIR tem seus coeficientes determinados de forma a minimizar a

função de custo J.

Conforme pode ser observado na Figura 3.1, a amostra predita ( )1ˆ +nu  é dada por

( ) ( ) ( ) uWknuWnynu T
M

k
k =−==+ ∑

−

=

1

0
 1ˆ (3.1)

e o erro de predição e(n) pode ser expresso por

( ) ( ) ( )nyndne −= (3.2)

O operador gradiente é aplicado com o intuito de obter os valores para os pesos Wi

do filtro transversal que minimizem a função de custo J, resolvendo-se a equação .0=∇J

Assim, tomando a derivada parcial da função de custo J com relação a cada peso Wi,

Figura 3.1: Filtro Linear Transversal utilizado como preditor de ( )1+nu .
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1 ,,1 ,0 −= Mi !

E, considerando o gradiente a partir do instante n, teremos
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Como a função de custo J é uma função quadrática, J será globalmente mínimo para

.0=∇J  Assim, a partir da Equação (3.4) podemos escrever que

( ) ( ) ( ){ } 0 2 =−−=∇ inuneEnJi (3.5)

Substituindo as Equações (3.1) e (3.2) na Equação (3.5), obteremos

( ) ( ) ( ) 0  
1

0
=









−



 −− ∑

−

=

inuknuWndE
M

k
k

(3.6)

Distribuindo os produtos e rearranjando a Equação (3.6),

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }inundEinuknuEW
M

k
k −=−−∑

−

=

  
1

0

(3.7)

Observa-se no lado esquerdo da igualdade expressa na Equação (3.7), que

( ) ( ){ } ( )ikRinuknuE uu −=−−  (3.8)

onde uuR  é a função de auto-correlação do processo estocástico u para um atraso ik −  entre

as amostras, com 1,,1 ,0, −= Mik ! .  Da mesma forma, observando o lado direito da

igualdade expressa na Equação (3.7),
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( ) ( ){ } ( )iRinundE du −=− (3.9)

onde duR  é a função de correlação cruzada entre o processo estocástico que descreve a

saída desejada ( )1+= nud  e o processo u.

Considerando as Equações (3.8) e (3.9), a Equação (3.7) pode ser reescrita como

( ) ( ) 1 , 1 0           ; 
1

0
M-,,iiRikRW duuu

M

k
k !=−=−∑

−

=

(3.10)

Para escrever a Equação (3.10) sob a forma matricial, consideremos que seja

( ) ( ) ( ) ( )[ ]TMnunununu 1    1  +−−= ! , tal que

( ) ( ){ }     nunuE T=R (3.11)

isto é

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
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Para melhor ilustrar as Equações (3.11), (3.12) e (3.13), consideremos um exemplo.

Para o caso em que M=3, teremos ( ) ( ) ( ) ( )[ ]Tnunununu 2  1  −−=  e R  será dado por
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( ) ( )[ ]== nunuE T R (3.14)
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Mas, como ( ) ( )xRxR uuuu −= , R  poderá, por fim, ser expresso como

( ) ( ) ( )
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(3.15)

Seja, agora, o vetor P definido por

( ) ( ){ }== nundEP   (3.16)

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }[ ] =+−−= TMnundEnundEnundE 1     1    !

( ) ( ) ( )[ ]TMPPP −−= 1    1  0 !

e seja também o vetor de pesos dado por

[ ]T
MWWWW 110        −= ! (3.17)

Assim, partindo das Equações (3.10), (3.11), (3.13), (3.16) e (3.17), teremos

PW = R (3.18)
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A Equação (3.18) é denominada Equação de Wiener-Hopf [50]. A solução de (3.18)

para W define os coeficientes do filtro linear transversal mostrado na Figura 3.1. O filtro

prediz com o mínimo erro quadrático médio a amostra ( )1+nu  de uma série temporal que

apresenta correlação entre as M prévias amostras. Se a matriz de correlação R  da série

temporal é não-singular para M definido, então W pode ser obtido por

PW 1−= R (3.19)

sendo P o vetor que define a correlação cruzada entre o vetor ( )nu  de entrada e a saída

desejada ( ) ( )1+= nund .

É importante observar que, para uma dada série temporal com tN  amostras totais,

apresentando correlação entre M amostras consecutivas prévias ao instante a ser predito, a

precisão com que R e P representam as correlações envolvidas será tanto maior quanto

maior for tN  com relação a  M.

Isto ocorre porque, na prática, não se conhece o processo estocástico subjacente que

determina a série temporal em questão3.1. Portanto, não são conhecidas as funções

correlações que são realmente envolvidas no processo. Assim, o operador {}⋅E  nas

Equações (3.11) e (3.16) é substituído pela média dos vetores de M componentes

envolvidos no cômputo de R e P, média esta realizada sobre o intervalo de tN  amostras

totais conhecidas da série temporal.

Desta maneira, a predição linear só tem sentido quando o processo estocástico

subjacente é estacionário, pois, em caso contrário, R e P não são univocamente definidas,

mesmo para tN  suficientemente grande. Ou seja, se a série temporal resulta de um

processo estocástico não-estacionário, R e P variam ao longo da série, invalidando o uso da

Equação (3.19) para a obtenção do vetor de pesos W. A solução algumas vezes adotada é

assumir que a série temporal é estacionária em intervalos e adaptar R e P para cada

                                                          
3.1 Entenda-se por processo estocástico subjacente o processo estocástico que representa o fenômeno que rege
a série temporal em questão, i.é, um processo físico subjacente, um processo  econômico subjacente...
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intervalo. No entanto, o número de amostras em cada intervalo nem sempre é suficiente

para expressar com fidelidade a operação {}⋅E .

Como será visto, o método de predição não-linear proposto nesta tese contorna a

necessidade de um número grande de amostras conhecidas, suficientes para que o operador

{}⋅E  seja aproximado com fidelidade.

Objetivando reduzir a complexidade computacional envolvida no cômputo da

Equação (3.19), como R  resulta em uma matriz Töeptliz [23], a sua inversão é, em geral,

realizada pelo método de Durbin-Levinson [50], muito embora a pseudo-inversão de

Moore-Penrose via Decomposição em Valores Singulares [50][59] seja freqüentemente

utilizada para contornar os problemas resultantes de uma matriz R  quase singular.

3.1.1 Critério de Avaliação do Erro de Predição

O critério de avaliação adotado nesta tese para o desempenho de predição é o

critério sugerido por Gershenfeld e Weigend em [3]. A partir da realização da competição

referida no Capítulo 1 desta tese, o critério de avaliação lá utilizado passou a ser

considerado referência pela comunidade de pesquisadores, da mesma forma que as séries

temporais utilizadas e os melhores resultados obtidos também vieram a se tornar

benchmarks. Nesta tese foi adotado o mesmo critério de avaliação, por coerência científica.

A qualidade da predição será expressa em termos da razão entre as somas de erros

quadráticos mostrada em (3.20).

( )
( )∑

∑
−−

−

t tt

t tt

observaçãoobservação

prediçãoobservação
2

1

2 (3.20)

Em (3.20) o denominador expressa o erro médio quadrático (MSE) de predição

obtido para a chamada predição pela última amostra. Tal método de predição considera que

a melhor predição possível para a próxima amostra consiste simplesmente em repetir o
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valor efetivamente observado para a amostra atual. O valor obtido por tal critério para o

MSE é tomado como normalizador para o MSE resultante das diferenças entre os valores

efetivamente obtidos, após a observação da amostra em questão, e os respectivos valores

obtidos pelo preditor que está sendo avaliado. Uma razão inferior a 1 corresponde a uma

predição melhor do que aquela obtida pela simples repetição do valor efetivamente

observado para a amostra anterior àquela a ser predita –  limiar que qualifica um preditor

que pretenda ser útil.

O erro obtido através do procedimento expresso em (3.20) é chamado Erro Médio

Quadrático Normalizado (Normalized Mean Squared Error) e é referido na literatura por

NMSE.

Expressando (3.20) em forma de equação, teremos

( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )∑

∑

∑

∑

=

=

=

=
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−
= n
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i
n

i

n

i

iuiu

iuiu

ioio

ipio
n

0

2

0

2

1

2

1

2

1

1ˆ1

1
 NMSE

(3.21)

onde ( )io  e ( )ip  são respectivamente a observação (o valor efetivamente observado) e a

predição no instante i. Para uma dada série temporal S com tN  amostras totais o erro ao

final do processo de predição de S é dado por )1NMSE( −tN , onde 1−tN  é o índice do

último elemento da série.

3.1.2 Resultados Experimentais

Nesta seção apresenta-se os resultados obtidos para a predição linear da série

Sunspots, com 280=tN  amostras totais, descrita na Seção 2.1. A predição estimada

( )1ˆ +nu  é, neste caso, expressa como uma combinação linear de 4 amostras prévias,

equivalendo a dizer que a ordem da predição linear adotada é 4=M . Os valores para os

coeficientes que ponderam tal combinação linear foram obtidos através de (3.19) e são
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1.357820 =W , 0.4427641 −=W , 0.1861942 −=W  e  0.1756393 =W , de tal forma que a

Equação (3.1) resulta em:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 0.1756392 0.186194 1 0.442764 1.357821ˆ −+−−−−=+ nununununu

O valor obtido para o Erro Médio Quadrático Normalizado final é

0.608)1NMSE( t =−N , conforme Equação (3.21).

É importante salientar que, apesar de a ordem de predição ser 4=M , a predição

linear necessita do conhecimento prévio de todos os 280=tN  elementos da série temporal

para montar a matriz de correlação R , expressa na Equação (3.13).

A Figura 3.2 apresenta as representações gráficas da série Sunspots, observada e

predita.

      Figura 3.2: Série Sunspots – Predição Linear – 4=M , 0.608)1NMSE( =−tN .
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3.2 Predição Não-Linear – Redes Neurais Artificiais

Dentre as redes neurais artificiais existentes há uma classe particular que tem a

capacidade de mimetizar processos estocásticos associados a conjuntos de dados através de

um aprendizado feito de forma supervisionada. As redes neurais artificiais supervisionadas,

assim como na forma convencional de um filtro linear adaptativo, têm a capacidade de,

através da informação de uma resposta desejada tentar aproximar um sinal alvo durante o

processo de aprendizado. Esta aproximação é obtida através do ajuste, de forma

sistemática, de um conjunto de parâmetros livres, característico de cada rede neural. Na

verdade, o conjunto de parâmetros livres provê um mecanismo para armazenar o conteúdo

de informação subjacente presente nos dados que são apresentados à rede na fase de

treinamento [51][11].

Diferentemente da análise estatística tradicional, portanto, as redes neurais não

requerem prévio conhecimento sobre a distribuição dos dados, para analisá-los. Desde que

haja uma relação subjacente entre os dados, mesmo que desconhecida sua representação

analítica e/ou estatística, as redes neurais artificiais podem apresentar um melhor

desempenho do que os métodos estatísticos tradicionais.

As redes neurais artificiais são ferramentas extremamente flexíveis em um ambiente

dinâmico. Elas têm a capacidade de aprender rapidamente padrões complexos e tendências

presentes nos dados e de se adaptar rapidamente às mudanças, características estas que são

extremamente desejáveis em se tratando de predição de séries temporais.

Além disso, no caso de predição de séries temporais, quando as séries são

governadas por processos subjacentes não-lineares, as técnicas lineares de modelamento

têm sucesso apenas limitado em seu desempenho. Especialmente nestes casos, a idéia de

empregar redes neurais artificiais é intuitivamente atrativa [40].

Algumas características relevantes das redes neurais artificiais são descritas em [50]

e aqui citadas. Segundo S. Haykin, tais atributos justificam e fundamentam a adequação da

aplicação de redes neurais artificiais ao processamento de sinais e processos estocásticos.
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As qualidades igualmente justificam o uso das redes neurais artificiais no estudo de nosso

particular interesse, a predição de séries temporais:

• Possibilidade de considerar o comportamento não-linear dos fenômenos físicos
responsáveis pela geração dos dados de entrada;

• Habilidade de aproximar qualquer mapeamento entrada/saída de natureza contínua;
• Necessidade de pouco conhecimento estatístico sobre o ambiente no qual a rede está

inserida;
• Capacidade de aprendizado, a qual é atingida através de uma sessão de treinamento

com exemplos entrada/saída que sejam representativos do ambiente;
• Capacidade de generalização, a qual permite à rede ter um desempenho satisfatório em

resposta a dados não pertencentes ao conjunto de treino;
• Tolerância a falhas, o que permite à rede continuar a apresentar resultados aceitáveis

no caso de falha de alguns neurônios − unidades computacionais básicas das redes
neurais artificiais;

• Possibilidade da implementação em VLSI, permitindo considerar elevado grau de
paralelismo no projeto da rede.

Os dois principais tipos de redes neurais artificiais supervisionadas são as redes

MLP (Multilayer Perceptrons) treinadas pelo algoritmo back-propagation e as redes RBF

(Radial Basis Function). Ambas as redes são aproximadoras universais. A principal

diferença entre elas é que as redes RBF tendem a produzir aproximações locais, enquanto

que as redes MLP tendem a resultar em aproximações globais [51][11]. Quando se trata de

aprendizado continuado, no entanto, como no caso da predição de séries temporais, as redes

MLP se mostram menos adequadas porque o custo computacional de treino de uma rede

MLP é muito superior ao de uma rede RBF, o que impossibilta a operação de forma

dinâmica [50][51].

A técnica de predição de séries temporais apresentada nesta tese utiliza as redes

neurais artificiais do tipo Radial Basis Function por serem especialmente adequadas para a

predição de séries temporais, mesmo aquelas séries regidas por processos não-lineares e/ou

não-estacionários. As redes neurais artificiais do tipo RBF serão detalhadamente abordadas

no próximo capítulo desta tese.
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Capítulo 4

Predição de Séries Temporais através de
Redes Neurais Artificiais RBF

Este capítulo aborda as técnicas convencionais utilizadas na predição de séries

temporais através de redes neurais artificiais do tipo RBF.

A série temporal é considerada como um processo com matriz de estados Φ . Esta

matriz é representada por uma rede neural RBF, a qual é considerada como um filtro

não-linear com matriz de interpolação definida por Φ . A matriz de estados Φ  armazena

informação sobre os estados básicos do processo a ser predito com base no conjunto de

vetores centro das funções de base radial, vetores estes que constituem os vetores de estado

do processo associado à série [50]. Uma janela  definida sobre a série temporal é

particionada em vetores de entrada da rede RBF e em vetores de estado do processo. Estes

vetores, após uma transformação não-linear, são usados para formar a matriz Φ , a qual

armazena os estados do processo – agora visto como um processo não-linear. A cada estado

armazenado em Φ  é associada uma saída desejada da rede RBF, de tal forma a se definir

um vetor de saídas desejadas d. Cada elemento em d é definido pelo elemento que está uma

posição à frente na série temporal com respeito ao vetor de entrada que gerou o

correspondente vetor de estados em Φ . Assim,  wd ⋅=Φ , onde w é o vetor de pesos

sinápticos da rede RBF, o qual define a transição entre os estados prévios do processo

associado à série e o próximo e imediato elemento da mesma, isto é, w armazena

informação sobre o modo como o próximo elemento na série é gerado a partir de seus

estados prévios. Por inversão matricial, caso Φ  não seja singular, pode-se determinar

dw  .1−=Φ . Deslizando a matriz Φ  uma posição à frente na janela e usando a informação

de transição contida em w pode-se estimar o próximo elemento na série.
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Como introdução ao tema, a primeira seção deste capítulo discorre sobre as redes

neurais RBF no contexto da aproximação de funções. A segunda seção descreve as redes

RBF sob o enfoque da predição não-linear.

4.1 Redes Neurais Artificiais RBF no Contexto de
Aproximação de Funções

As redes neurais artificiais do tipo Radial Basis Function (RBF) compõem uma

classe de redes neurais artificiais particularmente adequadas à aproximação de funções.

A arquitetura das redes neurais RBF é tal que apresenta uma camada escondida

definida por um conjunto de funções de base radial, das quais a rede deriva seu nome.

O aprendizado de uma rede RBF é equivalente a ajustar uma superfície não-linear

ao conjunto de dados, em um espaço muti-dimensional, de acordo com algum critério

estatístico. O processo de generalização equivale a usar esta superfície multi-dimensional

para interpolar outros pontos que não pertençam ao conjunto de treino, mas estejam em sua

vizinhança.

Os neurônios da camada escondida de uma rede neural RBF são um conjunto de

funções que constitui uma base arbitrária no espaço por eles formado, em cujo espaço o

conjunto de entrada pode ser expandido. Os dados representados através de redes neurais

RBF são, portanto, expandidos com referência a um conjunto finito de funções de base

radial (algumas vezes chamadas de funções de ativação neural [51][50]), cada uma delas

centrada em uma particular coordenada do espaço multi-dimensional dos pontos que

compõem o espaço de dados de entrada [50][11]. Cada uma destas coordenadas particulares

caracteriza-se por definir o centro de uma – entre várias possíveis – região de maior

aglomeração de pontos, ou cluster [11], do espaço de dados de entrada.
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As redes neurais RBF foram originalmente desenvolvidas para interpolação de

dados em espaços multi-dimensionais. Segundo B. Mulgrew [5], o problema da

interpolação de dados pode ser assim formulado: dado um conjunto de vetores { }iu  e um

conjunto de escalares { }iy  , busca-se uma função ( ).F , tal que,

( ) iuFy ii ∀  , = (4.1)

Desde que definida analiticamente, a função ( ).F  pode ser usada para mapear

vetores u que não pertençam ao conjunto original,  no conjunto de pontos y associados.

Uma possível solução para o mapeamento analítico é escolher ( )uF , tal que:

( ) ( )∑ −=
i

ii uuwuF    2φ (4.2)

onde ( )  2
iuu −φ  é uma função escalar radialmente simétrica,  tendo  iu  como centro. Os

vetores iu  são, por esta razão, referidos como centros no contexto de redes neurais RBF. O

operador   ⋅  é usualmente a norma Euclidiana – ou Norma L2 – e mede o módulo do vetor

argumento, isto é, a distância Euclidiana da ponta do vetor à sua origem [8][51].

Em 1986 Micchelli indicou a existência de um conjunto de funções (tanto limitadas

quanto ilimitadas) que são adequadas para interpolação por resultarem em um conjunto de

equações lineares para as incógnitas iw  para as quais existe uma única solução [5][50]. A

Tabela 4.1 apresenta exemplos destas funções, mais comumente utilizadas como funções de

base radial.

O parâmetro σ  controla o raio de influência de cada função. Este fator é

particularmente evidente no caso da função multi-quadrática inversa e da função Gaussiana,

em que ambas as funções são localizadas e monotonicamente decrescentes ( ( )   0→ζφ  à

medida que ∞→ζ ). O parâmetro σ  determina o quão rapidamente o valor da função de

base radial cai a zero à medida que u  se afasta do centro iu .
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Tabela 4.1: Algumas funções de base radial comumente utilizadas.

A função de base radial do tipo Gaussiana é a mais comumente utilizada em

aplicações práticas, e será adotada nas redes neurais RBF utilizadas nesta tese. Neste caso,

o parâmetro σ  é o desvio-padrão da função Gaussiana. Assim, σ  define a distância

Euclidiana média (raio médio) que mede o espalhamento dos dados representados pela

função de base radial em torno de seu centro.

O raio de cada uma das funções de base radial de uma rede RBF pode assumir

diferentes valores, no entanto, para redes RBF reais, o mesmo raio utilizado para cada

neurônio não-linear já permite que a rede uniformemente aproxime qualquer função

contínua, desde que haja número suficiente de funções de base radial. Na prática, o valor do

raio das funções de base radial afeta as propriedades numéricas dos algoritmos de

aprendizado, mas não afeta a capacidade geral de aproximação das redes RBF [5][11].

Originalmente, nas primeiras tentativas de aproximação de funções com redes RBF

eram utilizadas tantas funções de base radial quantos fossem os padrões do conjunto de

dados representativo da função a ser aproximada, objetivando a exatidão da aproximação.

No entanto, esta abordagem não só era computacionalmente custosa, como também gerava

o problema de overfitting quando o objetivo era não só a aproximação como também a

interpolação dos pontos que geravam uma determinada função [5][11].
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A solução para estes problemas foi apresentada por Broomhead e Lowe (1988) que

sugeriram modificações ao procedimento de interpolação exata (que utiliza tantas funções

de base radial quantos forem os padrões presentes nos dados). Uma delas é permitir que

nem todos os vetores de entrada (do conjunto de dados) tenham uma função de base radial

associada. A outra modificação sugerida exclui a necessidade de que a escolha dos centros

das funções de base radial seja restrita ao conjunto original de vetores. Para tanto,

Broomhead e Lowe reinterpretaram a rede RBF como um estimador de mínimos quadrados

(Least Squares Estimator) [5][11][50].

Consideradas estas duas generalizações, o sistema de equações lineares cujas

incógnitas são os pesos iw  será sobre-determinado.  A solução de tal sistema é obtida

através do uso da operação de pseudo-inversão matricial de Moore-Penrose para a matriz

Φ  [50][59],  e, em conseqüência, será uma solução de mínimo erro médio quadrático.

 A abordagem de Broomhead e Lowe resultou em uma redução do custo

computacional e no aumento da capacidade de generalização das redes RBF, o que

possibilitou a sua aplicação a uma vasta gama de problemas em processamento digital de

sinais, tais como predição de séries temporais, modelamento de sistemas, rejeição de

interferência e equalização/desconvolução de canal.

A Figura 4.1 apresenta a arquitetura da rede neural RBF que é habitualmente usada

em tais aplicações. A rede é composta de uma camada de nós fonte (que conectam a rede a

seu ambiente externo), à qual é apresentado o vetor de entrada ( ) Mnu ℜ∈ . Uma única

camada intermediária de neurônios não-lineares, cada um deles computando uma função

distância entre o vetor de entrada e o centro da função de base radial associada, constitui a

chamada camada escondida.  Na Figura 4.1 o mapeamento não-linear é expresso por

funções de ativação Gaussianas, da forma

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) , 1exp,, 2
2

2








−−== ntnu

n
nntnun k

k
kkkk σ

σϕϕ
(4.3)
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onde ( ) Mnu ℜ∈  representa o vetor de entrada u no instante n,  ( ) M
k nt ℜ∈  representa o

vetor centro da k−ésima função de base radial 1,,1 ,0 −= Kk ! , K  é o número de funções

de base radial, e ( ) ℜ∈nk
2σ  é a variância associada a cada uma das funções no instante n.

 A camada de saída da rede neural é formada por um único neurônio linear. O

neurônio que compõe a camada de saída é definido como um combinador linear das

funções de base radial. A saída y da rede RBF é, portanto, a soma das saídas de cada

Gaussiana, ponderadas pelos respectivos pesos sinápticos wk, de tal forma que a

combinação linear é expressa por

( )2
1

0
 , , kkk

K

k
k tuwy σϕ∑

−

=

=
(4.4)

Nesta equação, o termo ( )2,, kkk tu σϕ  é a k−ésima função de base radial. Note que

kϕ  computa o quadrado da distância Euclidiana 22   kk tuD −=  entre um vetor de entrada

u e o centro kt  da k−ésima função de base radial. O sinal de saída produzido pelo k−ésimo

neurônio escondido é, portanto, devido à função ( )⋅exp  e ao operador ( )2⋅  , uma função

não-linear da distância kD . O fator de escala wk representa o peso do caminho que conecta

o k−ésimo neurônio escondido ao nó de saída da rede. À Equação (4.4) pode, em alguns

casos, ser ainda acrescido um termo constante de polarização ou bias [50].

A transformação não-linear acima referida é definida pelo conjunto de funções de

base radial kϕ  e a transformação linear é definida pelo conjunto de pesos wk,

1,,1 ,0 −= Kk ! .

O mapeamento entrada/saída de uma rede RBF Gaussiana é muito semelhante à

técnica estatística chamada Mistura de Modelos (mixture models), que são misturas de

distribuição de probabilidades [10][11]. Em particular, as misturas de distribuição de

probabilidades  Gaussianas  têm  sido  usadas  como  modelos em uma grande variedade de

aplicações onde os dados de interesse provêm de duas ou mais populações misturadas entre

si, com parâmetros estatísticos distintos. A resposta kϕ  do neurônio k da camada escondida
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Figura 4.1: Rede neural do tipo Radial Basis Function.

de uma rede RBF representa a densidade probabilística condicional de u dado o centro kt ,

isto é, ( )kk tu |ϕ . O coeficiente kw  representa a probabilidade a priori de u no contexto da

densidade condicional ( )kk tu |ϕ . Assim, o conjunto das K  densidades probabilísticas

condicionais modelam a função de densidade de probabilidade representativa do

mecanismo estatístico subjacente que gerou os dados, sendo o modelamento definido

através de ( )∑
−

=

1

0
|

K

k
kkk tuw ϕ . Neste sentido, a rede RBF é muitas vezes referida como um

Estimador Bayesiano [10][11].

O procedimento para a implementação de uma rede neural RBF compreende a

determinação, através de um processo de aprendizagem, dos valores adequados aos

parâmetros livres da RBF, que são as variâncias 2
kσ , os centros kt  e os pesos sinápticos

kw . O aprendizado ou treinamento consiste em determinar estes parâmetros de tal forma

que, dado um conjunto de estímulos u na entrada, as saídas y se aproximem o mais possível

do conjunto de valores desejado.

 Diferentes algoritmos podem ser utilizados para a adaptação dos parâmetros livres

das redes RBF. Por exemplo, o algoritmo k-means [50][51] pode ser utilizado para a
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inicialização e/ou atualização dos centros das funções de base radial, o algoritmo de Moore-

Penrose para pseudo-inversão de matrizes [50] pode ser utilizado para a atualização dos

pesos sinápticos, enquanto que o método do Gradiente Estocástico [6][50] pode ser

aplicado na atualização dos pesos da rede RBF, das variâncias e dos centros das funções de

base radial. A Tabela 4.2 apresenta alguns dos possíveis algoritmos de aprendizado

empregados para ajuste dos parâmetros livres.

 Possíveis Algoritmos de Aprendizado para Ajuste dos Parâmetros Livres

Centros das RBF Pesos Sinápticos Variâncias dos centros

Constante: Por conhecimento

prévio e inferência a partir do

conjunto de vetores de treino.

Gradiente Estocástico (LMS).

Supervisionado: usa

( ) ( ) ( )nyndne −=

Constante: Por conhecimento

prévio e inferência a partir do

conjunto de vetores de treino.

“Clusterização” pelo algoritmo

k-means. Não-supervisionado.

Pseudo Inversa por decomposição

em valores singulares:

( ) ( ) ( )ndnnw  . 1−=Φ

Gradiente Estocástico (LMS).

Supervisionado: usa

( ) ( ) ( )nyndne −=

Gradiente Estocástico (LMS).

Supervisionado: usa

( ) ( ) ( )nyndne −=

( ) ( ) ( ) ( ){ }2
 

,
max. 2 nbtnat

ba
nknk −= ξσ

onde ( )nkξ  é fixo ou ajustado pelo

LMS.

Tabela 4.2: Possíveis Algoritmos de Aprendizado [50].

Diferentes modos de treinamento resultam da combinação dos algoritmos para

atualização de centros, variâncias e pesos sinápticos presentes na Tabela 4.2. As redes RBF

são, em geral, mais fáceis de treinar do que os Multilayer Perceptrons (MLPs),

principalmente porque os processos de aprendizagem para os centros, as variâncias e os

pesos sinápticos podem ser encadeados seqüencialmente [5], possibilitando que o

aprendizado das redes RBF seja otimizado pela resultante divisão de tarefas. Por exemplo,

um algoritmo não-supervisionado pode ser utilizado para estimar os centros, uma posterior

estimativa da distância do vetor de entrada com respeito a cada centro pode ser usada para
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especificar σ  e, finalmente, já tendo sido definidos os centros e os raios σ , os pesos

sinápticos podem ser calculados através do algoritmo LMS (Least Mean Squares)[50].

Após a estimativa inicial de parâmetros da rede, um ajuste mais fino pode ser dado a esta

estimativa, utilizando técnicas de gradiente aplicadas a todos os parâmetros, ao invés de

apenas aos pesos sinápticos.

Uma abordagem clássica das redes neurais RBF sob a ótica da interpolação de

funções é tratada em [50]. Neste modo de treinamento, em que é utilizado o algoritmo

Gradiente  Estocástico, os centros das funções de base radial e todos os demais parâmetros

livres são atualizados através de um processo de aprendizado supervisionado, baseado na

minimização da função de custo dada pelo valor esperado do erro quadrático entre a saída

fornecida pela rede RBF e a saída desejada para o processo.

 Nesta abordagem, os centros das funções de base radial são primeiramente

inicializados pelo algoritmo k-means. A cada iteração n, o algoritmo k-means determina as

distâncias entre o vetor ( )nu  pertencente ao conjunto de entrada e cada um dos centros

( )nt k . Ao centro k~  que corresponder à menor distância – Equação (4.5) – é aplicada a

atualização mostrada na Equação (4.6).  Na Equação (4.6), η  é a razão de atualização do

algoritmo k-means.

As iterações prosseguem até que ( ) ( ) k ntnt kk ∀→+− , 1  ε , onde ε  é um número

muito pequeno.

( ) ( ) ( ) 1 ,,1,0    ;   minarg~ −=−= Kkntnuuk k
k

! (4.5)

( )
( ) ( ) ( )[ ]
( )

( )




 =−+

=+
casos outros

~

; 

;  
 1

ukk

nt

ntnunt
nt

k

kk η (4.6)

Após a inicialização dos centros pelo algoritmo k-means, e definindo a variância

inicial comum a todos os centros pela Equação (4.7), os pesos sinápticos são inicializados
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com zero. Na Equação (4.7), ( )ji ttd −2
max  expressa o quadrado da maior distância

Euclidiana entre os centros , isto é, { }2
 max ji tt − .

( ) 1 ,,1,0,   com    ; 2
max

2 −=−= Kjittd ji !σ (4.7)

Para cada vetor ( )nu  do conjunto de treino apresentado à entrada da rede, a saída

( )ny  da rede RBF é determinada e é avaliada a diferença entre este valor de saída e aquele

desejado ( )nd , conforme

( ) ( ) ( )nyndne −= (4.8)

O erro assim obtido é utilizado para a posterior atualização até a convergência dos

centros, pesos sinápticos e variância. As equações de atualização, derivadas do algoritmo

Gradiente Estocástico [50], são expressas por

( ) ( ) ( ) ( )nnenwnw kwkk ϕµ+=+1 (4.9)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )n

ntnunnwnentnt
k

k
kktkk 221

σ
ϕµ −+=+

(4.10)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )22

2
22 1

n

ntnu
nnwnenn

k

k
kkkk

σ
ϕµσσ σ

−
+=+

(4.11)

A apresentação de N vetores de dados à entrada ( )nu  da RBF, 1 , ,1,0 −= Nn ! ,

constitui uma época de treino. Ao final de cada época, o conjunto de vetores de dados é

embaralhado, para evitar que a rede aprenda o padrão seqüencial de apresentação dos

vetores de treino. Isto porque estamos interessados na capacidade de generalização da rede

com relação ao conjunto de dados em si, e a mesma ordem de apresentação dos vetores a

cada época de treino poderia prejudicar tal capacidade de generalização.
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O treinamento de uma RBF através das Equações (4.9) a (4.11) é continuado até a

sua convergência, situação em que  o valor obtido para o erro de aproximação é menor que

um valor máximo permitido ε . O erro de aproximação será definido na Seção 4.1.1.

4.1.1 Critério de Avaliação do Erro de Aproximação

Especificamente ao longo da Seção 4.1, em que é avaliada a capacidade de

aproximação das redes RBF e não a sua capacidade preditiva, a medida de erro será

definida de modo diferente do NMSE expresso pela Equação (3.21). Definiremos aqui o

NMSEA, ou seja, o Erro Médio Quadrático Normalizado de Aproximação dado por

( ) ( )( )
( )∑

−

=

−=
1

0
2

21NMSEA
N

n nd
nynd

N

(4.12)

4.1.2 Resultados Experimentais

Este item destina-se à apresentação dos resultados experimentais obtidos no

procedimento de treinamento em que os centros são inicializados pelo algoritmo k-means e

a atualização até a convergência dos centros, variâncias e pesos sinápticos é efetuada

através do Gradiente Estocástico. Este é o algoritmo clássico apresentado em [50] e foi

descrito na Seção 4.1 deste capítulo.

Considere-se a situação hipotética em que se deseja estabelecer a relação analítica

entre os oito primeiro algarismos representados em base binária e os valores que definem o

quadrado de um décimo de sua representação em base decimal, conforme mostrado na

Tabela 4.3.
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3ℜ∈u

0u 1u 2u ( )uF

0 0 0 0.0

0 0 1 0.01

0 1 0 0.04

0 1 1 0.09

1 0 0 0.16

1 0 1 0.25

1 1 0 0.36

1 1 1 0.49

Tabela 4.3: Mapeamento ℜ→ℜ3:F  que se deseja aproximar.

Uma possível solução seria tentar expressar ( )uF ,  [ ]Tuuuu 210     = , através do

mapeamento linear ( ) 221100 uwuwuwuwuF T ++== , sendo [ ]Twwww 210     =  o vetor que

define ( )uF  obtido da solução do sistema de equações

49.0111
36.0011
25.0101
16.0001
09.0110
04.0010
01.0100
0.0000

210

210

210

210

210

210

210

210

=++
=++
=++
=++
=++
=++
=++
=++

www
www
www
www
www
www
www
www (4.13)

o qual é evidentemente sobre-determinado – sem solução – pois não existe

[ ]Twwww 210     =  que atenda simultaneamente todas as Equações  (4.13) .

No entanto, o mapeamento ℜ→ℜ3:F  pode ser feito um mapeamento não-linear

quando expresso pela rede neural RBF da Figura 4.1. Especificamente, o conjunto de
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8=N  vetores ( ) 3ℜ∈nu  da Tabela 4.3, 1 , ,1,0 −= Nn ! , é considerado como o conjunto

de treino da rede RBF, com saída desejada ( )nd  dado pelo respectivo valor na coluna ( )uF

da tabela, isto é, ( ) ( )( )nuFnd = . Como ( ) 3ℜ∈nu , faz-se 3=M . Adotou-se 3=K  funções

de base radial para formar a superfície de aproximação. Os centros das funções de base

radial são inicializados pelo algoritmo k-means, através da Equação (4.6) com 1.0=η , e as

variâncias são inicializadas pelo valor dado pela Equação (4.7). A atualização dos pesos

sinápticos, centros e variâncias, através das Equações (4.9) a (4.11), utiliza as razões de

aprendizado 1.0=wµ , 1.0=tµ  e 1.0=σµ .

Para o treinamento da rede RBF, o conjunto de treino é normalizado de forma que

os seus valores extremos situem-se no intervalo [ ]1 ,1− . Esta é uma precaução usual, que

visa evitar overflow das variáveis de ponto flutuante ao longo da operação do algoritmo

Gradiente Estocástico.  Cada componente do conjunto de vetores ( ) 3ℜ∈nu  é normalizado

através da transformação ℜ→ℜ:uθ , ( ) 12 −= xxuθ , e cada um dos valores do conjunto de

N saídas desejadas ( )nd , 1 , ,1,0 −= Nn ! , é normalizado através da transformação

ℜ→ℜ:dθ , ( ) 108163.4 −= xxdθ .

A apresentação dos 8=N  vetores do conjunto de treino definido pela Tabela 4.3

constitui uma época. A Figura 4.2 mostra a evolução do NMSEA, dado por (4.12), à

medida que as épocas de treinamento se sucedem.

Após 2000 épocas de treino, a rede RBF apresenta a relação analítica dada pela

Equação (4.14) como aproximação para o mapeamento da Tabela 4.3. Note que a Equação

(4.14) inclui o efeito das normalizações uθ  e dθ .
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Figura 4.2: Evolução do NMSEA à medida que as épocas de treinamento se sucedem,
com conjunto de treino definido pela Tabela 4.3.
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Verificando a consistência de (4.14) para representar o mapeamento da Tabela

4.3, temos que [ ]( ) 610739.70 0 0 −×−=TF , [ ]( ) 01.01 0 0 =TF , [ ]( ) 04.00 1 0 =TF ,

[ ]( ) 09.01 1 0 =TF , [ ]( ) 16.00 0 1 =TF , [ ]( ) 25.01 0 1 =TF , [ ]( ) 36.00 1 1 =TF ,

[ ]( ) 49.01 1 1 =TF . Portanto, a Equação (4.14) representa a Tabela 4.3 com boa

aproximação.

4.2 Redes Neurais Artificiais RBF no Contexto de
Filtragem Preditiva Não-Linear

A rede neural artificial RBF utilizada para predição não-linear de séries temporais é

dita dinâmica, porque o aprendizado acontece de forma contínua com o desenrolar temporal

da série [50]. A Figura 4.3 apresenta a arquitetura da rede RBF em questão.

Figura 4.3: Rede  neural  RBF  utilizada  para  predição
não-linear  de  séries  temporais.
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Assim como a rede mostrada na Figura 4.1, esta rede RBF possui M nós de entrada

e K centros Gaussianos. O vetor M
kt ℜ∈  é o k−ésimo vetor centro da rede RBF ou k−ésimo

vetor de estado do processo associado à série temporal S, wk é o k−ésimo peso sináptico e
2σ  é a variância comum a todos os centros Gaussianos, com 1,,1 ,0 −= Kk ! . No contexto

de predição de séries temporais, K é o número de vetores de estado do processo e M é a

ordem de predição [50][51].

A saída da rede neural RBF quando o n−ésimo vetor de entrada ( ) Mnu ℜ∈  é

apresentado à sua entrada é

( ) ( ) ( ) ( ) ( )nwnnnwny T
k

K

k
k   

1

0
ϕϕ ==∑

−

=

(4.15)

onde

( ) ( ) ( ) ( ) 






 −−= 2
2  

2
1exp ntnu

n
n kk σ

ϕ
(4.16)

é a saída do k−ésimo centro Gaussiano com o vetor ( )nu  aplicado à entrada da rede RBF.

Para utilizar a rede RBF no contexto de predição de séries temporais torna-se

necessária a definição de algumas estruturas de dados.

Seja  S  uma série temporal definida por ( ) ( ) ( ){ }1 ,,1 ,0 −= tNuuuS ! , onde tN  é o

número de amostras de S. A um instante n qualquer, o objetivo é predizer a amostra

( )1+nu  de S, sendo conhecidas as MKN +=  amostras prévias

( ) ( ) ( )1  , ,1  , +−−− KMnununu !  que compõem a janela de predição

( ) ( ) ( ){ })( ,1,,1 nunuKMnunp −+−−= !  definida sobre S.

 No instante n, seja o processo associado ao desenrolar temporal de S representado pelo

conjunto U  de 1+K  vetores ( ) Mnu ℜ∈−δ , K ,,1,0 !=δ ,  definido sobre a janela  ( )np ,

de forma que dois vetores consecutivos de U  estejam deslocados entre si da distância

temporal entre duas amostras subseqüentes de S,  conforme mostra a Figura 4.4.
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Seja, ainda, o vetor de entrada da rede RBF  no instante n dado por

( ) ( ) ( ) ( )[ ]TMnunununu 1     1   +−−= ! (4.17)

e seja, no instante n, o  k−ésimo vetor de estado ( )nt k  do processo associado ao desenrolar

temporal de S , dado  por

( ) ( )1−−= knuntk ,  1,,1,0 −= Kk ! (4.18)

A Figura 4.4 apresenta, a título ilustrativo, a janela )(np  definida sobre S, a

construção dos vetores kt  de estado do processo e os vetores de entrada ( )jnu − ,

Kj  ,,1,0 != , para o caso em que 4=K  e 3=M .

Figura 4.4: Elementos de interesse na série temporal  S  no instante  n  e construção dos
vetores kt  de estado do processo associado à S e dos vetores de entrada ( )jnu − ,

Kj  , ,1 ,0 != , 1 , ,1 ,0 −= Kk ! , para o caso K = 4  e  M = 3. Observe que ( )np  é
formada por 7=+= MKN  amostras conhecidas, prévias a ( )1+nu .
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Para que se defina a variância ( )n2σ  comum a todos os centros Gaussianos  no

instante n, assume-se que ( )n2σ  seja proporcional ao quadrado da máxima distância

Euclidiana entre todos os vetores de estado do processo [50]:

( ) ( ) ( ){ }22  max ntntn ji −=ξσ ,  1,,1,0, −= Kji ! (4.19)

onde ξ  é a constante de proporção chamada Fator de Variância, a qual absorve a constante

2 da Equação (4.16).

Assim, a saída do k−ésimo centro Gaussiano, quando o vetor ( )nu  é aplicado à

entrada da rede RBF pode ser definida como

( ) ( ) ( )
( ) ( ){ }











−

−
−= 2

2

 max

 
exp

ntnt

ntnu
n

ji

k
k

ξ
ϕ ,  1,,1,0, −= Kji !

(4.20)

O conjunto ( )nkϕ ,  1,,1 ,0 −= Kk ! , de saídas dos K centros Gaussianos, conjunto

que resulta da aplicação do vetor de entrada ( )nu , pode ser colocado na forma vetorial

através de

( ) ( ) ( ) ( )[ ]TK nnnn 110          −= ϕϕϕϕ ! (4.21)

Por exemplo, ( ) Kn ℜ∈−1ϕ  é o vetor que resulta da aplicação do vetor

( ) Mnu ℜ∈−1  à entrada da rede RBF. Os elementos do vetor ( ) Kn ℜ∈−1ϕ são as saídas de

cada centro Gaussiano ao vetor ( )1−nu . O k−ésimo centro Gaussiano é definido por seu

respectivo vetor  M
kt ℜ∈  de estado do processo, 1,,1 ,0 −= Kk ! .  Note que, a qualquer

instante arbitrário, a transformação não-linear definida pela Equação (4.20) mapeia o vetor

( ) Mnu ℜ∈−   δ  aplicado à entrada da rede RBF, δ  é um atraso arbitrário qualquer, no vetor

( ) Kn ℜ∈−δϕ . Portanto, a seqüência de vetores de entrada ( ) ( ) ( )Knununu −−−   , ,2  ,1 !

define a seqüência de vetores ( ) ( ) ( )Knnn −−− ϕϕϕ  , ,2 ,1 !  obtidos pelo mapeamento
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não-linear KM ℜ→ℜ  definido pela Equação (4.20).  Assim, apesar de definidos em uma

dimensão diferente da dimensão original dos vetores M
kt ℜ∈  de estados da série S,  e

apesar de obtidos através de uma transformação não-linear entre as dimensões Mℜ  e Kℜ , o

conjunto de vetores ( ) ( ) ( )Knnn −−− ϕϕϕ  , ,2 ,1 !  definidos em Kℜ  ainda  armazena

informação sobre o desenrolar temporal da série. Portanto, os vetores em Kℜ contêm

informação implícita sobre os estados de S, definidos agora em uma outra dimensão, com S

sendo “vista” através de um processo não-linear.  Assim, o conjunto de vetores em Kℜ

pode ser agrupado em uma matriz de transição de estados da série temporal  S,  agora

interpretada como um processo não-linear com K estados Kℜ dimensionais.

A matriz de transição de estados da série temporal  S,  tomada como um processo

não-linear com K estados Kℜ dimensionais no instante n, é mostrada na Equação (4.22).
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Note que as linhas de ( )nΦ  correspondem aos vetores de transição de estado

( ) ( ) ( )TTT Knnn −−− ϕϕϕ  , ,2 ,1 !  do processo não-linear, os quais resultam

respectivamente da aplicação dos vetores ( ) ( ) ( )Knununu −−−   , ,2  ,1 !  à entrada da rede

RBF.  Note também, da transformação (4.20), que o k-ésimo componente do vetor

( ) Kn ℜ∈−δϕ , δ  arbitrário, tende para o valor máximo 1.0 à medida em que o vetor

( ) Mnu ℜ∈−δ  aplicado à entrada da rede RBF tende para o vetor de estado kt  da k-ésima

função de base radial. Portanto, (4.20) é uma transformação não-linear de KM ℜ→ℜ  que

mede o quanto o desenrolar temporal momentâneo da série S  se relaciona com os K estados

básicos do processo à ela associado.
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Para um vetor de pesos sinápticos arbitrário aww = , o conjunto de saídas ou o vetor

de saídas ( )ny  para Φ(n)     dado é obtido por

( ) ( ) awnny  . Φ= (4.23)

com

( ) ( ) ( ) ( )[ ]T Knynynyny −−−=     2  1 ! (4.24)

onde ( ) ( ) ( )Knynyny −−−  ,,2 ,1 !  são as saídas da rede RBF com respeito aos vetores de

entrada ( ) ( ) ( )Knununu −−−   ,,2  ,1 !  associados ao desenrolar temporal momentâneo da

série S, sendo dados o vetor de pesos sinápticos arbitrário aww =  e a matriz de estados

( )  nΦ .

Vamos supor que ( ) ( )ndny = , onde ( )nd  é o vetor de saídas desejadas definido por

( ) ( ) ( ) ( )[ ]TKnununund 1     1   +−−= !  conforme construção mostrada na Figura 4.4, de tal

forma que
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(4.25)

Observe-se que cada elemento em ( )nd  é o elemento que se coloca uma posição à

frente na série S, com respeito ao vetor de entrada que gerou o correspondente vetor de

transição de estado não-linear em  Φ . Por exemplo, a primeira linha de  Φ na Equação
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(4.25) é o vetor de transição de estado não-linear ( )Tn 1−ϕ  que resulta da aplicação do

vetor ( )1−nu  à entrada da rede neural. A saída desejada correspondente a este vetor de

entrada é o elemento ( )nu  de ( )nd , que se encontra uma posição à frente na série S, com

respeito ao vetor ( )1−nu , conforme pode ser observado na Figura 4.4.

Portanto, através da transformação linear definida pelo vetor de pesos sinápticos

( ) Knw ℜ∈  e através da transformação não-linear definida pela matriz ( )nΦ , a Equação

(4.25) implicitamente relaciona cada vetor ( )1−− knu  formado da janela )(np ,

1,,1,0 −= Kk ! ,  com o elemento ( )knu −  de S,  sendo ( )knu −  o elemento que está

localizado na série S uma posição à frente do vetor ( )1−− knu . Assim,  uma vez

determinado, ( )nw   conterá informação de como se efetua a transição partindo dos estados

prévios do processo de S até o próximo elemento de S imediatamente adiante ao respectivo

vetor ( )1−− knu  representativo do desenrolar temporal momentâneo de S . É importante

ressaltar que a informação de transição em ( )nw  é resultante de uma transformação

não-linear KM ℜ→ℜ , e, em conseqüência disto, é uma informação que envolve as

estatísticas de ordem superior do processo de S . Em função disto,  o método de predição

não-linear aqui apresentado é potencialmente mais capaz de captar as “sutilezas

estatísticas” do processo estocástico subjacente em S do que o método de predição linear

baseado em estatísticas de segunda ordem visto no Capítulo 3. A obtenção de ( )nw  é

definida pela Equação (4.26).

( ) ( ) ( )ndnnw   1−=Φ (4.26)

Nesta tese, a inversa da matriz  Φ é obtida pela pseudo-inversão matricial de

Moore-Penrose [50], através de decomposição em valores singulares – SVD – conforme

descrito no Apêndice A.  Embora a SVD minimize o problema da eventual singularidade de

 Φ e,  embora toda a série temporal seja normalizada para o intervalo ]1,1[− , antes de

qualquer procedimento, por precaução, adiciona-se o valor 9101 −×  à diagonal principal de



52

 Φ , como um parâmetro de regularização [50], visando auxiliar o tratamento das

singularidades da matriz  Φ .

Vamos agora efetuar o processo de predição propriamente dito. Uma vez obtido

( )nw  de (4.26), aplica-se o vetor  ( ) ( ) ( ) ( )[ ]TMnunununu 1  , ,1  , +−−= ! à entrada da rede

neural. O vetor peso sináptico ( )nw  obtido de (4.26) armazena informação de como ocorre

a transição “estados prévios→próximo elemento” dado o vetor de entrada que descreve o

desenrolar temporal momentâneo da série S. Como, por definição, uma variável de estado

não sofre alteração para uma variação pequena no sistema por ela descrito [8], assume-se

que os vetores de estado kt  do processo de S não sofram uma mudança significativa uma

posição à frente em S. Assim, a saída da rede neural ( )ny  ao vetor de entrada

( ) ( ) ( ) ( )[ ]TMnunununu 1     1   +−−= !  será uma estimativa ( )1ˆ +nu  ou predição da

amostra ( )1+nu , dada pela Equação (4.27) com base em (4.15):
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Em outras palavras, se está implicitamente deslizando a matriz  Φ  uma posição à

frente ao longo de S, assumindo que os estados armazenados em  Φ  permanecem

inalterados e usando-se a informação de transição armazenada em w  para estimar o

próximo elemento em S, a partir dos estados definidos em  Φ  . Obviamente, K deve ser

grande o suficiente para que  Φ possa armazenar todos os estados significativos. Da mesma

forma, a dimensão M dos vetores de estado do processo de S  deve ser suficientemente

grande para representar os estados significativos do processo.

Esta técnica de predição não-linear através de redes neurais artificiais do tipo RBF

com atribuição de centros definida pela Equação (4.18) doravante será referida como

predição com base na Atribuição Padrão dos Centros (APC).
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4.2.1 Resultados Experimentais

Nesta seção são apresentados os resultados obtidos para a predição não-linear

através da heurística APC da série Chaotic_LASER, com  1000=tN  amostras, descrita na

Seção 2.2.

Foi adotada ordem de predição 11=M  e 8=K  vetores centros, necessitando

portanto, de 19=+= MKN  amostras conhecidas, anteriores à amostra ( )1+nu  que se

deseja predizer. Para o Fator de Variância utilizou-se 0.1=ξ . O valor obtido para o Erro

Médio Quadrático Normalizado final, conforme Equação (3.21), é 0.096)1NMSE( =−tN .

Figura 4.5: Série Chaotic_LASER – Predição não-linear através da heurística APC com
11=M , 8=K  e 19=N . 0.096)1NMSE( =−tN .

Para efeito de comparação do desempenho de predição da técnica APC,

utilizaremos a predição linear descrita no Capítulo 3. Por coerência com a ordem de
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predição utilizada na predição por APC, a estimativa predita ( )1ˆ +nu  é expressa como uma

combinação linear de 11 amostras prévias, isto é, com ordem de predição 11=M . Os

valores para os coeficientes que ponderam tal combinação linear, obtidos através de (3.19),

são 0.6896140 -W = , 0.5458371 =W , 0.206001 2 -W = ,  0.1441793 =W , 0.1094384 -W = ,

0.0541555 =W , 0.4027166 -W = ,  0.3349687 -W = , 0.2217938 =W , 0.2480859 -W =  e

 0.036586610 =W . Utilizando estes coeficientes no filtro FIR da Figura 3.1, o NMSE final

resultante, conforme Equação (3.21),  é  0.213)1NMSE( =−tN . A Figura 3.2 apresenta o

resultado da predição linear para a série Chaotic_LASER.

Figura 4.6: Série Chaotic_LASER – Predição Linear – 11=M . 0.213)1NMSE( =−tN

Experimentou-se a predição linear da série Chaotic_LASER com o dobro da ordem

de predição utilizada na predição por APC, isto é, 22=M .
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Os valores dos coeficientes obtidos através de (3.19) são 0.6707620 -W = ,

0.5458371 =W , 0.2530922 -W = ,  0.1986923 =W , 0.07047544 -W = , 0.1292635 =W ,

0.3559026 -W = ,  0.5103827 -W = ,  0.2775628 =W ,  0.303349 -W = ,  0.21795510 =W ,

0.16136211 -W = , 0.09236212 =W ,  0.18957513 -W = , 0.040865714 =W , 0.16201115 =W ,

0.10937516 -W = , 0.027698817 =W , 0.096930618 -W = , 0.026015819 =W ,

0.087189820 -W =  e  0.10125821 =W .

O resultado da predição linear para este caso é mostrado na Figura 4.7 e o NMSE

final resultante, conforme Equação (3.21),  é  0.185)1NMSE( =−tN .

Figura 4.7: Série Chaotic_LASER – Predição Linear – 22=M . 0.185)1NMSE( =−tN .

Observe que, mesmo com o dobro da ordem de predição utilizada na heurística APC, a

predição linear resulta em um NMSE final quase duas vezes maior. A diferença de

performance entre a predição linear e a heurística não-linear APC fica ainda mais evidente
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se lembrarmos que a heurística APC necessita, neste caso, para efetuar a predição, de

apenas 19=N  amostras prévias conhecidas, contidas na janela de predição ( )np . Já a

predição linear precisa conhecer todas as 1000=tN  amostras da série Chaotic_LASER

para montar a matriz de correlação R , expressa em (3.13).  Neste sentido, para uma ordem

de predição 11=M , pode-se dizer que a heurística APC obtém um NMSE final 0.096 com

uma janela de predição com apenas 19 amostras prévias conhecidas, enquanto que a

predição linear obtém um NMSE final de 0.213 necessitando, para isso, uma janela de

predição equivalente às 1000 amostras prévias conhecidas – todas as amostras da série.
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Capítulo 5

Predição Não-Linear de Séries Temporais por
Decomposição em Componentes Principais

No capítulo anterior foi apresentada a técnica clássica APC de predição não-linear

através de redes neurais artificiais do tipo RBF, na qual a série temporal S é vista como um

processo não-linear que possui uma matriz de transição de estados  Φ  associada. Esta

matriz de transição de estados é representada pela rede neural RBF, a qual é interpretada

como um filtro não-linear com matriz de transição definida por  Φ  .

Na técnica APC, a matriz de estado Φ  armazena informação de transição com

relação aos estados básicos do processo associado ao desenrolar temporal de S, tendo como

referência o conjunto de vetores kt  centro das funções de base radial, 1,,1,0 −= Kk ! ,

vetores que definem os K estados do processo. Os centros das funções de base radial são

vetores formados a partir do conjunto U  de vetores em Mℜ , M é a ordem de predição,

tomados seqüencialmente da janela de predição )(np  na série temporal em progressão. A

técnica de predição APC, portanto, não aplica nenhuma transformação ao conjunto U  de

vetores formados de )(np  a serem atribuídos aos respectivos centros, no sentido de

explorar as características estocásticas de U .

No entanto, é desejável que os vetores de estado kt  detenham o máximo de

informação significativa sobre o comportamento histórico do processo associado à S, de

forma a representar o desenrolar temporal de S  com a maior fidelidade possível.

Uma possível abordagem neste sentido é explorar as regiões de maior freqüência de

ocorrência dos vetores de U  e sua localização no espaço Mℜ . Para este fim, obtém-se K

vetores kt  tal que definam as coordenadas centrais de K agrupamentos de vetores, cada

agrupamento formado por vetores com coordenadas semelhantes no conjunto U . Em
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outras palavras, se considerarmos que a ponta de cada vetor de U  define as coordenadas de

um ponto em Mℜ , os K vetores kt  definem as coordenadas centrais de K nuvens de pontos

em Mℜ , sendo a k-ésima nuvem determinada pelo k-ésimo agrupamento de vetores com

coordenadas semelhantes no conjunto U .  A idéia aqui é obter as coordenadas centrais das

nuvens de pontos em Mℜ , cada nuvem definida pelo agrupamento de vetores em U

formado por vetores que ocorrem mais freqüentemente ao longo do desenrolar da série S e

simultaneamente cujas coordenadas sejam aproximadamente semelhantes às do centro do

respectivo agrupamento.

Um possível critério para a determinação dos centros das nuvens de pontos em
Mℜ associadas à distribuição dos vetores de U  é o algoritmo k-means, já descrito no

capítulo anterior. O algoritmo k-means computa K coordenadas, cada uma delas definindo o

centro de uma região no espaço Mℜ  na qual os vetores de U  apresentam alta freqüência de

ocorrência e alta semelhança entre suas coordenadas. Uma tal região é  denominada de

cluster [11]. O número K de clusters é determinado por experimentação, por estar

estreitamente associado à natureza dos dados. Ainda que esta técnica obtenha as

coordenadas centrais dos clusters de vetores de U  que ocorrem mais freqüentemente na

janela )(np , ela não utiliza informação de correlação a respeito do processo estocástico

subjacente associado à S.  Isto ocorre porque o algoritmo k-means  busca os centros de

forma localizada na janela )(np , sem levar em consideração os modos de variação próprios

do processo estocástico subjacente [34][37], isto é, sem levar em consideração as causas

“escondidas” no processo subjacente que resultaram na ocorrência de um particular

conjunto de vetores obtidos de )(np .

A nova técnica de determinação dos centros kt  por decomposição do espaço de

dados em componentes principais − ou, conforme denominamos, Decomposição em Sub-

Espaços (DSE) − proposta nesta tese possibilita que os estados representados pelos centros

kt  detenham o máximo de informação significativa sobre o comportamento histórico do

processo associado à S, de forma que os estados assim obtidos refiram-se ao processo como
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um todo e não mais de forma localizada na janela )(np , como acontece com o algoritmo

k-means, ou como acontece com a técnica APC.

Neste capítulo é descrita a técnica de predição não-linear com base na

decomposição em sub-espaços. Inicialmente é apresentada a técnica para obtenção das

coordenadas dos centros de conjuntos de vetores por DSE, através da KLT. Após a

explicação teórica é apresentada uma comparação entre a determinação dos centros via

algoritmo k-means e via DSE. Na seqüência do capítulo é desenvolvida a predição

não-linear propriamente dita e é apresentado o critério adaptativo para atualização do fator

de variância. Finalizando o capítulo, é apresentada uma possível solução para o problema

de encontrar a arquitetura da rede RBF mais apta a acompanhar não-estacionariedades

presentes em muitas séries temporais. As diversas etapas do algoritmo são acompanhadas

de exemplos ilustrativos das técnicas descritas.

5.1 Atribuição dos Centros de Redes RBF para Predição
Não-Linear através de Decomposição em Componentes
Principais

Em trabalhos prévios [34][35][37] estudou-se a Transformada Karhunen-Loève

(KLT) para análise dos componentes principais, ou sub-espaços, de um conjunto de dados.

O Apêndice B desta tese descreve a KLT no contexto de Decomposição em Sub-Espaços.

A decomposição em sub-espaços provisionada pela KLT consiste em obter o

conjunto de M auto-vetores e auto-valores da matriz de covariância C  do conjunto U  de

média zero, composto por L vetores de dados M
iu ℜ∈ , 1,,1,0 −= Li ! . A restrição de que o

conjunto U  apresente média vetorial  Mℜ∈0  é transparente a nível de procedimento, já

que o vetor média pode ser restaurado ao final. O conjunto de M auto-vetores M
me ℜ∈

obtido pela KLT, 1 , ,1 ,0 −= Mm ! , define uma base de vetores ortonormais em Mℜ  e,
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portanto, define um conjunto de M eixos ortogonais Cartesianos. A coordenada de origem

deste sistema Cartesiano é a coordenada de origem dos vetores da base ortonormal definida

pelo conjunto de M auto-vetores me . Como a média do conjunto U  é assumida zero, a

coordenada de origem do sistema  Cartesiano é Mℜ∈0 .  Ao projetar o conjunto original de

vetores M
iu ℜ∈  sobre o m-ésimo eixo Cartesiano, a variância do conjunto projetado – ou

variância do sub-espaço – é dada pelo m-ésimo auto-valor mλ . Ainda, a variância do

conjunto U  é igual à soma das variâncias das projeções de U [37]. Isto é, a média do

quadrado da norma Euclidiana dos vetores de U  é igual à soma dos M auto-valores mλ ,

onde mλ  equivale à média do quadrado da norma Euclidiana da projeção dos vetores

M
iu ℜ∈  sobre o m-ésimo eixo.

A título de interpretação da KLT, se quiséssemos obter a KLT através de um

processo manual e experimental, tomaríamos um vetor arbitrário de módulo unitário
Me ℜ∈ com origem em Mℜ∈0 , o qual definiria uma direção arbitrária em que o conjunto

U  de vetores M
iu ℜ∈ de dados seria projetado. Projetaríamos, então, a totalidade do

conjunto U  sobre a direção dada por e e mediríamos a variância λ  da projeção. Após

tentarmos todas as direções possíveis no espaço Mℜ , haverá uma direção dada por e na

qual é obtida a maior variância 0λ . O vetor e que define tal direção é igual ao auto-vetor 0e

associado ao maior auto-valor, obtidos pela KLT, com valor do maior auto-valor dado por

0λ . O processo é repetido novamente para a obtenção do segundo maior auto-valor 1λ ,

com a restrição de que a busca da direção de maior variância em Mℜ seja feita em direções

ortogonais à do auto-vetor 0e  associado ao maior auto-valor 0λ , recém determinados. A

busca da direção de maior variância em Mℜ para obtenção do terceiro maior auto-valor 2λ

é feita com a restrição de que as direções testadas sejam ortogonais às direções dos dois

auto-vetores 0e  e 1e  associados aos maiores auto-valores 0λ  e 1λ  previamente

encontrados. E assim prosseguiríamos neste processo recursivo até que os M auto-valores e

auto-vetores fossem determinados.
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Assim, como os sub-espaços obtidos pela KLT estão alinhados com as direções

ortogonais de maior variância possível no espaço original Mℜ , a KLT é considerada uma

transformação ótima no sentido do erro médio quadrático MSE [37][38][51] para efeito de

reconstrução do espaço original Mℜ  a partir de suas M projeções ou componentes

principais. Ou seja, o conjunto de M sub-espaços representa de maneira ótima, no sentido

do MSE, o conjunto U  de L vetores M
iu ℜ∈ , 1,,1,0 −= Li ! . Como vimos, os

sub-espaços obtidos pela KLT encontram-se alinhados com os eixos Cartesianos que

definem as direções de maior variância possíveis no espaço original Mℜ . Em

conseqüência, isto resulta em uma maior concentração de pontos definidos pelos vetores
M

iu ℜ∈  do espaço original nas vizinhanças dos eixos Cartesianos que definem cada

sub-espaço.

 Como o m-ésimo eixo Cartesiano define a m-ésima região em Mℜ  de maior

variância mλ , aqueles vetores cuja média do quadrado de suas normas Euclidianas é

próxima ao valor mλ  ( mλ  é a média do quadrado das normas Euclidianas das projeções

destes vetores sobre o m-ésimo eixo) caracterizarão um sub-conjunto de vetores do espaço
Mℜ  aproximadamente alinhados com o m-ésimo eixo.

Parte destes vetores estará aproximadamente congruente (i.e., alinhados no mesmo

sentido) com o m-ésimo semi-eixo positivo, e parte dos vetores estará aproximadamente

congruente com o m-ésimo semi-eixo negativo. Mas, independentemente do sentido

positivo ou negativo, a média do quadrado da norma  Euclidiana destes vetores será, em

maior ou menor grau, próxima ao valor mλ , grau que depende do quanto os vetores

alinham-se com o m-ésimo eixo Cartesiano. Adicionalmente, a média dos vetores que são

congruentes com o semi-eixo negativo tende a ser igual à média dos vetores que são

congruentes com o semi-eixo positivo, já que U  apresenta média vetorial  Mℜ∈0 . Assim,

deve-se esperar um certo equilíbrio entre os vetores alinhados com cada um dos dois

semi-eixos.
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Portanto, o  m-ésimo sub-espaço identifica uma nuvem de pontos em Mℜ  nas

vizinhanças do m-ésimo eixo Cartesiano, com coordenada de cada ponto definida pelo

respectivo vetor  M
iu ℜ∈ do conjunto U  nas vizinhanças do m-ésimo eixo. Como a média

do quadrado da norma  Euclidiana dos vetores associados a estes pontos tende em maior ou

menor grau para mλ ,  a norma – ou distância – Euclidiana média destes pontos à origem

aproxima-se do valor mλ .

Ao projetar a totalidade dos vetores M
iu ℜ∈ do conjunto U  sobre o m-ésimo eixo

Cartesiano definido por me , a variância do conjunto projetado, ou variância do sub-espaço,

é dada pelo m-ésimo auto-valor mλ . Conforme visto, haverá uma nuvem de pontos nas

vizinhanças do m-ésimo eixo Cartesiano, com distância Euclidiana média destes pontos à

origem aproximada por mλ . As coordenadas do centro geométrico dos pontos da m-ésima

nuvem é a origem Mℜ∈0 , mas,  como existe equilíbrio entre os pontos projetados nos dois

semi-eixos Cartesianos ( por U  apresentar média vetorial Mℜ∈0  ), isto implica que a

m-ésima nuvem resulta em dois clusters, i.e., duas regiões de maior concentração dos

pontos que se desviam da origem – uma com coordenada central dada por mmm
e λ⋅=ψ  e

a outra com coordenada  central dada por mmm
e λ⋅−='ψ .

Por exemplo, seja o conjunto U  de 6=L  vetores 2ℜ∈iu , 1,,1,0 −= Li ! , de

média zero definido por 
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Note que a variância do conjunto U  é 10
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2  é a norma Euclidiana do vetor Mu ℜ∈  [8].

Figura 5.1: Conjunto U , auto-vetores escalonados 
0
ψ  e 

1
ψ   e os eixos Cartesianos por

eles definidos.
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A Tabela 5.1 mostra a valor da projeção de cada vetor 2ℜ∈iu  do conjunto U

sobre os eixos Cartesianos definidos por 0e  e 1e .

i 0eu T
i ⋅ 1eu T

i ⋅
0 -1.142 -0.07
1 -1.107 0.135
2 -0.902 -0.065
3 0.953 -0.099
4 1.234 0.04
5 0.964 0.059

Tabela 5.1: Projeções de U  sobre os eixos Cartesianos definidos por 0e  e 1e .

Observe que, como os auto-vetores 0e  e 1e  têm norma unitária e são adimensionais

[8], o valor absoluto da projeção de cada 2ℜ∈iu  sobre cada eixo define a norma

Euclidiana da i-ésima projeção. Note ainda que as variâncias das projeções de U  resultam

em ( ) 0

1

0

2

0 118.11 λ==⋅∑
−

=

L

i

T
i eu

L
  e que ( ) 1

3
1

0

2

1 10035.71 λ=×=⋅ −
−

=
∑
L

i

T
i eu

L
. Portanto, a

variância do conjunto projetado, ou variância do sub-espaço, é dada pelo m-ésimo

auto-valor mλ . Ainda, a distância Euclidiana média dos vetores da m-ésima projeção à

origem, ∑
−

=

⋅
1

0

1 L

i
m

T
i eu

L
, pode ser aproximada por ( ) m

L

i
m

T
i eu

L
λ=⋅∑

−

=

1

0

21 . No caso,

∑
−

=

=⋅
1

0
0 051.11 L

i

T
i eu

L
 para 057.10 =λ   e ∑

−

=

=⋅
1

0
1 078.01 L

i

T
i eu

L
 para  083.01 =λ .

Na técnica de predição não-linear via DSE apresentada nesta tese, o conjunto de

vetores centro kt  das funções de base radial da rede RBF é obtido dos auto-vetores

escalonados mmm
e λ⋅=ψ , isto é 

kkt ψ= .  Os centros 
kkt '' ψ= , simétricos aos centros

kkt ψ= , que seriam obtidos das coordenadas dadas por mmm
e λ⋅−='ψ  não são

considerados. Tal procedimento – confirmado por resultados experimentais – é justificado

quando se insere a DSE no contexto temporal de predição.  Primeiramente, note que os
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centros 
k
ψ  assim determinados resultam dos auto-vetores e auto-valores da matriz de

covariância C  do conjunto U  de vetores. No contexto de predição do elemento )( 1+nu  da

série temporal  S , os vetores M
iu ℜ∈  de U  são obtidos da janela de predição )(np .

Portanto, a  matriz de covariância C  acumula informação de correlação temporal entre os

vetores M
iu ℜ∈ .  Desta maneira, cada  sub-espaço de U  representa uma nuvem de pontos

em Mℜ  com alta correlação temporal entre si. Se considerarmos também como centros

aqueles definidos por  
kkt '' ψ= , além dos definidos por 

kkt ψ= , estaremos definindo duas

funções de base radial para caracterizar a mesma região de alta correlação em Mℜ .

Portanto estaríamos usando duas bases, que no contexto de extrapolação por redes RBF

deveriam representar duas classes independentes, para representar pontos em Mℜ  de

“mesma espécie” sob o ponto de vista de correlação temporal.  Experimentalmente, muito

embora o erro de aproximação em )(np  algumas vezes tenha sido reduzido, a grande

maioria das vezes em que se usou os centros 
kkt '' ψ=  além dos centros 

kkt ψ= , o erro de

predição permaneceu praticamente inalterado ou aumentou.  Até porque, como veremos a

seguir, quando consideramos as coordenadas 
k
ψ  no espaço Mℜ , e não somente no

m-ésimo sub-espaço unidimensional, elas acabam por definir centros de nuvens de pontos

sob um posto de vista global em Mℜ .

Sejam os M auto-valores do conjunto de vetores U  definidos por

{ }1−10 Mp λλλλ ,,,,, !!  com respectivos auto-vetores  definidos por  { }1−10 Mp eeee ,,,,, !! ,

M
me ℜ∈ , 1 , ,1 ,0 −= Mm ! , tal que 1−2−1−10 >>>>>>> MMpp λλλλλλ !! .  Sejam

duas nuvens quaisquer pa  e 1−pa  de pontos em  Mℜ  que se concentram nas vizinhanças

das direções definidas respectivamente por pe  e 1−pe .  Ambas as nuvens possuem centro

geométrico na origem Mℜ∈0 . A largura da região ocupada em Mℜ  pela nuvem 1−pa  é

1−2 pλ   que é maior que a largura pλ2  da região ocupada em Mℜ  pela nuvem pa . A

coordenada 1−1−1−
⋅= ppp

e λψ  define o centro de um dos dois clusters de maior
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concentração de pontos da nuvem 1−pa .  Cada cluster da nuvem 1−pa  tem seus pontos

concentrados respectivamente nas vizinhanças dos semi-eixos positivo e negativo

pertencentes ao eixo definido por 1−pe . O vetor  ppp
e λ⋅=ψ  é ortogonal à direção ao

longo da qual a nuvem 1−pa  se espalha e a distância Euclidiana pλ , medida da

coordenada 
p
ψ  até a origem Mℜ∈0 , é menor do que a largura 1−2 pλ  da região ocupada

em Mℜ  pela nuvem 1−pa .  Portanto, as coordenadas do ponto dado por 
p
ψ  não só

distanciam-se igualmente dos centros dos dois clusters da nuvem 1−pa ,  como encontram-se

próximas ao centro geométrico da nuvem 1−pa .

Assim, as coordenadas 
p
ψ  podem ser consideradas como um centro em Mℜ  para

os pontos da nuvem 1−pa , a menos de um pequeno desvio à origem Mℜ∈0  dado por pλ

– pequeno com relação à largura 1−2 pλ  da nuvem 1−pa . Tanto mais essa interpretação

será válida quanto maior for 1−pλ  com relação a pλ . Note que, sob esta definição, a

coordenada 000
⋅= λeψ  poderia ser interpretada como um centro em Mℜ  para os pontos

de uma nuvem 1−a  em 1+ℜM  projetada sobre Mℜ , a qual apresentaria concentração de

pontos nas vizinhanças de uma direção ortogonal a todos os vetores { }1−10 Mp eeee ,,,,, !! ,

com largura da região ocupada por 1−a  em 1+ℜM  maior que 02 λ . Se esta interpretação

soa um tanto “esotérica”, podemos simplesmente considerar a coordenada 
0
ψ  apenas como

o centro de um dos dois clusters de maior concentração de pontos da nuvem 0a .

 É interessante observar que, experimentalmente, ao se remover a função de base

radial com vetor centro definido por 
0
ψ , deixando somente as demais, cujos vetores centro

possuem normas menores, o erro de predição de uma rede RBF para a predição da série

temporal S aumenta significativamente na grande maioria dos casos.  Sob o ponto de vista

da interpretação baseada em uma nuvem 1−a  em 1+ℜM ,  fica experimentalmente implícito

que os pontos desta nuvem contribuem na caracterização do processo associado à  S,  já que
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a remoção do centro 
0
ψ  que representa a coordenada central da nuvem 1−a  em 1+ℜM

aumenta o erro de predição da série S.  Sob o ponto de vista de que a coordenada 
0
ψ

representa apenas o centro de um dos dois clusters da nuvem 0a  diríamos que,

experimentalmente, os pontos de um destes dois clusters  contribuem na caracterização do

processo associado à S,  já que a remoção do centro 
0
ψ  que representa a coordenada central

de um dos clusters da nuvem 0a  aumenta o erro de predição da série S.

É claro que o centro geométrico de todas as M nuvens no espaço Mℜ , obtidas por

DSE do conjunto U , localiza-se em Mℜ∈0 , coordenada que representa o vetor média do

conjunto U . Mas, justamente por isto, esta coordenada é inútil para localização dos centros

das funções de base radial da rede RBF com vistas à predição da série temporal S. Primeiro

porque esta coordenada é única e estaríamos limitando a rede RBF a ter um só centro. E,

segundo, porque a predição seria feita com base na média – um estimador muito pobre do

processo associado à série S.  Isto não acontece quando os centros das M funções de base

radial são definidos pelos auto-vetores escalonados mmm
e λ⋅=ψ .  Os M sub-espaços

definidos pelos auto-vetores me  e auto-valores mλ  descrevem os M modos próprios de

variação temporal do processo associado à  S  em torno de sua média, e portanto contêm

muito mais informação sobre o desenrolar temporal do processo do que sua média contém.

Como todas as M nuvens definidas pelos M sub-espaços possuem centro geométrico em
Mℜ∈0 , a distinção entre as nuvens,  para efeito de definição de funções de base radial que

devam representar bases distintas para modos de variação temporal independentes, deverá

ser feita através de um conjunto de parâmetros que as identifiquem univocamente, não

importando o valor médio Mℜ∈0  comum a todas elas. Assim, em termos das coordenadas

dos centros das funções de base radial, o par de parâmetros ( )mm e,λ  que identifica o

m-ésimo modo de variação temporal do processo em torno de sua média traduz-se na

coordenada mmm
e λ⋅=ψ .
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Esta característica única da nova técnica de predição não-linear apresentada nesta

tese possibilita que os estados da série S sejam representados como um todo e não mais de

forma localizada no tempo, como através do algoritmo k-means, ou como através da técnica

APC.

5.1.1 DSE  para Obtenção dos Centros de um Conjunto de Vetores

Nesta seção a técnica DSE é definida com base na KLT.  Na Seção 5.2, esta técnica

será aplicada para a atribuição dos centros às funções de base radial de redes neurais

artificiais RBF.

Vimos que a atribuição de centros por DSE está associada ao conceito de norma

Euclidiana do sub-espaço.  Como a média do quadrado da norma Euclidiana dos vetores de

um conjunto Α  é associada ao conceito de variância ou energia média do conjunto é

instrutivo examinarmos como a distância Euclidiana se relaciona com o conceito de

desvio-padrão de um conjunto de escalares.

Seja um conjunto χ  de dados com L elementos escalares, definido pelos pontos

{ }ix , 1,,1,0 −= Li !  , representado por uma variável aleatória X, com média xµ , desvio

padrão xσ  estimado por

( )∑
−

=

−=
1

0

21 L

i
xix x

L
µσ ,

(5.1)

e variância 2
xσ . Os limites da probabilidade P de encontrar X fora de um intervalo

0  , >± kk xx σµ , podem ser determinados através da desigualdade de Tchebycheff [31],
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( )( ) 2

1
k

kXP xx ≤≥− σµ .
(5.2)

Note que (5.2) define um limite superior para a probabilidade de um ponto ix  do

conjunto χ  ter um valor que desvie da média xµ  por mais do que k  vezes o desvio padrão

xσ  da variável aleatória X.  Assim,  (5.2)  justifica o uso de xσ  como uma medida do raio

de espalhamento dos elementos de χ  ao redor de xµ , isto é, o raio que delimita a região de

χ  com centro em xµ  onde é  possível encontrar “a grande maioria” dos elementos de χ

que se desviam da média. A variância 2
xσ  é associada à média do quadrado da norma

Euclidiana dos elementos ix  do conjunto χ  com relação ao valor médio xµ  do conjunto.

Assim, o desvio padrão xσ  medirá a distância Euclidiana média dos pontos ix  com relação

ao valor médio xµ .  Portanto, de (5.1) e (5.2), pode-se esperar que nas vizinhanças de xσ

(ou de xσ− , já que 2
xx σσ ±= ) ocorra a maior concentração dos pontos do conjunto χ

que se caracterizem  por se desviar da média xµ .

Considere-se agora um conjunto Α  de vetores de dados, de média zero, composto

de L vetores M
ix ℜ∈ , 1,,1,0 −= Li ! , tal que { }110 ,,, −=Α Lxxx ! . Através da aplicação

da  KLT  ao  conjunto Α  obtém-se os componentes principais ou sub-espaços de Α , os

quais são as projeções do conjunto dos vetores de Α  sobre a direção definida por cada um

de seus M auto-vetores. A matriz de covariância  C   de Α  é obtida através de

T
i

L

i
i xx

L∑
−

=

⋅=
1

0
 1C

(5.3)

De acordo com a Transformação Karhunen-Loève (Apêndice B), os auto-valores e

auto-vetores da matriz de covariância C  são obtidos através da solução da Equação (5.4)

para mλ  e me ,

mmm e e   λ=C (5.4)
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onde me  são os auto-vetores da matriz C  e mλ  são os auto-valores associados a estes

auto-vetores, com 1,,1,0 −= Mm ! .

O  conjunto de M auto-vetores M
me ℜ∈  gerado pela KLT, obtidos da solução de

(5.4), forma uma base ortonormal para os M sub-espaços de Α , os quais, conforme

discutido anteriormente, definem nuvens de maior concentração de pontos em Mℜ .  O

m-ésimo auto-valor mλ  associado ao auto-vetor me  aproxima, conforme visto, a média do

quadrado da norma Euclidiana dos pontos da m-ésima nuvem à origem do sistema de M

eixos Cartesianos definido pela base ortonormal.

Assim, conforme discutido na Seção 5.1, estando os auto-valores mλ  ordenados tal

que seu valor decresça com o incremento do índice m, a DSE aproxima a coordenada

central em Mℜ  da nuvem 1−m  do conjunto Α  de vetores por

mmm e λ=Ψ (5.5)

onde  mλ  representa o desvio-padrão mσ  dos pontos obtidos pela projeção dos vetores de

Α  sobre o m-ésimo eixo Cartesiano.

5.1.2 Resultados Comparativos

Nesta seção são apresentados os resultados experimentais referentes à aplicação da

Decomposição em Sub-Espaços baseada na Transformada Karhunen-Loève para

determinação dos centros das M  nuvens de dados no espaço Mℜ , obtidas por DSE do

conjunto U  de vetores em Mℜ .

Para efeito de comparação são utilizados os resultados obtidos na determinação dos

centros através do algoritmo k-means, previamente discutido nesta tese.
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As Figuras 5.2, 5.3 e 5.4 apresentam resultados da determinação dos centros através

dos algoritmos k-means e DSE.

A Figura 5.2 mostra um conjunto U  de vetores em 2ℜ , de média zero, com dois

clusters de vetores A e B.  São também mostradas as coordenadas E0 e E1 definidas pelos

vetores oe 00 =Ψ λ  e 111 =Ψ e λ , onde 0e  e 1e   são os auto-vetores da matriz de

covariância de U  associados aos auto-valores 0λ  e 1λ . As coordenadas K0 e K1 são obtidas

através do aplicação do algoritmo k-means sobre o conjunto U . Note que o algoritmo

k-means  considera os clusters A e B como nuvens individuais e identifica seus centros

respectivamente como K0 and K1. A determinação dos centros através da DSE considera a

composição de clusters  A+B como uma nuvem com centro em E1 e considera o cluster A

como a outra nuvem com centro em E0.  Sob a interpretação de que a coordenada E0

aproxima a coordenada central em 2ℜ  de uma nuvem em 3ℜ ,  podemos visualizar esta

nuvem  em  3ℜ  como a composição de duas regiões tubulares de pontos em  3ℜ .  O eixo

de ambos os tubos é perpendicular ao plano da Figura 5.2. O centro da seção transversal de

um dos tubos é o centro do cluster A sendo o raio do tubo relacionado com a distância da

coordenada E1 à origem. O centro da seção transversal do outro tubo é o centro do cluster B

sendo o raio do tubo também relacionado com a distância da coordenada E1 à origem. Não

sabemos quanto os pontos se espalham ao longo dos tubos, acima e abaixo do plano da

Figura 5.2, apenas sabemos que eles se espalham por uma distância que é maior do que a

distância da coordenada E0 à origem.

Na Figura 5.3 o número de clusters de vetores é aumentado para três (A, B e C),

enquanto o número de centros permitido para o algoritmo k-means é mantido em dois.

Nesta nova situação, o algoritmo k-means considera a composição de clusters A+B como

uma nuvem com centro em K0 e o cluster C como a outra nuvem com centro em K1. A

determinação dos centros via DSE considera a composição de clusters A+B como uma

nuvem com centro em E0 e a composição de clusters A+B+C como a outra nuvem com

centro em E1.
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A Figura 5.4 apresenta quatro clusters de vetores (A, B, C e D) com dois centros

atribuídos pelo algoritmo k-means.  A DSE considera a composição de clusters A+B como

uma nuvem com centro em E0 e a composição de clusters A+B+C+D como uma nuvem

com centro em E1. O k-means considera a composição de clusters A+B como uma nuvem

com centro em K0 e a composição de clusters C+D como uma nuvem com centro em K1.

Note que, em todos os casos, a atribuição dos centros das nuvens de dados pela DSE

necessita, na média, um menor raio de alcance para poder acessar todos os pontos em U  do

que a atribuição dos centros através do algoritmo k-means. Este fato pode ser uma

vantagem na atribuição dos centros de redes RBF já que os centros atribuídos pela DSE

tendem  a ser  kernels  globais em U [11]. Portanto, o uso do algoritmo k-means para

atribuição dos centros, e em maior grau, a atribuição dos centros via técnica APC, tende a

gerar kernels  locais em U  [50].

Em contraste ao uso de kernels globais,  o uso de kernels locais como centro de

redes neurais RBF freqüentemente leva o sistema de equações que determina os pesos

sinápticos da rede a uma condição mais sobre-determinada, aumentando o erro de

aproximação da rede RBF.  A não-localidade geométrica dos centros obtidos pela DSE é

uma vantagem adicional e independente da já discutida não-localidade temporal resultante

da habilidade da DSE em captar a correlação de longo prazo do processo associado à série

S  através da eigen−decomposição da matriz de covariância de U , sendo U  o conjunto de

vetores formado de uma janela de predição definida sobre S.



73

Figura 5.2: Conjunto de vetores em 2ℜ , com dois clusters de vetores.
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Figura 5.3: Conjunto de vetores em 2ℜ , com três clusters de vetores.
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Figura 5.4: Conjunto de vetores em 2ℜ , com quatro clusters de vetores.
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5.1.3 O Efeito da Não-Localidade Geométrica dos Centros Obtidos
por DSE via KLT no Erro de Aproximação da Pseudo-
Inversão de Moore-Penrose

Conforme observado nos exemplos apresentados na seção anterior, a técnica DSE

situa os centros dos conjuntos de dados em coordenadas mais centrais em relação a todo o

conjunto de dados do que os centros obtidos pelo algoritmo k-means ou pela técnica APC.

Isto pode reduzir o erro de aproximação da pseudo-inversão matricial usada na

determinação do vetor de pesos sinápticos ( )nw   obtido no instante n com base na janela de

predição ( )np . Assim, o objetivo desta seção é comparar experimentalmente o erro de

aproximação de duas redes RBF,  ψR  e KR , com os centros das funções de base radial da

rede ψR  obtidos por DSE e com os centros das funções de base radial da rede KR  obtidos

pelo algoritmo k-means.

A Figura 5.5 representa uma função definida por 100 pontos representando a

transição linear de um patamar de 25 pontos no nível –1 para um patamar de 25 pontos no

nível +1, sendo adicionado ruído Gaussiano com desvio padrão 0.02 e média zero. Vamos

considerar esta função como modelo para uma janela de predição genérica ( )np , de

tamanho 100=N , definida no instante n sobre uma série temporal S. Esta suposição não

implica em perda de generalidade do modelo, já que uma série temporal nada mais é do que

uma sucessão de transições e sempre pode-se fazer o tamanho N da janela tal que esta seja

representativa de uma transição assim modelada. Por simplicidade, assume-se que o

conjunto U  de vetores formados de ( )np  são vetores em Mℜ , ,2=M  cujos pontos por

eles definidos em 2ℜ  são mostrados na Figura 5.6.

Os MK =  vetores centros 2
0

ℜ∈ψ  e 2
1

ℜ∈ψ , obtidos por DSE de U , são

respectivamente identificados pelas coordenadas E0 e E1 na Figura 5.6. Da mesma forma, os

K  vetores centros 2
0 ℜ∈K  e 2

1 ℜ∈K , obtidos pela aplicação do algoritmo k-means ao

conjunto U , são respectivamente identificados pelas coordenadas K0 e K1 na Figura 5.6.
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Figura 5.5: Modelo de transição para uma série temporal genérica.

Figura 5.6: Conjunto de vetores em 2ℜ  obtidos da janela de predição
e localização dos centros.
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O vetor de saídas desejadas comum a ambas as redes ψR  e KR  é dado por

( ) ( ) ( ) ( )[ ]TdNnununund 1     1   +−−= ! , sendo ( )inu − ,  1,,1,0 −= dNi ! , o elemento que

está localizado na série S uma posição à frente do vetor ( ) 21 ℜ∈−− inu  do conjunto U .

2−= NNd  é o número de vetores ( ) 21 ℜ∈−− inu  possíveis de serem definidos sobre a

janela ( )np , de forma que dois vetores consecutivos de U  estejam deslocados entre si da

distância temporal entre dois elementos de S.

A matriz ( )nΦ , no instante n em que é definida a janela ( )np  sobre S, é obtida de

( )













−−−−= 












2

, 1
22

1exp njinu
n

nji tΦ
σ

,    1,,1,0 −= dNi ! ,

1,,1,0 −= Kj !

(5.6)

onde    ⋅  é o operador que representa a norma Euclidiana do vetor argumento, e

( ) ( ) ( ){ }22   max ntntn ml −= ξσ ,    1,,1,0, −= Kml ! (5.7)

 sendo ξ  denominado Fator de Variância, o qual é obtido experimentalmente de forma a

minimizar o erro de aproximação obtido.

 Para  
jj ψt =   e  ψξξ =   em  (5.6)  e  (5.7)  obtemos a matriz ψΦ , representativa

da rede ψR  e, para jj Kt =  e Kξξ =  em (5.6) e (5.7) obtemos a matriz KΦ ,

representativa da rede KR .

Os vetores de pesos sinápticos ψw  e Kw , respectivos às redes RBF  ψR  e KR , são

obtidos através de

dw ⋅= +
ψψ Φ (5.8)
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dw ⋅= +
KK Φ (5.9)

onde { }+⋅   é o operador que representa a pseudo-inversa [50] de Moore-Penrose da matriz

argumento.

O erro médio quadrático respectivo às aproximações obtidas com as redes RBFs

ψR  e KR  é definido como

21
ψψψ Φ wd

N
MSE

d

⋅−=
(5.10)

21
KKK Φ wd

N
MSE

d

⋅−=
(5.11)

Variando-se o parâmetro ξ  em (5.7) determinou-se que, para o conjunto de vetores

U  da Figura 5.6, obtido da janela de predição ( )np  da Figura 5.5, os erros de

aproximação ψMSE  e KMSE  são minimizados respectivamente para 0.12=ψξ  e 0.7=Kξ .

Os valores obtidos para os erros de aproximação assim minimizados são 4106.8 −×=ψMSE

e  3104.1 −×=KMSE , resultando em uma razão entre os erros de aproximação

63.1=
ψ

K

MSE
MSE

.

Portanto,  a  rede RBF com atribuição de centros via algoritmo k-means resultou em

um erro de aproximação da janela ( )np  63% maior do que o erro obtido com a rede RBF

com atribuição de centros via DSE. É importante relembrar aqui que um erro de

aproximação baixo não significa que o erro de predição também o seja. Embora o erro de

predição dependa do erro de aproximação, o primeiro depende muito mais da capacidade da

rede RBF extrapolar temporalmente a janela de predição ( )np  do que depende do segundo.

Por exemplo, toda vez que se utilizou o algoritmo Gradiente Estocástico para

determinar os centros de uma RBF preditora de uma série S (aliás, sob um alto custo
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computacional resultante), o erro de aproximação obtido para cada janela ( )np  foi

baixíssimo (muito menor do que o usualmente obtido para a DSE e k-means), mas o erro de

predição resultante foi catastrófico. Isto pode ser interpretado da seguinte maneira: mesmo

quando “adere” perfeitamente aos pontos em ℜ  que antecipam o processo em Mℜ

associado à S para uma particular janela ( )np , a superfície não-linear que define o

mapeamento ℜ→ℜM  gerado pela rede RBF pode não representar fielmente os demais

pontos em ℜ  que antecipam o processo em Mℜ  fora de ( )np .

5.2 Predição Não-Linear através de Redes Neurais Artificiais
RBF com Determinação dos Centros por DSE via KLT

Esta seção define e apresenta detalhadamente o método de predição a um passo de

uma série temporal S, através de redes RBF com centros atribuídos por DSE.

Dada uma série temporal ( ) ( ){ }  ,1 ,0 !uuS = , a qualquer instante n o objetivo é

predizer a próxima amostra ( )1+nu  a uma janela de predição

( ) ( ) ( ) ( ){ }  ,1 , ,1 nunuNnunp −+−= !  de N  amostras prévias conhecidas  em S.

Com este objetivo em vista, são assumidas as seguintes condições:

1- Que exista um processo estocástico vetorial U , definido em Mℜ , associado ao

desenrolar temporal de S.

2-  Que o mapeamento não-linear ℜ∈→ℜ∈ℑ yMU:  gerado pela rede RBF seja capaz

de antecipar temporalmente, mediante o treino da rede RBF, o processo U  através do

valor obtido para y . No instante n, a antecipação temporal de U  consiste em y

aproximar a componente desconhecida do vetor de U que ocorre no instante 1+n .

3- Que, embora localizada no tempo, a janela ( )np  definida sobre S  tenha abrangência

suficiente para que os modos de variação básicos de U  possam ser representados via
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DSE. Portanto, o conjunto de vetores em Mℜ  formados de ( )np  será referido como o

próprio conjunto U  de vetores representativo do processo estocástico vetorial U

associado ao desenrolar temporal de S.

Para representação de U , a janela de predição ( )np  é estruturada em um conjunto

contendo todas as 1+−= MNL  seqüências distintas e consecutivas de M amostras

adjacentes, dispostas em ordem crescente de índice de ocorrência, de tal forma que duas

seqüências consecutivas representem duas sub-janelas de M amostras deslocadas entre si de

uma amostra.  O conjunto de vetores U  é então definido pelo conjunto de L vetores
M

iu ℜ∈ , 1,,1,0 −= Li ! , formado quando considera-se cada uma das L seqüências assim

obtidas de ( )np  como um vetor Mℜ dimensional.

Por exemplo, vamos supor que, no instante n, queiramos construir o conjunto U  de

L vetores M
iu ℜ∈ , 1,,1,0 −= Li ! , a partir de uma janela ( )np  de tamanho 1−+= MLN ,

objetivando prever o elemento ( )1+nu  imediatamente adiante de ( )np  em S.  Para tanto,

formamos de ( )np  os  L  vetores M
iu ℜ∈ , cada um contendo M amostras consecutivas em

( )np  tal que ( ) ( )inunui −= , isto é, ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 , ,2 ,1 , +−−−= Lnunununu !U  onde

( ) ( ) ( ) ( )[ ]TMinuinuinuinu 1    1  +−−−−−=− ! . A Figura 5.7 mostra uma janela ( )np

de tamanho 8=N  e o resultante conjunto U  de L vetores ( ) 3ℜ∈− inu  com

61=+−= MNL , 1,,1,0 −= Li ! , tal que ( ) ( ) ( ) ( ){ }5 , ,2 ,1 , −−−= nunununu !U .

No instante n, os centros das K funções de base radial da rede RBF, MK = , são

determinados pelas coordenadas kkk
e λ⋅=ψ , 1,,1,0 −= Kk ! ,  sendo kλ  e  ke

respectivamente os auto-valores  e auto-vetores da matriz de covariância C  do conjunto U

formado de ( )np .
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Figura 5.7: ( )np  e U  para  6=L  e 3=M .  Note que, em função da construção
gráfica adotada para facilitar a compreensão do método, os vetores ( )inu −  devem ser
lidos da direita para a esquerda nesta figura. Observe que ( )np  é formada por

81 =−+= MLN  amostras.

Para tal, primeiramente é calculado o vetor média do conjunto U , conforme

Equação (5.12).

( ) ( ) 1 1

0
∑
−

=

−=
L

i
inu

L
nu

(5.12)

A seguir, o conjunto U  é centralizado em torno de sua média, formando o conjunto

X  de vetores M
ix ℜ∈  dado por,

( ) ( ) ( ) ( )
 

   1   1 0    , -L,,,inuinuinxnxi !=−−=−= (5.13)

A matriz covariância ( )nC  é, então, determinada por
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( ) ( ) ( )  1 1

0
∑
−

=

−−=
L

i

Tinxinx
L

nC
(5.14)

sendo ( )nC  uma matriz de ordem [ ]MM × , conforme a Equação (5.15).

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
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(5.15)

Os M auto-valores e auto-vetores de ( )nC  são obtidos da solução da Equação 5.16

para ( )nλ m  e ( )nem .

( ) ( ) ( ) ( ) .1,...,1,0    ,   −== Mmnennen mmm λC (5.16)

A solução da Equação (5.16) para mλ  e me  no instante n apresenta elevado custo

computacional, se executada sem algum cuidado. Para resolver este problema aplica-se a

transformação de Householder [59] . Inicialmente, o algoritmo de Householder transforma

a matriz ( )nC , que é simétrica, à forma tridiagonal, através de ( )[ ]1−×MM

transformações. À matriz tridiagonal é aplicada uma transformação QL, resultando em uma

matriz ortogonal Q e uma matriz triangular inferior L. A matriz Q obtida é pré-multiplicada

pela matriz L e, novamente, a transformação QL é aplicada, resultando em novas matrizes

Q e L. O algoritmo assim procede, sucessivamente, até que um número suficiente de

transformações seja aplicado. Os auto-valores da matriz ( )nC  estarão, no final deste

processo, na diagonal principal da matriz L. Com esta técnica, em média, são necessárias

menos de duas iterações por auto-valor.

Da solução de (5.16) resultam os M auto-vetores ( ) ( ) ( )nenene M 110  ..., , , − , com

auto-valores associados ( ) ( ) ( )nnn M 110  ..., , , −λλλ , sendo ( ) ( )nn pp λλ  1 >− , 1,,2,1 −= Mp ! .
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Os vetores ( ) ( ) ( )nnen kkk
λ⋅=ψ  , 1,,1,0 −= Kk ! , com MK ≤ , são, então, atribuídos

aos K centros das funções de base radial da rede RBF.  Assim, os centros determinados por

DSE serão,

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )nenn

nenn

nenn

KKK- )1()1(1

111

000

 

, 

, 

−−=Ψ

=Ψ

=Ψ

λ

λ

λ

!

(5.17)

Em geral, o número K de centros é igual ao número M de sub-espaços de U . No

entanto, para séries temporais com superposição de ruído aproximadamente branco, uma

significativa melhora do erro de predição é obtida quando considera-se somente os maiores

auto-valores kλ  na formação dos centros  kkk
e λ⋅=ψ , fazendo-se  MK < . Isto ocorre

porque o ruído de baixa correlação é representado nos sub-espaços de menores

auto-valores, e sem uma função de base radial que a ele represente, resulta que a rede RBF

acaba por desconsiderar o ruído no processo de predição.

A Figura 5.8 apresenta a arquitetura da rede neural RBF utilizada na técnica de

predição por DSE. No instante n, a rede neural tem uma camada de entrada formada por M

nós, a qual recebe o vetor Mx ℜ∈  pertencente ao conjunto X  resultante da centralização

do conjunto U  em torno de sua média, e uma camada escondida formada por K neurônios

não-lineares. Portanto,  a rede assim estruturada representa K vetores de estado do processo

U com uma ordem de predição M .

O vetor M
k   ℜ∈Ψ  é o k-ésimo  vetor centro da rede RBF ou vetor de estado do

processo, kw  é o k-ésimo peso sináptico e 2σ  é a variância comum a todos os centros

Gaussianos, com  1,,1,0 −= Kk ! .
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Figura 5.8: Arquitetura da rede neural RBF para predição por DSE.

A k-ésima unidade escondida computa a distância entre o vetor centro M
k   ℜ∈Ψ  e

o vetor de entrada [ ]TMxxxx 110   ...    −= , distância que é utilizada como argumento do

mapeamento não-linear expresso por (5.18), resultando na saída kϕ  da referida unidade.

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 







Ψ−−= 2

2

1exp nnx
nn

n kk σξ
ϕ

(5.18)

onde ( )n2σ  é a variância e ξ  é o fator de variância (observe, na Equação (5.18), que o

fator ( )nξ  absorveu a constante 2, presente no denominador da função Gaussiana.). Este

último é inicializado com um valor constante initξ  e, como será visto na próxima seção

deste capítulo (Seção 5.2.1), é adaptativamente atualizado a cada instante n ao longo do

processo de predição, através do algoritmo LMS [50].
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O produto interno entre o vetor formado pelas saídas dos neurônios da camada

escondida [ ]TK 110       −= ϕϕϕϕ !  e o vetor de pesos da camada de saída

[ ]TKwwww 110       −= !  resulta na saída y da rede RBF, expressa na Equação (5.19).

wy T ⋅=ϕ (5.19)

O treino da rede neural RBF consiste especificamente na determinação dos pesos

sinápticos no instante n, os quais são obtidos a partir da aplicação de cada vetor

( ) ( ) ( ) ( )[ ]TMjnxjnxjnxjnx 1    1  +−−−−−=− !  do conjunto X  de vetores de treino,

1,,2,1 −= Lj ! , à camada de entrada da rede, exceto o vetor mais recente

( ) ( ) ( ) ( )[ ]TMnxnxnxnx 1    1  +−−= ! .

A cada vetor ( )jnx −  aplicado, obtém-se K valores ( )jnk −ϕ , 1,,1,0 −= Kk ! , na

saída da camada escondida, valores dados por (5.18). Estes K valores, organizados em

forma vetorial, definem o vetor de saída da camada escondida

( ) ( ) ( ) ( )[ ]TK jnjnjnjn −−−=− −110    ...      ϕϕϕϕ .  Assim, a matriz de transição ( )n Φ  da

rede RBF  pode ser definida como

( )

( )
( ) 




















−
−

+−

=

T

T

T

n
n

Ln

n

1
2

1

)(

ϕ
ϕ

ϕ
"

Φ

(5.20)

e o vetor de pesos sinápticos da camada de saída ( )nw  é dado por

( ) ( ) ( )ndnnw  +=Φ (5.21)

onde ( ) ( ) ( ) ( )[ ]TnxnxLnxnd   1    2 −+−= !  é o vetor saída-desejada e { }+⋅   é o operador

que representa a pseudo-inversa de Moore-Penrose da matriz argumento [50]. Note de

(5.20) que, como ( ) ( ) ( )ndnwn =⋅Φ , cada elemento do vetor
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( ) ( ) ( ) ( )[ ]TnxnxLnxnd   1    2 −+−= !  é associado à amostra que está uma posição à frente

na janela de predição ( )np  com respeito ao vetor ( )jnx − , 1,,2,1 −= Lj ! , vetor este que

deu origem à linha ( )Tjn −ϕ em ( )n Φ . Neste trabalho, conforme observado no Capítulo 4,

a operação de pseudo-inversão matricial é obtida por Decomposição em Valores

Singulares, a qual é discutida no Apêndice A.

Note que a matriz ( )n Φ  definida por (5.20) tem interpretação idêntica à da matriz

definida por (4.22), apenas a ordem das linhas ( )Tjn −ϕ  encontra-se invertida. Portanto, a

rede neural RBF com vetor de pesos sinápticos ( )nw  dado por (5.21) age como a matriz de

transição de um filtro não-linear. Assim, ao aplicar o mais recente vetor do conjunto de

treino ( ) ( ) ( ) ( )[ ]TMnxnxnxnx 1     1  +−−= !  à camada de entrada desta rede RBF, a sua

saída )(ny  será a estimativa ( )1ˆ +nx  da próxima amostra ( )1+nx , imediatamente adiante

de ( )nx .

 Ao restaurar o vetor média, o conjunto X  é transformado no conjunto original U

representativo do processo associado à série S.  Portanto, a estimativa ( )1ˆ +nu  da próxima

amostra ( )1+nu  a uma janela de predição ( ) ( ) ( ) ( ){ }  ,1 , ,1 nunuNnunp −+−= !  de N

amostras prévias conhecidas em  S  é dada por

( ) ( ) ( )nunynu 01ˆ +=+ (5.22)

onde ( )nu0  é o componente mais recente do vetor média ( )nu  e y(n) é a saída da rede

neural RBF para o vetor de entrada ( ) ( ) ( ) ( )[ ]TMnxnxnxnx 1     1  +−−= ! , definida por

( ) ( ) ( )nwnny T ⋅= ϕ (5.23)

com ( )nw  dado pela Equação (5.21).
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A totalidade da série temporal S é predita através de repetidos deslizamentos de

( )np  uma amostra adiante sobre S, isto é, repetidamente incrementando n de um e obtendo

a estimativa da próxima amostra, ( )1ˆ +nu .

Note que, na  predição a um passo de uma série temporal  S  através de redes neurais

RBF com centros atribuídos por DSE , o tipo de aprendizado utilizado na determinação dos

centros  é  Não-Supervisionado  enquanto que o aprendizado utilizado na determinação dos

pesos sinápticos é Supervisionado [51]. A variância dos centros é proporcional ao quadrado

da máxima norma Euclidiana entre eles, com constante de proporcionalidade dada pelo

Fator de Variância ξ . Quando ξ  é constante podemos dizer que a variância dos centros é

ajustada de modo Não-Supervisionado, mas quando ξ  é ajustado pelo algoritmo LMS,

conforme será visto na próxima seção, a variância dos centros será ajustada de modo

Supervisionado.

5.2.1 O Fator de Variância Adaptativo

Conforme já discutido em seções anteriores, um baixo erro de aproximação não

significa necessariamente um baixo erro de predição. Comprovamos experimentalmente

inúmeras vezes este comportamento da rede RBF como preditora a um passo de uma série

S, em especial quando se trata da variância atribuída aos centros. Na esperança de reduzir o

erro de predição de redes RBF com K centros determinados tanto por APC, k-means ou

DSE, experimentou-se atribuir variâncias distintas para cada centro, e ajustá-las através de

inúmeras iterações do algoritmo Gradiente Estocástico, dentro de cada janela ( )np ,

objetivando reduzir o erro de aproximação a cada n, conforme já visto na Seção 4.1.

Embora o erro de aproximação obtido para cada janela de predição ( )np  resultasse baixo, o

erro de predição era muito maior do que quando se utilizava uma única variância 2σ

comum a todos os centros, à qual era atribuído um valor proporcional ao quadrado da

máxima distância Euclidiana entre os vetores centros no instante n. Denominou-se Fator de
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Variância ξ  à constante de proporcionalidade que define, no instante n, a variância 2σ  a

partir do quadrado da máxima distância Euclidiana entre os centros.

No entanto, se um baixo erro de aproximação não significa necessariamente um

baixo erro de predição, um alto erro de aproximação quase sempre implica em um alto erro

de predição. Buscando uma melhora de desempenho neste sentido, observou-se que, ao

ajustar experimentalmente ξ  de forma a minimizar o erro de aproximação, obtinha-se uma

redução concomitante do erro de predição. Porém, a redução do erro de predição só era

observada quando ξ  era experimentalmente otimizado para uma dada série temporal S,

mas mantido constante ao longo do processo de predição de S, à medida que n varia. A

tentativa de utilizar o Gradiente Estocástico para atualizar ξ  a cada n através de inúmeras

iterações do algoritmo Gradiente Estocástico dentro de cada janela ( )np , visando reduzir o

erro de aproximação a cada n,  resultou em um erro de predição alto, embora menor do que

para o caso em que variâncias específicas são atribuídas para cada centro.

Na Seção 5.1.3  o Fator de Variância ξ  foi experimentalmente ajustado de forma a

minimizar o erro de aproximação obtido. A heurística de ajuste adotada naquela seção foi

simplesmente aplicar pequenas variações a partir de um valor inicial para ξ , ao longo de

um intervalo amplo de valores, e adotar aquele valor de ξ  que resulta no menor erro de

aproximação.

No contexto de predição a um passo da série temporal S com base em uma janela de

predição ( )np , poderíamos aplicar esta heurística, mas adotando aquele valor de ξ  que

resulta no menor erro de predição medido pelo )NMSE(n , dado por (3.21). Isto porque,

conforme experimentalmente observado, quando a variância 2σ  dos centros é definida pelo

fator de proporcionalidade ξ , a redução do erro de aproximação por otimização de ξ

implica na concomitante redução do erro de predição. Portanto, como ambos os erros

correlacionam-se através de ξ , o uso do )NMSE(n  como referência para a otimização

experimental de ξ  é não só possível como também aconselhável, já que o que se busca
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efetivamente é a redução do erro de predição e não a eventual redução do erro de

aproximação por janela ( )np .

 No entanto, esta heurística experimental para otimização de ξ  é proibitivamente

demorada para séries temporais longas. Assim, é desejável uma abordagem em que o ajuste

de ξ  seja executado com base no gradiente de descida de alguma função de custo que dê a

medida do erro de predição, sujeito à restrição de que o valor de ξ  deve ser mantido o

máximo possível constante ao longo do processo de predição S , à medida que n varia.

Uma possível aproximação para esta abordagem é iniciar a predição de S com um

valor inicial initξ  para o Fator de Variância ξ . A cada n é computado o )NMSE(n , dado

por (3.21). Se, a um dado n, maxNMSE)NMSE( >n  o algoritmo LMS [50] entra em ação

para otimizar ξ  até que minNMSE)NMSE( ≤n , sendo maxNMSE  e minNMSE

limiares arbitrários e experimentais, ou até que a razão de redução de )NMSE(n  torne-se

insignificante. Como o denominador de (3.21) cresce com  n, o )NMSE(n  tende a ser

maior para as primeiras janelas de predição ( )np . Portanto, o limiar maxNMSE  tende a

ser ultrapassado somente durante o início do processo de predição S . Se initξ  é tal que

maxNMSE)NMSE( >n , o algoritmo LMS ajustará ξ  para que durante as primeiras

janelas de predição ( )np  o )NMSE(n  seja minimizado. Após este intervalo inicial de

ajuste, ξ  tende a permanecer inalterado ao longo do resto do processo de predição de S.

Assim fica obedecida a restrição de que ξ  seja mantido o máximo possível constante à

medida que n varia.  Como o )NMSE(n  é cumulativo,  o valor de ξ  que  minimiza o

)NMSE(n  para os instantes n iniciais tenderá a ser o mesmo para os instantes n finais da

série S.

Especificamente, dado ( )np  e os resultantes centros ( )n
k
ψ , o vetor de pesos

sinápticos é obtido por ( ) ( ) ( )ndnnw +=Φ , sendo ( )n Φ  calculada com base em ( )nξ .

Determinada a estimativa da próxima amostra ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nunwnnunynu T
001ˆ +⋅=+=+ ϕ ,

testa-se se maxNMSE)NMSE( >n . Se o resultado do teste é verdadeiro, o algoritmo LMS
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otimiza ( )nξ  objetivando minimizar o )NMSE(n . Observe, porém, que durante o processo

de otimização de ( )nξ  os centros ( )n
k
ψ  são mantidos constantes, pois não dependem de

( )nξ . O vetor de pesos sinápticos ( )nw , ao contrário, é considerado uma variável ao longo

do processo, por depender de ξ .  O valor ( )nOTIMOξ  resultante da otimização de ( )nξ  no

instante n é utilizado no instante 1+n  para definir o Fator de Variância ( )1+nξ  tal que

( ) ( )nn OTIMOξξ =+1 , presumindo-se que, uma vez que ( )nOTIMOξ  minimiza )NMSE(n  para

( )np , também minimizará )1NMSE( +n  para ( )1+np .

O desenvolvimento que segue apresenta a derivação do procedimento recursivo

adotado para otimizar ( )nξ , no instante n, objetivando minimizar maxNMSE)NMSE( >n .

Considere-se a rede neural RBF descrita anteriormente na Seção 5.2, com saída definida

por

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
−

= 
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,

2 max nnn baba
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Substituindo ( )n2σ , expresso na Equação (5.25), na Equação (5.24), obtemos
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A Equação (5.26) pode ser convenientemente escrita como
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(5.27)

onde
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(5.28)

A minimização do NMSE no instante n será levada a efeito através do algoritmo

Gradiente Estocástico, mantendo o indexador n “congelado”, isto é, n é mantido constante

ao longo do processo de minimização. A cada passo do processo, o Gradiente Estocástico

ajusta ξ  de forma que o NMSE, após o ajuste, seja menor que o anterior. Portanto, é

definida uma trajetória percorrida sobre a curva )NMSE(ξ  na busca do mínimo NMSE.

Esta trajetória é tal que, a cada instante s, o movimento é feito na direção oposta do

gradiente de )NMSE(ξ  com respeito à ξ . Enquanto o NMSE é minimizado, n é mantido

constante, e o índice s que indexa os pontos da trajetória é incrementado até que

minNMSE)NMSE( ≤s .

A otimização de ( )sξ  no instante n será dada, portanto, por

( ) ( ) ( )sηss ∇−=+ ξξ 1 (5.29)

onde  s  é o índice do passo de recursão, η  controla o tamanho da correção incremental do

Gradiente Estocástico e ( )s∇  é  o gradiente instantâneo dado por

( ) ( ){ }
( )s

ss
ξ∂

∂=∇ NMSE (5.30)

sendo ( )sNMSE  o NMSE a ser minimizado no instante n, dado por
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e como durante a otimização de ( )nξ  o vetor de pesos sinápticos ( )nw  é variável e os

centros ( )n
k
ψ  são constantes, o termo que expressa esta situação será dado por ( ) isy , que,

com base em (5.27), é definido por

( )
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(5.32)

Assim,  a função de custo específica que se deseja minimizar no instante n é dada por

( ) ( ) ( )[ ]
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(5.33)

Aplicando o operador gradiente expresso em (5.30) à expressão do )NMSE(s  dada

por (5.33), temos
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Mas, como ( )nξ  é otimizado no instante n, o operador {}⋅∂  anula todos os termos do

numerador de (5.34) exceto o que ocorre em n, isto é
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(5.35)

mas
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e, então
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(5.38)

Note que, na Equação (5.38), o termo  ( )
( )s

swk

ξ∂
∂  foi aproximado por

( ) ( )
( ) ( )1

1
−−
−−

ss
swsw kk

ξξ
.  Esta aproximação é razoável porque η  na Equação (5.29) é sempre um

pequeno valor.
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Substituindo (5.38), (5.37) e (5.36) em (5.35) temos
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e substituindo (5.28) em (5.39),
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mas, de (5.24) e (5.26)
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portanto (5.40) pode ser expressa por

( ) ( )
( ) ( )( )

×
−+

−=∇
∑
=

n

i
iuiu

ses

0

21

2 (5.42)

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )[ ]

( ) ( )
( ) ( ) ( )∑

−

= 















−−
−−

+
Ψ−Ψ

Ψ−
×

1

0
2

,

2

2 1
1

max

K

k
k

kk

baba

kk s
ss

swsw
nn

nnu
s
sw ϕ

ξξξ

ou



96

( ) ( )
( ) ( )( )

×
−+

−=∇
∑
=

n

i
iuiu

ses

0

21

2 (5.43)

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )
( ) ( )



















−−
−−

+
Ψ−Ψ

Ψ−
× ∑
∑ −

=

−

=  
1

1
max

   1

0
2

,

2

1

0

2

K

i

kk
k

baba

K

k
kkk

ss
swsws

nns

nnusws

ξξ
ϕ

ξ

ϕ

Substituindo a Equação (5.43) na Equação (5.29):
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 Conforme se infere de (5.33), a dependência do NMSE como função de ξ , pode

ser expressa no instante n por
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onde 0c  é uma constante que representa o efeito de todos os termos anteriores ao instante n

e 1c  representa o termo ( ) ( )nunu 01 −+ . Por simplicidade, considerou-se o denominador

( ) ( )( )∑
=

−+
n

i
iuiu

0

21  como sendo unitário.
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De (5.45), infere-se que a função de custo ( )ξNMSE  será forçosamente

não-quadrática e, em conseqüência, apresentará mínimos locais cujo número cresce com o

aumento do número K de centros.

A existência de mínimos locais na função de custo ( )ξNMSE  resulta na

probabilidade não nula de a trajetória percorrida pelo gradiente ficar presa em algum

mínimo local, situação em que o mínimo global, que efetivamente minimiza ( )ξNMSE ,

jamais será alcançado. Isto ocorre porque a trajetória do gradiente move-se sempre na

direção de maior descida sobre a curva ( )ξNMSE , e, ao entrar em algum “vale local” de

( )ξNMSE , esta ficará presa no ponto de declividade nula no “fundo do vale”.  Este

problema é resolvido através da adição de um fator de inércia ou momentum à Equação

(5.29), isto é

( ) ( ) ( ) )1(1 −∆⋅+∇−=+ ssηss ξαξξ (5.46)

onde o fator positivo α  controla a quantidade de momentum aplicada à trajetória e

( ) ( )1)1( −−=−∆ sss ξξξ . A interpretação de (5.46) é a seguinte:  Assume-se que no

instante 1−s  a trajetória do Gradiente Estocástico esteja descendo a curva ( )ξNMSE  em

algum ponto. No instante s a trajetória encontra um mínimo local, o que faz nulo o termo

( )sη∇ . Sem o termo )1( −∆⋅ sξα , o próximo valor de ξ , isto é, ( )1+sξ , seria igual ao

valor atual ( )sξ  e o algoritmo ficaria eternamente nesta condição. No entanto, note que o

termo )1( −∆⋅ sξα  é não-nulo, pois é assumido que o algoritmo não esteja preso a um

mínimo local no instante 1−s .  Note também que o sinal algébrico de )1( −∆⋅ sξα

coincide com o sentido de variação de ξ  que minimiza ( )ξNMSE .  Portanto, este valor

não nulo de )1( −∆⋅ sξα  tende a dar continuidade à trajetória de minimização mesmo

quando ela coincide com um mínimo local.
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Portanto, de (5.43) e (5.46) temos
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5.2.2 Os Pré-Processamentos U∇   e  U2∇

Nesta tese, conforme já discutido, o processo de predição do elemento ( )1+nu

imediatamente adiante de uma janela ( )np  de N elementos, definida em um instante n

sobre uma série temporal S, fundamenta-se no mapeamento não-linear

ℜ∈→ℜ∈ℑ yMU:  gerado por uma rede neural RBF. O mapeamento ℑ  antecipa

temporalmente o processo vetorial U  associado à S quando a rede RBF é treinada para que

o valor obtido em sua saída y  aproxime os elementos seguintes em ( )np  a cada vetor
M

iu ℜ∈ , 1,,1,0 −= Li ! , pertencentes ao conjunto U  descritor do processo U , sendo M

a ordem de predição.

O conjunto U  é formado a partir de uma sub-janela iJ  de M elementos sobre S

localizada sobre a i-ésima posição de ( )np , tal que iJ  seja totalmente contida por ( )np . Ao

associar cada sub-janela iJ  ao vetor M
iu ℜ∈ , 1,,1,0 −= Li ! , 1+−= MNL , fica definido

o conjunto U  de  L  vetores.  Portanto, no instante n, cada vetor M
iu ℜ∈  é definido por

( ) ( )inunui −= , sendo ( ) ( ) ( ) ( )[ ]TMinuinuinuinu 1    1  +−−−−−=− !  de tal forma que

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 , ,2 ,1 , +−−−= Lnunununu !U .
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O conjunto U  é centralizado em torno de sua média, formando o conjunto X  de

vetores M
ix ℜ∈  dado por  ( ) ( ) ( ) ( )nuinuinxnxi −−=−=  , onde  ( )nu  é o vetor média de

U  no instante n.  A rede RBF é então treinada, isto é,  são determinados os vetores centros,

a variância dos centros e o vetor de pesos sinápticos, de tal forma que o valor obtido em sua

saída y  aproxime os elementos ( )1+− jnx  seguintes a cada vetor

( ) ( ) ( ) ( )[ ]TMjnxjnxjnxjnx 1    1  +−−−−−=− ! , 1,,2,1 −= Lj ! .

A estimativa do elemento ( )1+nu  imediatamente adiante da janela ( )np  é

aproximada por ( ) ( ) ( )nunynu 0+=1+ˆ  onde ( )nu0  é o componente mais recente do vetor

média ( )nu  e y(n) é a saída da rede neural RBF para o vetor de entrada

( ) ( ) ( ) ( )[ ]TMnxnxnxnx 1     1  +−−= ! .

Os parágrafos anteriores resumem o processo básico de predição apresentado nesta

tese. No entanto, seria razoável supor que uma determinada série S talvez tenha um melhor

grau de associação à velocidade da variação do processo vetorial U  do que simplesmente

ao processo U .  Assim como seria razoável supor que uma outra determinada série S talvez

tenha um melhor grau de associação à aceleração da variação do processo vetorial U  do

que simplesmente ao processo U .  Para  que estas duas possíveis situações sejam

consideradas no processo de predição, introduz-se a seguir os conceitos de

pré-processamento U∇ e pré-processamento U2∇ .

 Dado o conjunto U  com L vetores M
iu ℜ∈ , ( ) ( )inunui −= , 1,,1,0 −= Li ! ,

formado no instante n a partir da janela ( )np , conforme discutido nos parágrafos anteriores,

seja o conjunto U∇ , com 1−L  vetores M
ju ℜ∈' , ( ) ( )jnunu j −= '' , 2,,1,0 −= Lj ! ,

formado de  U   através de

( ) ( ) ( )1' −−−−=− jnujnujnu , 2,,1,0 −= Lj ! (5.48)
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O conjunto U∇  é centralizado em torno de sua média, formando o conjunto X  de

vetores M
ix ℜ∈ , a rede RBF é treinada conforme descrito nos parágrafos anteriores e a

estimativa do elemento ( )1' +nu  é então aproximada por

( ) ( ) ( )nunynu 01ˆ ′+=+′ (5.49)

onde ( )nu0′  é o componente mais recente do vetor média do conjunto U∇ . Mas, da lei de

formação do conjunto U∇  dada por (5.30), fica implícito que ( ) ( ) ( )nununu −+=+′ 1ˆ1ˆ .

Aplicando este resultado em (5.49) pode-se obter a estimativa ( )1ˆ +nu  do elemento ( )1+nu

imediatamente adiante da janela ( )np , dada por

( ) ( ) ( ) ( )nununynu 01ˆ ′++=+ (5.50)

O pré-processamento U∇ , portanto, obtém a estimativa ( )1ˆ +nu  do elemento

( )1+nu  com base no conjunto de vetores de velocidade do processo U .

Seja, agora, o conjunto U∇ , com 1−L  vetores M
ju ℜ∈' , ( ) ( )jnunu j −= '' ,

2,,1,0 −= Lj ! , formado do conjunto U  conforme descrito anteriormente, e seja o

conjunto U2∇ , com 2−L  vetores M
ku ℜ∈'' , ( ) ( )knunu k −= '''' , 3,,1,0 −= Lk ! , formado

de U∇   através de

( ) ( ) ( )1'''' −−−−=− knuknuknu , 3,,1,0 −= Lk ! (5.51)

O conjunto U2∇  é centralizado em torno de sua média, formando o conjunto X  de

vetores M
ix ℜ∈ , a rede RBF é treinada conforme descrito nos parágrafos anteriores e a

estimativa do elemento ( )1'' +nu  é então aproximada por

( ) ( ) ( )nunynu 01ˆ ′′+=+′′ (5.52)
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onde ( )nu 0′′    é o componente mais recente do vetor média do conjunto U2∇ . Mas, da lei

de formação do conjunto U2∇  dada por (5.51), fica implícito que

( ) ( ) ( )nununu ′−+′=+′′ 1ˆ1ˆ  e, aplicando este resultado em (5.52) , obtém-se

( ) ( ) ( ) ( )nununynu 01ˆ ′′+′+=+′ (5.53)

Mas, lembrando que ( ) ( ) ( )nununu −+=+′ 1ˆ1ˆ  e que ( ) ( ) ( )1−−=′ nununu , temos de

(5.53) que

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nunununynunu 011ˆ ′′+−−+=−+ (5.54)

E assim,  de (5.54),  a estimativa ( )1ˆ +nu  do elemento ( )1+nu  imediatamente

adiante da janela ( )np  é dada por

( ) ( ) ( ) ( ) ( )nunununynu 0121ˆ ′′+−−+=+ (5.55)

O pré-processamento U2∇ , portanto, obtém a estimativa do elemento ( )1+nu  com

base no conjunto de vetores de aceleração do processo U .

5.2.3 Resultados Experimentais

Nesta seção são apresentados resultados experimentais comparativos da predição

não-linear através de redes neurais RBF quanto à heurística de atribuição dos centros das

funções de base radial. São comparados os resultados da predição para os casos em que os

centros são determinados por DSE, k-means e APC, com Fator de Variância ξ  ajustado

conforme Seção 5.2.1.

Utilizou-se no conjunto de experimentos as séries temporais Sunspots,

Dollar2Franc e Starlight, descritas no Capítulo 2.



102

Dada a série S com tN  amostras, o objetivo é obter o menor NMSE final

( )1NMSENMSEf −= tN  com o menor N possível, sendo N o número de amostras

conhecidas na janela de predição ( )np . Para tanto, os parâmetros das heurísticas DSE e

k-means – a ordem de predição M, o número K de centros Gaussianos e o número de

vetores L em ( )np , bem como os da heurística APC – a ordem de predição M e o número K

de centros Gaussianos, são  experimentados até que se obtenha o menor fNMSE  com o

menor N.

Para todos os casos,  ξ  é ajustado pela Equação (5.46) com 1.0=α . O limiar de

ativação do ajuste de ξ  é 0.1maxNMSE =  e o limiar de convergência é

9.0minNMSE = , conforme descrito na Seção 5.2.1.  O valor inicial initξ  de  ξ  e o passo

de adaptação η  em (5.46) serão especificados para cada caso.

Nos exemplos que seguem é avaliado o tempo de execução relativo ρ  da heurística

h de atribuição dos centros – onde h pode referir-se às heurísticas DSE, k-means ou APC –

adotada para a predição de uma particular série S.  Para uma dada série S define-se ( )hρ

como a razão entre o tempo de execução da heurística h e o tempo de execução da

heurística mais rápida na tarefa computacional de predição de toda a série S.

Nos resultados mostrados nas Figuras 5.9, 5.10 e 5.11 a curva Obs(n)  representa a

observação da série S e a curva Pred(n)  representa a predição de S através da heurística

DSE. Respectivamente, nas Tabelas 5.2, 5.3 e 5.4 encontra-se a especificação dos

parâmetros e os resultados comparativos obtidos.
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Figura 5.9: Série Sunspots, predição por DSE, 29=N , 484.0NMSE f = .

Atribuição de centros via heurística DSE
M K L

initξ η Pré
Processamento

1−+= LMN ρ
fNMSE

4 4 26 8.0 0.1 − 29 1.0 0.484
Atribuição de centros via heurística k-means

M K L
initξ η Pré

Processamento
1−+= LMN ρ

fNMSE
4 5 26 40.0 0.1 − 29 79.5 0.608

Atribuição de centros via heurística APC
M K

initξ η KMN += ρ
fNMSE

18 14 1.0 0.01 32 6.9 0.658
Tabela 5.2: Especificação de parâmetros e resultados de predição para a série Sunspots.
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Figura 5.10: Série Dollar2Franc , predição por DSE, 91=N , 984.0NMSE f = .

Atribuição de centros via heurística DSE
M K L

initξ η Pré
Processamento

1−+= LMN ρ
fNMSE

3 3 89 15.0 0.1 U∇ 91 2.3 0.984
Atribuição de centros via heurística k-means

M K L
initξ η Pré

Processamento
1−+= LMN ρ

fNMSE
3 4 89 10.0 0.1 U∇ 91 318.0 1.02

Atribuição de centros via heurística APC
M K

initξ η KMN += ρ
fNMSE

88 4 50.0 0.1 92 1.0 1.06
Tabela 5.3: Especificação de parâmetros e resultados de predição para a série Dollar2Franc.
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Figura 5.11: Série Starlight, predição por DSE, 9=N , 644.0NMSE f = .

Atribuição de centros via heurística DSE
M K L

initξ η Pré
Processamento

1−+= LMN ρ
fNMSE

5 1 5 1.0 0.1 − 9 1.0 0.644
Atribuição de centros via heurística k-means

M K L
initξ η Pré

Processamento
1−+= LMN ρ

fNMSE
5 2 5 5.0 0.1 − 9 113.6 0.758

Atribuição de centros via heurística APC
M K

initξ η KMN += ρ
fNMSE

36 4 2.0 0.01 40 2.8 0.664
Tabela 5.4: Especificação de parâmetros e resultados de predição para a série  Starlight.
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Note que, em todas as situações, o fNMSE  obtido com predição por DSE é menor

do que o obtido pelas demais heurísticas. Note também que o tempo de execução relativo ρ

da predição com atribuição de centros por k-means é, no mínimo, uma ordem de grandeza

maior do que o tempo de execução das demais heurísticas.

 Ainda, é interessante observar que a série Starlight apresenta considerável nível de

ruído de medição, conforme descrito no Capítulo 2.  Em função disto, melhores resultados

foram obtidos com MK <   –  no caso, utilizou-se um único centro 
0
ψ  associado ao maior

auto-valor 0λ . Isto ocorre porque o ruído de baixa correlação é representado nos

sub-espaços de menores auto-valores, e sem uma função de base radial que a ele represente,

a rede RBF atua como um eigen-filtro [50],  desconsiderando o ruído no processo de

predição.

5.2.3 Interpretação da Predição por Decomposição em Componentes
Principais

A função de auto-correlação de uma série temporal ( ) ( ) ( ) ( ){ } 1, ,1 ,0 −= tNuuunU !

com tN  amostras pode ser aproximada pela Equação (5.56), a qual mede o grau de

interdependência no domínio tempo entre as amostras da série )(nU  à medida que )(nU  é

“deslizada” sobre si mesma de um número δ  de amostras, 1,1,0 −= tN!δ  [50].

( ) ( )∑
−

=

−=
1

0
)(1 tN

nt
uu nunu

N
R δδ

(5.56)

A função de auto-correlação ( )δuuR  de uma série temporal )(nU  é uma função

decrescente com δ , e, em geral, a partir de um valor cδδ =  sofre um significativo

decréscimo. O valor cδ  indica o intervalo de instantes amostrais em que os elementos da
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série )(nU  mantêm influência mútua. Assim, pode-se dizer que )(nU  tem uma correlação

de cδ  amostras [31].

A predição não-linear a um passo de )(nU  por DSE assume que exista um processo

estocástico vetorial U  em Mℜ , associado ao desenrolar temporal de )(nU , representável a

partir de uma janela de predição ( )np  de N amostras definida sobre )(nU .

Conforme anteriormente discutido na Seção 5.2, para representação de U  é definida

uma sub-janela iJ  de M elementos sobre )(nU  localizada sobre a i-ésima posição de ( )np

tal que iJ  seja totalmente contida por ( )np .  Ao “deslizar” iJ  sobre ( )np  fazendo

1,,1,0 −= Li ! , 1+−= MNL , o conjunto de vetores U  fica definido pelo conjunto de L

vetores M
iu ℜ∈ formado a partir da associação ii Ju ← . É obtida, então, a matriz de

covariância C  de U , de cuja eigen−decomposição resultam os M  sub-espaços de U .

Note a semelhança do processo de obtenção da matriz C  do conjunto U , no qual

uma sub-janela iJ  é “deslizada” ao longo de L amostras sobre uma janela de predição ( )np

definida sobre )(nU , com o processo de determinação de ( )δuuR , na qual )(nU  é

“deslizada” ao longo de tN  amostras sobre si mesma. No caso de ( )δuuR  é expressa a

correlação entre os pontos de )(nU , enquanto que no caso de C  é expressa a correlação

entre regiões iJ  de tamanho M definidas em )(nU . É esta particularidade que

potencialmente habilita C  a captar a correlação entre elementos de )(nU  fora da região

delimitada por ( )np . Por exemplo, dada uma janela ( )np , a região LJ  , cujo elemento mais

recente é ( )1+nu , não está totalmente contida em ( )np . Mas LJ  contém elementos comuns

à região 1−LJ  imediatamente anterior e totalmente contida em ( )np , cujo elemento mais

recente é ( )nu . Como C  expressa a correlação entre regiões iJ ,  C  expressa informação a

priori a respeito da  região LJ  decorrente de 1−LJ .

Ao efetuar a eigen−decomposição da matriz de covariância C  de U  nos M

sub-espaços de U , o conjunto de  L regiões iJ  obtido de ( )np  é dividido em M classes
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distintas, cada classe correspondendo a um sub-espaço de U .  Cada sub-espaço de U

reúne vetores M
iu ℜ∈  de tamanho semelhante entre si e que alinham-se aproximadamente

na direção do sub-espaço,  tendo como centro geométrico o vetor média de U .  Portanto,

como a cada vetor iu  associa-se uma região iJ , cada classe reúne regiões semelhantes sob

o ponto de vista de seus elementos, tendo como referência a região média (média entre

todas as L regiões de M elementos cada) da janela ( )np . Como as regiões iJ  resultam do

“deslizamento” ao longo de L amostras sobre ( )np , o conjunto de M classes expressa M

possíveis modos de maior correlação temporal entre regiões de tamanho M definidas sobre

( )np .

O mapeamento não-linear ℜ∈→ℜ∈ℑ yMU:  gerado pela rede RBF antecipa

temporalmente o processo U  quando a RBF é treinada para que o valor obtido em sua

saída y  aproxime os elementos seguintes em ( )np  às regiões iJ . Esta é uma característica

comum a todos os métodos de predição a um passo com redes RBF a partir de uma janela

de predição ( )np .

No entanto, a RBF com centros obtidos através de DSE armazena muito mais

informação a priori a respeito da série )(nU  do que os demais métodos.  Isto ocorre

porque, no método DSE, o par de parâmetros ( )mm e,λ , 1,,1,0 −= Mm ! , que identifica o

m-ésimo sub-espaço, ou o m-ésimo modo de variação do processo U  em torno de sua

média, traduz-se na coordenada mmm
e λ⋅=ψ  do m-ésimo centro do conjunto de funções

de base radial da rede RBF. Como o conjunto de M sub-espaços expressa M possíveis

modos de maior correlação temporal entre regiões de tamanho M definidas sobre  ( )np ,

esta informação a priori a respeito de )(nU  fica implícita nos centros 
m
ψ .

Na técnica de predição a um passo de )(nU  através de redes RBF com atribuição de

centros por DSE,  a ordem de predição M , o número de estados K do processo vetorial U

associado a )(nU  e o tamanho N da janela de predição ( )np  constituem um conjunto de
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parâmetros que identificam um modelo de predição. Em outras palavras, cada modelo

define uma particular arquitetura da rede RBF .

 Portanto, é razoável considerar que, na predição de uma série temporal )(nU

haverá distintas combinações dos parâmetros M, K e N  que poderão conduzir a diferentes

desempenhos de predição.

Como, em geral, MK =  e como o número de vetores L que se assume caracterizar

o processo U  é dado por 1+−= MNL , doravante nesta tese iremos nos referir ao par de

parâmetros ( )LM ,   como identificadores de um modelo de predição, associado à uma

particular arquitetura da rede RBF.

O bom senso sugere que, para avaliação dos modelos de predição, seja considerado

de melhor desempenho aquele modelo ( )LM ,  que resulte em um menor

( )1NMSENMSEf −= tN  e que simultaneamente necessite do menor número possível de

amostras prévias conhecidas 1−+= MLN , onde ( )⋅NMSE  é  definido pela Equação

(3.21) e tN  é o número de elementos na série )(nU .

A escolha da arquitetura de uma rede neural que pretenda representar espaços de

dados é uma tarefa reconhecidamente árdua. Devido às peculiaridades da nova técnica de

predição apresentada nesta tese, no entanto, este problema não é de difícil solução. Na

verdade, a abordagem deste problema resultou no aprimoramento de nossa técnica de

predição.

Além do fato de particulares modelos de predição ( )LM ,  resultarem em melhor

desempenho do que outros, consideramos também que, em séries temporais com

características não-estacionárias, um modelo ( )LM ,  pudesse ser mais adequado para a

predição de um determinado intervalo da série do que outros.

A escolha de modelos ( )LM ,  diferenciados por intervalos  permite  acompanhar de

forma mais acurada as não-estacionariedades presentes ao longo da série )(nU . O princípio

aqui é similar ao implícito no uso da matriz de transição Φ  para predição a um passo: A
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matriz Φ  armazena o máximo de informação, obtida da janela ( )np , sobre o processo que

caracteriza )(nU . Então, é assumido que a informação armazenada em Φ  seja invariante a

um passo o que a habilita a estimar o próximo elemento ( )1+nu  adiante de ( )np . A nível

de modelo de predição ( )LM , , podemos executar um procedimento que é um

super-conjunto  do princípio implícito no uso da matriz de transição Φ  para captar  a

correlação de )(nU . Antes de estimar o elemento ( )1+nu  adiante de ( )np , podemos testar

um conjunto Ω  de modelos ( )LM , ,  ( ) ( ){ }!,,,, 1100 LMLM=Ω , e escolher aquele modelo

( )**, LM  que resulta no menor erro para predizer o elemento conhecido ( )nu , ainda dentro

da janela ( )np .  Ao utilizar ( )**, LM  para prever o elemento desconhecido ( )1+nu  adiante

de ( )np , estaremos baseando o procedimento na esperança que ( )**, LM  também seja o

modelo mais adequado para prever ( )1+nu  já que o foi para prever ( )nu .

Assim, buscamos a situação ideal que seria aquela em que se pudesse selecionar o

modelo ( )LM ,  mais adequado para a predição a um passo de uma janela ( )np  definida

sobre )(nU , sob o ponto de vista das estatísticas presentes nesta particular janela.

O próximo capítulo apresenta a solução encontrada para este problema, à qual

demos o nome “Janela de Predição Seletiva” ou, resumidamente, JPS.
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Capítulo 6

Janela de Predição Seletiva

Conforme discutido ao final do Capítulo 5, a dimensão dos vetores do conjunto de

treino M, assim como o número de vetores L  que o compõem são parâmetros que definem

o modelo de predição ( )LM ,  adotado para a predição por DSE de uma dada série temporal

)(nU  com tN  amostras, modelo que define uma particular arquitetura para a rede RBF.

Modelos de predição diferentes resultam em diferentes desempenhos de predição. O

desempenho da predição é avaliado pelo ( )1NMSENMSEf −= tN  que resulta da predição

com base no conhecimento de N amostras prévias na janela de predição ( )np .

 A Tabela 6.1 apresenta alguns resultados experimentais da predição da série

temporal Tspc6f , descrita na Seção 2.6, pela técnica DSE utilizando pré-processamento

U∇  e Fator de Variância 15=INITξ , com o objetivo de ilustrar os desempenhos de

predição resultantes da utilização de diferentes modelos ( )LM , . A série Tspc6f é originária

dos valores de fechamento das ações PNB da Telesp Celular, no período de 01/07/1998 a

16/11/1999, obtidos dos boletins de mercado de ações e será utilizada ao longo desta seção

para exemplificar as diversas etapas do algoritmo. A série Tspc6f  é uma das séries

temporais de maior dificuldade de predição dentre as que testamos. Embora os resultados

obtidos para a predição desta particular série não sejam os mais expressivos, a série foi

escolhida como um exemplo didaticamente ilustrativo por apresentar resultados parciais

visíveis ao longo da aplicação de todas as etapas que envolvem a heurística de predição por

DSE usando o conceito de Janela de Predição Seletiva.
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 Modelos ( )LM ,

Dimensão M
dos Vetores

Número L de
Vetores

fNMSE

Número N de
Amostras
Prévias

Conhecidas

2 89 0.99 90
2 88 0.991 89
4 104 0.997 107
2 82 0.998 83
4 99 0.999 102
3 84 1 86
2 90 1 91
2 84 1 85
2 94 1 95
7 94 1.01 100
2 105 1.01 106
... ... ... ...

Tabela 6.1: Exemplos de desempenhos de predição para a série temporal
Tspc6f, resultantes da utilização de diferentes modelos ( )LM , , ordenados
em ordem crescente de fNMSE .

Conforme constatado experimentalmente e observado na Tabela 6.1, alguns

modelos efetivamente resultam em melhores resultados de predição do que outros. Observe

na Tabela 6.1 que o modelo de predição que utiliza 89 vetores de dimensão 2, isto é, o

modelo ( )89 ,2 , resulta em 99.0NMSEf = , necessitando  do conhecimento prévio de

90=N  amostras da série temporal. Já o modelo ( )105 ,2 , por exemplo, que utiliza 105

vetores de dimensão 2,  resulta em um 01.1NMSEf = , necessitando de 106=N  amostras

prévias conhecidas. O modelo ( )105 ,2  resulta em 1NMSEf > ,  que é um resultado pior do

que aquele que seria obtido através da predição pela última amostra, não sendo

considerado,  individualmente,  um preditor útil.

Como muitas vezes tratamos do problema da predição de séries temporais

não-estacionárias, é razoável supormos que – da mesma forma que alguns modelos ( )LM ,

resultam em melhor desempenho do que outros na predição ao longo de toda a série –

possam haver modelos mais adequados para a predição de um determinado intervalo na

série temporal do que outros.
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A partir da consideração de que mais de um modelo possa ser utilizado ao longo da

predição de diferentes intervalos de uma mesma série temporal, o problema imediatamente

posto é escolher alguns modelos – dentre o universo de todos os modelos ( )LM ,  possíveis

– para que estes modelos selecionados possam ser utilizados de forma conjunta e

cooperativa na predição dos diversos intervalos, estatisticamente diferenciados, da série

temporal. É preciso, portanto, estabelecer um critério de seleção que permita restringir a

dimensão do universo de possíveis soluções – modelos ( )LM ,  – a serem aplicadas à

predição.

A tarefa pretendida compreende, portanto:

1- Selecionar um conjunto Ω  de soluções – conjunto de modelos ( )LM ,  – mais

adequadas à tarefa de predizer uma específica série temporal dentre o universo de todas

as soluções possíveis.

2- Estabelecer um critério para a operação conjunta e cooperativa destas soluções na tarefa

de predição da série em questão.

 Por simplificação, chamaremos a  predição da série )(nU  por DSE,  através de um

único modelo ( )LM , ,  fixo ao longo de todo o processo de predição de )(nU , de heurística

de predição por modelo fixo,  ou quando conveniente, heurística MF.

A característica do problema a ser abordado, no que diz respeito à escolha de

modelos mais adequados dentre um universo de possíveis soluções, sugere que o critério de

seleção dos modelos ( )LM ,  seja  inspirado na filosofia dos Algoritmos Genéticos

[12][14][15].

No algoritmo proposto, o universo das possíveis soluções – ou o conjunto de todos

os possíveis modelos ( )LM ,  – é visto como uma população de indivíduos. Alguns

indivíduos da população serão selecionados para serem mantidos ou eliminados da

população, operação esta levada a termo através da avaliação comparativa da aptidão

absoluta de cada modelo. Os indivíduos selecionados dentre a população global para serem

mantidos formarão um conjunto Ω  de modelos ( )LM , ,  ( ) ( ){ }!,,,, 1100 LMLM=Ω ,



114

considerados os mais aptos para a tarefa de predição da série temporal, conforme veremos

na Seção 6.2.

Para a escolha do modelo ( )**, LM  a ser eleito para a predição da amostra ( )1+nu

seguinte  à  janela ( )np  é avaliado o erro de predição de cada um dos modelos ( )LM ,  que

compõem o conjunto Ω  na predição da amostra ( )nu , já observada (conhecida), seguinte  à

janela ( )1−np . O modelo do conjunto ( ) ( ){ }!,,,, 1100 LMLM=Ω  que tiver apresentado o

menor erro quadrático de predição ( )[ ]2)(ˆ nunu −  é considerado como o modelo ( )**, LM

que será utilizado para a predição da amostra ( )1+nu  seguinte  à   janela ( )np .   A

utilização de ( )**, LM  para prever a amostra desconhecida ( )1+nu  adiante de ( )np ,

fundamenta-se na premissa de que,  em havendo correlação temporal entre intervalos da

série,  ( )**, LM  seja o modelo mais adequado para prever ( )1+nu  já que o foi para prever

( )nu .

A heurística de predição da série temporal )(nU  na qual é selecionado o modelo

( ) Ω∈**, LM  mais adequado para a predição a um passo de uma janela ( )np  sobre )(nU , a

partir da janela ( )1−np  e do conjunto Ω , será denominada Janela de Predição Seletiva ou,

resumidamente, JPS.

Ao operador que define a predição da série temporal )(nU  com base na heurística

JPS e com base no conjunto Ω  iremos nos referir como { }U,JPS Ω . Diferentemente da

heurística MF, na qual o Fator de Variância ξ  é atualizado pelo algoritmo LMS (Seção

5.2.1) a partir de um valor inicial INITξ , a heurística JPS utiliza um parâmentro ξ  a ser

especificado que é constante durante todo o processo de predição.
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6.1 Semelhanças e Diferenças entre a Heurística de
Definição do Conjunto Ω  e os Algoritmos Genéticos

Em um sentido amplo do termo, um algoritmo genético é qualquer modelo que trata

uma população de soluções de um determinado problema, aplicando determinadas

operações aos membros da população, de forma que a população resultante seja composta

de indivíduos mais aptos do que a população inicial (ou até que se selecione apenas o

indivíduo mais apto) [12][14][15].

Cada um dos indivíduos que compõem a população representa uma solução

completa do problema que se deseja tratar e tem avaliada a sua aptidão na execução da

tarefa. A avaliação é feita não apenas de forma absoluta (evaluation), mas também de

forma relativa aos demais indivíduos da população (fitness) [12][14][15].

Em um algoritmo genético são alocadas propriedades seletivas e reprodutivas, de tal

forma que os indivíduos que representem melhores soluções para o problema alvo tenham

mais chances de persistir ou de se reproduzir no conjunto de soluções, do que aqueles

indivíduos que representem piores soluções.

À semelhança dos algoritmos genéticos, a heurística de definição do conjunto Ω  de

modelos ( )LM , , a ser definida na Seção 6.2, opera sobre uma população de indivíduos, que

são todos os modelos possíveis, buscando selecionar um conjunto Ω  de modelos mais

aptos, no sentido de adequação da população à tarefa.

Cada modelo ( )LM , , que representa uma solução completa ao problema de

predição da série temporal pela heurística MF é, portanto, um indivíduo ( )fNMSE,, LM

da população,  descrito por três parâmetros: o número L de vetores envolvidos na predição,

a dimensão M de cada um destes vetores e a medida da aptidão absoluta deste indivíduo na

tarefa de predição a qual varia inversamente ao fNMSE  do indivíduo.

O algoritmo de definição de Ω  não busca definir uma única solução para o

problema que está sendo tratado, mas sim, a exemplo dos algoritmos genéticos, busca
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encorajar as melhores soluções a subsistirem no conjunto de soluções, por meio de –

específicas – operações seletivas. Como veremos na Seção 6.2, ao longo do processo de

definição de Ω , membros da população de indivíduos serão continuamente selecionados

para serem mantidos ou eliminados da população, por meio da avaliação comparativa de

seu desempenho.

A exemplo das semelhanças, é importante, também, salientar as diferenças básicas

entre a heurística de definição de Ω  e os Algoritmos Genéticos. As semelhanças, na

verdade, estão relacionadas à caracterização do problema e não à operação do algoritmo.

Neste trabalho, diferentemente do praticado em Algoritmos Genéticos, a medida da

aptidão de um indivíduo na tarefa de predição – o inverso do fNMSE  do indivíduo – é

sempre uma medida absoluta, e não uma medida relativa à aptidão dos demais indivíduos.

Dito de outra forma, diferentemente do conceito de fitness usado em Algoritmos Genéticos,

esta medida não é normalizada pela aptidão média da população.

Outra diferença entre a  heurística de definição de Ω  e os Algoritmos Genéticos é o

fato de que a população de indivíduos ( )fNMSE,, LM  não é gerada de forma aleatória e

sim compreende todos os possíveis modelos a serem explorados na predição de uma

específica série temporal. Em razão de a população já compreender todo o espaço de

soluções, não são executadas operações como cruzamento e mutação, que levam à geração

de novos indivíduos.

Por rigor científico, consideramos muito importante afirmar que a  heurística de

definição de Ω  é inspirada – e apenas inspirada – na filosofia dos Algoritmos Genéticos,

mas não se trata de um Algoritmo Genético. Devido às fortes semelhanças entre alguns

conceitos, no entanto, toma-se a liberdade nesta tese de emprestar dos Algoritmos

Genéticos, alguns jargões, por se mostrarem extremamente adequados à caracterização do

problema aqui tratado.
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6.2 A Heurística de Definição de Ω  e o Algoritmo JPS

A heurística de definição de Ω  busca identificar o conjunto de modelos ( )LM ,

mais adequado para a predição a um passo de uma janela ( )np  definida sobre uma série

temporal )(nU , sob o ponto de vista das estatísticas presentes nesta particular janela e sob o

ponto de vista de todas as outras estatísticas presentes nas demais janelas ( )np  que ocorrem

ao longo do processo de predição de )(nU .

O custo computacional da definição de Ω  para predição de )(nU  sob heurística JPS

é algo maior do que o custo computacional da predição de )(nU  sob heurística MF. No

entanto, uma vez definido Ω ,  a predição sob heurística JPS apresenta maior capacidade

para lidar com as não-estacionaridades de )(nU  do que a predição sob heurística MF.

Como será mostrado na Seção 6.3 , a capacidade de generalização da heurística JPS é tal

que, definido Ω  para um intervalo da série a ser predita, ao ser usado o mesmo Ω  para

predizer outro – desconhecido – intervalo, o desempenho que resulta é semelhante.

O primeiro passo na heurística de definição de Ω  é a geração da população de

indivíduos ( )fNMSE,, LM  que compõem o universo de modelos ( )LM ,  possíveis.

Especificamente, os indivíduos da População I são associados a um conjunto IΩ  de

modelos ( )LM ,  através de ( ) ( )fNMSE,,, LMLM ← , tal que IΩ  compreenda todos os

possíveis modelos considerados.

Por exemplo, a Tabela 6.2 ilustra o espectro dos modelos usados na predição da

série temporal Tspc6f com 15=INITξ  e pré-processamento U∇ . O espectro de modelos

usados corresponde à população inicial de indivíduos – ou População I – sobre a qual a

heurística irá operar. A População I compreende o conjunto de todos os possíveis

indivíduos, para o caso em que 149 ,,21 ,20 !=L  e 12 ,,3 ,2 !=M . Por serem 1430 os

indivíduos que compõem a população inicial para esta série temporal, apenas alguns destes
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modelos são mostrados nesta seção, na Tabela 6.2. O Apêndice C apresenta a Tabela 6.2 na

íntegra.

Indivíduo ( )fNMSE,, LM

Modelos ( )LM ,

Dimensão M
dos vetores

Número  L
de vetores

fNMSE

(Heurística MF)

   2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2

.......
12
12
12
12
12
12
12

20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36

.......
143
144
145
146
147
148
149

1.15
1.08
1.1
1.1

1.09
1.08
1.04
1.05
1.05
1.07
1.03
1.05
1.08
1.08
1.05
1.06
1.07
.......
1.18
1.21
1.18
1.2

1.14
1.19
1.17

Tabela 6.2: População inicial de indivíduos para a série temporal Tspc6f,
formada por todos os possíveis modelos ( )LM , , definidos por

149,,21,20 !=L  e 12,,3,2 !=M . Note que esta população de indivíduos
implica que o número N de amostras prévias conhecidas na série assumirá
os valores 160 ,,22 ,21 !=N , já que 1−+= MLN .
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Estabelecida a população inicial de modelos – População I – a primeira operação

seletiva é eliminar desta população, temporariamente, aqueles indivíduos cujo fNMSE

ultrapasse um determinado valor. É importante lembrar que, quanto maior o fNMSE

menor a aptidão do indivíduo em questão para efeito de predição. Este procedimento é

equivalente a aplicar um corte à superfície gerada pela função ( )LM ,NMSEf  representada

graficamente em 3ℜ   sobre o domínio ( )LM ,  em 2ℜ , excluindo os indivíduos para os

quais ( ) cf NMSE,NMSE >LM ,  sendo cNMSE  o valor de NMSE que define o corte na

superfície.

A Tabela 6.3 apresenta, para a mesma série temporal, a população inicial de

indivíduos em ordem ascendente de fNMSE  e o corte aplicado. Assim como adotado para

a Tabela 6.2, por serem 1430 os indivíduos que compõem a população inicial para esta

série temporal, apenas alguns destes modelos são mostrados nesta seção, na Tabela 6.3. O

Apêndice C  apresenta a Tabela 6.3 na íntegra. A Figura 6.1 ilustra a superfície espectral de

modelos representativa da população inicial.

Os indivíduos da População II, resultantes do corte 1NMSEc =  na População I, são

associados a um conjunto IIΩ  de modelos ( )LM ,  através de ( ) ( )fNMSE,,, LMLM ← , tal

que ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }94,2,84,2,90,2,84,3,99,4,82,2,104,4,88,2,89,2II =Ω .

A série Tspc6f é, então, predita através da heurística JPS com base no conjunto IIΩ

e utilizando pré-processamento U∇  com 15=ξ , isto é,  é executada a operação definida

pelo operador { }fTspc6,JPS IIΩ , conforme já discutido anteriormente. O fNMSE

resultante de { }fTspc6,JPS IIΩ , a ser referido como II
fNMSE , será utilizado na próxima

etapa da heurística de definição de Ω .

Cada etapa da heurística de definição de Ω  será avaliada com respeito à curva de

)NMSE(n  obtida da predição de série Tspc6f sob heurística MF, utilizando o modelo

( )LM ,  que corresponde ao melhor indivíduo ( ) ( )99.0,89,2NMSE,, f =LM  da População I,

conforme Tabela 6.3.
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Indivíduo ( )fNMSE,, LM

Dimensão M
dos Vetores

Número  L
de Vetores

fNMSE
(Heurística MF)

2
2
4
2
4
3
2
2
2

89
88

104
82
99
84
90
84
94

0.99
0.991
0.997
0.998
0.999

1
1
1
1

3
7
2
2
2
3
3
3

........
12
10
9

11
10
11
12

97
94

105
100
104
101
91
88

........
23
22
20
22
20
21
20

1.01
1.01
1.01
1.01
1.01
1.01
1.01
1.01
........
2.14
2.24
2.29
2.57
2.6

2.73
3.65

Tabela 6.3: Série Tspc6f – População I ordenada em ordem crescente de fNMSE
e o corte seletivo nos indivíduos desta população para 1NMSEc = , formando a
População II – elementos em realce na tabela. O algoritmo de ordenação utilizado
é o Quicksort [59]. Observe-se que o indivíduo que ocupa a primeira posição na
Tabela 6.3, cujas características são ( ) ( )99.0,89,2NMSE,, f =LM  – destacado em
negrito – é aquele que apresenta melhor desempenho de predição, sob a heurística
de predição MF.

A Figura 6.2 apresenta a comparação entre a curva de )NMSE(n   obtida com o

modelo ( )89,2   sob heurística MF – traço contínuo – e a curva )(NMSEII n  resultante de

{ }fTspc6,JPS IIΩ   –  tracejado.
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Observe que nesta etapa da heurística de definição de Ω , 999.0NMSEII
f = ,

resultante de { }fTspc6,JPS IIΩ ,  ainda é maior do que o fNMSE  resultante da predição sob

heurística MF ( 99.0NMSEf = ). A predição { }fTspc6,JPS IIΩ  tem como fundamento a

seleção de diferentes modelos ( )LM ,  em IIΩ  para diferentes intervalos de Tspc6f de forma

a  acompanhar mais acuradamente as não-estacionariedades presentes ao longo da série.

Portanto, é possível que alguns dos modelos incluídos na População II (isto é, alguns

modelos de IIΩ ) não sejam adequados às estatísticas dos diferentes intervalos da série e

possam estar prejudicando o desempenho da predição { }fTspc6,JPS IIΩ .

Figura 6.1: Série Tspc6f – Superfície ( )LM ,NMSEf .
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Em conseqüência, é razoável propor que a próxima decisão a ser tomada na

heurística de definição de Ω  inclua um critério seletivo que vise estabelecer quais modelos

em IIΩ  foram os menos aptos na tarefa de predição através de { }fTspc6,JPS IIΩ , para que

sejam eliminados.

Figura 6.2: Série Tspc6f – Comparação entre a curva de )NMSE(n   obtida com o  modelo
( )89,2   sob heurística MF – traço contínuo – e a curva )(NMSEII n  resultante de

{ }fTspc6,JPS IIΩ   –  tracejado.

O novo critério seletivo a ser aplicado à População II é descrito como segue: A

predição de Tspc6f através da heurística JPS é realizada utilizando todos os modelos em
IIΩ , exceto um particular modelo ( )pp LM , , isto é, é efetuada a predição

( ){ }{ }fTspcLM pp 6,,JPS II −Ω , { } 1,,1,0 II −= Ω#!p (6.57)

sendo { }  ⋅#  o operador que representa o número de elementos do conjunto argumento

(operador cardinal) .
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A cada predição p de Tspc6f por JPS, em que o p-ésimo modelo ( )pp LM ,  não é

considerado, é obtido um p
fNMSE  resultante da p-ésima predição, operação que

representaremos por

( ){ }{ }fTspcLM pp
p 6,,JPSNMSE II
f −← Ω (6.58)

Aquele modelo ( )pp LM ,  de cuja exclusão de IIΩ  resulte o menor erro final

p
fNMSE ,  após as { }IIΩ#  predições pela heurística JPS, define o NMSE mínimo final

MIN
fNMSE  resultante de { }IIΩ#  operações (6.58), isto é

{ }p

p f
MIN
f NMSEminargNMSE = , { } 1,,1,0 II −= Ω#!p (6.59)

O modelo ( )minmin , pp LM , de cuja exclusão de IIΩ  resulta o MIN
fNMSE ,  após as

{ }IIΩ#  predições pela heurística JPS, é considerado o menos apto na tarefa de predição

através de { }fTspc6,JPS IIΩ .

É necessário decidir se o modelo ( )minmin , pp LM  considerado menos apto será

excluído definitivamente ou não de IIΩ .  O critério de decisão é tal que se,

( ){ }minmin
IIII

d
MIN
f ,NMSENMSE pp LM−=⇒< ΩΩ (6.60)

onde inicializa-se  II
fd NMSENMSE =   , e,  nas demais decisões para exclusão definitiva de

( )minmin , pp LM   é atribuído a dNMSE  o valor de MIN
fNMSE  resultante da decisão anterior.

Tendo sido excluído o particular elemento ( )pp LM ,  que estava prejudicando o

desempenho da predição { }fTspc6,JPS IIΩ , isto é, ( )minmin , pp LM , a próxima recursão

consiste na repetição de todo o processo descrito pelas Equações (6.57) a (6.60), tendo por

população inicial –  a cada recursão – o conjunto de modelos ( ){ }minmin
IIII , pp LM−=ΩΩ .
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A recursão é repetida até que a exclusão definitiva de algum particular ( )pp LM ,

não resulte em d
MIN
f NMSENMSE < , sendo dNMSE  o valor de MIN

fNMSE  resultante da

recursão anterior.

Caso a condição d
MIN
f NMSENMSE <  não seja satisfeita em conseqüência da

exclusão de qualquer um dos modelos pertencentes à IIΩ , conclui-se que nenhum destes

modelos esteja prejudicando o desempenho da predição { }fTspc6,JPS IIΩ  e, portanto,

nenhum deles será excluído da População II.

A Tabela 6.4 apresenta o exemplo, para a predição da série Tspc6f, do processo de

eliminação dos indivíduos menos aptos na tarefa da predição { }fTspc6,JPS IIΩ . As colunas

1 a 4 apresentam quatro recursões desta etapa do algoritmo. Os indivíduos assinalados nas

três primeiras colunas são aqueles efetivamente eliminados da População II a cada

conjunto de predições ( ){ }{ }fTspcLM pp 6,,JPS II −Ω , { } 1,,1,0 II −= Ω#!p , respectivo a

cada coluna. Como pode ser observado na tabela, a eliminação de cada um destes

indivíduos leva progressivamente à diminuição do MIN
fNMSE , com relação ao II

fNMSE .

Observe na coluna 1 da Tabela 6.4, que o elemento ( )90,2  é definitivamente

excluído de IIΩ  porque ( ) ( )017.1NMSE9874.0NMSE II
f

MIN
f =<= . Observe também que o

modelo ( )88,2 , assinalado na coluna 4 da tabela, cuja exclusão resulta em

9664.0NMSE MIN
f = , não será eliminado da população, pois, apesar de a sua exclusão do

grupo ser a exclusão que conduz ao menor MIN
fNMSE , o valor atingido não é inferior ao

atingido pela recursão anterior (coluna 3, modelo ( )94,2 , MIN
fNMSE =0.9661), evento que

indica o final das recursões.

A Tabela 6.5 apresenta, para o mesmo exemplo, a População II após a totalidade do

procedimento especificado na Tabela 6.4. Na Tabela 6.5 estão assinalados os elementos

selecionados para exclusão definitiva. A exclusão dos referidos elementos na População II

define a População III, associada ao conjunto IIIΩ .  Note que o fNMSE  especificado na
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Tabela 6.5 é o parâmetro do indivíduo  ( )fNMSE,, LM . Este é o fNMSE  resultante da

predição de Tspc6f sob a heurística MF, e não mais o MIN
fNMSE  resultante da predição de

Tspc6f sob a heurística JPS.

Coluna 1 Coluna 2 Coluna 3 Coluna 4

População Base:

População II

População Base:

População II exceto
modelo (2,90).

População Base:

População II exceto
modelos (2,90) e

(4,104).

População Base:

População II exceto
modelos (2,90) ,
(4,104) e (2,94).

Indivíduo
Excluído

p
fNMSE Indivíduo

Excluído
p
fNMSE Indivíduo

Excluído
p
fNMSE Indivíduo

Excluído
p
fNMSE

2
2
2
2
2
2
3
4
4

89
88
82
90
84
94
84

104
99

1
0.9933
0.996

0.9874
0.9933

0.99
1.001
0.993

1

2
2
2
2
2
3
4
4

89
88
82
84
94
84

104
99

0.9948
0.9889

0.99
0.9888
0.9847
1.002

0.9845
0.9935

2
2
2
2
2
3
4

89
88
82
84
94
84
99

0.978
0.97

0.9741
0.9698
0.9661
0.9828
0.9888

2
2
2
2
3
4

89
88
82
84
84
99

0.9754
0.9664
0.9705
0.9674
0.9784
0.9859

Tabela 6.4: Eliminação dos indivíduos menos aptos no processo de predição
{ }fTspc6,JPS IIΩ . Observe que os elementos destacados nas colunas 1 a 4 são aqueles

cuja exclusão implicará no menor p
fNMSE  a cada conjunto de predições

( ){ }{ }fTspcLM pp 6,,JPS II −Ω , { } 1,,1,0 II −= Ω#!p , respectivo a cada coluna.

A série Tspc6f é, então, predita através da heurística JPS com base no recém obtido

conjunto IIIΩ  e utilizando pré-processamento U∇  com 15=ξ , isto é,  é executada a

operação definida pelo operador { }fTspc6,JPS IIIΩ . O fNMSE  resultante de

{ }fTspc6,JPS IIIΩ , a ser referido como III
fNMSE , será utilizado na próxima etapa da

heurística de definição de Ω .
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Indivíduo ( )fNMSE,, LM

Dimensão M

dos Vetores

Número  L

de Vetores

fNMSE

(Heurística MF)

2
2
4
2
4
3
2
2
2

89
88

104
82
99
84
90
84
94

0.99
0.991
0.997
0.998
0.999

1
1
1
1

←

←

←

Tabela 6.5: População II, na qual os indivíduos assinalados, ao
serem definitivamente excluídos, darão origem à População III,
associada ao conjunto IIIΩ .

A Figura 6.3 apresenta a comparação entre a curva de )NMSE(n   obtida com o

melhor modelo sob heurística MF, modelo ( )89,2  – traço contínuo – e a curva )(NMSE III n

resultante de { }fTspc6,JPS IIIΩ   –  tracejado.

Observe que nesta etapa da heurística de definição de Ω , 966.0NMSEIII
f = ,

resultante de { }fTspc6,JPS IIIΩ . Observe também que, nesta etapa, a curva )(NMSE III n  se

afasta mais da curva de )NMSE(n  do que a curva de )(NMSE II n se afastava de )NMSE(n

na etapa anterior. À medida que as etapas da heurística de definição de Ω  se sucederem,

este comportamento é não só esperado, como também desejado.

Na etapa recém descrita do algoritmo, a população evoluiu para um conjunto de

modelos mais aptos do que aqueles que compunham a população anterior, através da

exclusão de alguns modelos menos adequados aos intervalos estatisticamente diferenciados

que compõem a série temporal. No entanto, é razoável investigar dentre os indivíduos

inicialmente excluídos da População I, associada ao conjunto IΩ , a existência de algum

possível modelo a ser agregado à população atual de modelos (representada pelo conjunto
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IIIΩ ), caso a inclusão deste indivíduo contribua para melhorar o desempenho com relação

ao da predição { }fTspc6,JPS IIIΩ .

Figura 6.3: Série Tspc6f – Comparação entre a curva de )NMSE(n   obtida com o modelo
( )89,2   sob heurística MF – traço contínuo – e a curva )(NMSE III n  resultante de

{ }fTspc6,JPS IIIΩ   –  tracejado.

Para que esta possibilidade seja considerada, um novo critério seletivo é adotado

nesta etapa da heurística de definição de Ω . O critério objetiva definir possíveis adicionais

indivíduos aptos a serem incluídos em IIIΩ , para que se reduza o III
fNMSE  da predição

{ }fTspc6,JPS IIIΩ . Estes indivíduos ( )fNMSE,, LM  adicionais – que formarão o conjunto

III
+M

Ω  – serão buscados dentre os modelos ( )LM ,  pertencentes a IΩ , cujas dimensões +M

sejam iguais ou superiores à maior dimensão M dos modelos ( )LM ,  de IIΩ  que foram

selecionados pelo corte em IΩ .

Dentro do universo de busca especificado para formar III
+M

Ω , serão selecionados para

avaliação aqueles modelos ( )LM ,+  cuja predição de Tspc6f sob a heurística MF resultou
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nos vN  menores valores de fNMSE  para uma dada dimensão +M , onde vN  é um

parâmetro da heurística de definição de Ω , assumindo, usualmente, os valores 1 a 4.

Para exemplificar, da Tabela 6.31 verifica-se que a População II, gerada pelo corte

em IΩ , compreende modelos ( )LM ,  com { }4 ,3 ,2=M . Nesta situação, o conjunto das

possíveis dimensões +M  é definido por 5   ≥+M , isto é, { }12 , ,6 ,5 !=+M . Portanto, para

3   =vN ,  o  conjunto   de   modelos  ( )LM ,+   é   dado   por   =+  III
M

Ω  {(5,89), (5,96), (5,97),

(6,95), (6,97), (6,99), (7,94), (7,95), (7,98), (8,93), (8,95), (8,100), (9,100) ,(9,99), (9,106),

(10,95), (10,98), (10,93), (11,82), (11,89), (11,92), (12,22), (12,91), (12,9)}.

 Seja ( )pp LM ,+  um particular modelo pertencente a III
M+Ω . O p-ésimo modelo

( ) III
M

, +∈+ Ωpp LM  é adicionado ao conjunto IIIΩ  e é realizada a p-ésima predição de Tspc6f

através da heurística JPS, isto é, é efetuada a operação

( ){ }{ }fTspcLM pp 6,,JPS III ++Ω , { } 1,,1,0 III −= +M
p Ω#! (6.61)

perfazendo um total de { }III
+M

Ω#  predições conforme (6.61).

A cada predição p de Tspc6f por JPS, em que o p-ésimo modelo ( ) III
M

, +∈+ Ωpp LM  é

incluído no conjunto IIIΩ , é obtido um +p
fNMSE  resultante da p-ésima predição, operação

que será representada por

( ){ }{ }fTspcLM pp
p 6,,JPSNMSE III
f

++ +← Ω (6.62)

Aqueles modelos ( )pp LM ,+  cuja inclusão individual em IIIΩ  resulta um

III
ff NMSENMSE <+p  na predição ( ){ }{ }fTspcLM pp 6,,JPS III ++Ω  são identificados como

modelos da classe ( )minmin , pp LM +  – classe de modelos que contribui para melhorar o

desempenho da predição { }fTspc6,JPS IIIΩ  mediante inclusão – e são selecionados para

                                                          
1 A íntegra da Tabela 6.3 encontra-se no Apêndice C.
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serem posteriormente agregados à população atual de modelos (População III, representada

pelo conjunto IIIΩ ).

Então, é adicionado a IIIΩ  o conjunto formado por todos os modelos ( )minmin , pp LM +

pertencentes a III
M+Ω , cuja inclusão individual em IIIΩ  resulta III

ff NMSENMSE <+p ,

formando a nova População IV, representada pelo conjunto IVΩ , isto é

( ){ }"
1

0
minmin

IIIIV
min

, 
−

=

+

+

+=
N

k
kpp LMΩΩ

(6.63)

onde +
minN  é o número de modelos ( )minmin , pp LM +  pertencentes a III

M+Ω , cuja inclusão

individual em IIIΩ  resulta III
ff NMSENMSE <+p , sendo "  o operador que representa a

união entre conjuntos.

A Tabela 6.6 apresenta, para o exemplo que está sendo acompanhado (predição da

série Tspc6f), os resultados da operação descrita por (6.61), (6.62) e (6.63). Os modelos

( )95,6 , ( )97,6 , ( )94,7  e ( )98,7  salientados na Tabela 6.6 são aqueles pertencentes à  classe

( )minmin , pp LM + , e portanto selecionados para inclusão em IIIΩ  conforme (6.63). A Tabela

6.7 apresenta a nova População IV, representada pelo conjunto IVΩ , para o mesmo

exemplo.

A série Tspc6f é, então, predita através da heurística JPS com base no recém obtido

conjunto IVΩ  e utilizando pré-processamento U∇  com 15=ξ , isto é,  é executada a

operação definida pelo operador { }fTspc6,JPS IVΩ . O fNMSE  resultante de

{ }fTspc6,JPS IVΩ , a ser referido como IV
fNMSE , será utilizado na próxima etapa da

heurística de definição de Ω .

A exemplo das etapas anteriores, a Figura 6.4 apresenta a comparação entre a curva

de )NMSE(n   obtida com o  modelo ( )89,2 , melhor modelo sob heurística MF – traço

contínuo – e a curva )(NMSE IV n  resultante de { }fTspc6,JPS IVΩ   –  tracejado.
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População Envolvida +p
fNMSE

IIIΩ + {(5,89)} 0.967

IIIΩ + {(5,96)} 0.974

IIIΩ + {(5,97)} 0.98

IIIΩ + {(6,95)} 0.958

IIIΩ + {(6, 97)} 0.954
IIIΩ + {(6,99)} 0.969

IIIΩ + {(7, 94)} 0.961

IIIΩ + {(7, 95)} 0.969

IIIΩ + {(7, 98)} 0.964

IIIΩ + {(8,93)} 0.984

IIIΩ + {(8,95)} 0.982

IIIΩ + {(8,100)} 1.023

IIIΩ + {(9,100)} 0.998

IIIΩ + {(9, 99)} 1.008

IIIΩ + {(9,106)} 1.005

IIIΩ + {(10,95)} 0.996

IIIΩ + {(10,98)} 1.01

IIIΩ + {(10,93)} 1.025

IIIΩ + {(11,82)} 1.001

IIIΩ + {(11,89)} 1.026

IIIΩ + {(11,92)} 1.018

IIIΩ + {(12,22)} 1.423

IIIΩ + {(12,91)} 1.026

IIIΩ + {(12,92)} 1.015

Tabela 6.6: Resultados da predição ( ){ }{ }fTspcLM pp 6,,JPS III ++Ω ,
{ } 1,,1,0 III −= +M

p Ω#! . Os modelos salientados em negrito são aqueles

cuja inclusão individual em IIIΩ  resulta 966.0NMSE   NMSE III
ff =<+p .
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Indivíduo ( )fNMSE,, LM

Dimensão M
dos Vetores

Número  L
de Vetores

fNMSE
(Heurística MF)

2
2
2
4
3
2
6
6
7
7

89
88
82
99
84
84
95
97
94
98

0.99
0.991
0.998
0.999

1
1

1.03
1.04
1.01
1.03

Tabela 6.7: População IV. Os indivíduos assinalados em tom
cinza foram os pertencentes a III

M+Ω , selecionados para inclusão
à População III, dando origem à População IV, associada ao
conjunto IVΩ .

Figura 6.4: Série Tspc6f – Comparação entre a curva de )NMSE(n   obtida com o  modelo
( )89,2   sob heurística MF – traço contínuo – e a curva )(NMSE IV n  resultante de

{ }fTspc6,JPS IVΩ   –  tracejado.
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Observe que, nesta etapa da heurística de definição de Ω , 96.0NMSEIV
f = ,

resultante de { }fTspc6,JPS IVΩ . Também a exemplo das etapas prévias, note que a curva

)(NMSE IV n  se afasta mais da curva de )NMSE(n  do que a curva de )(NMSE III n  se

afastava de )NMSE(n  na etapa anterior.

A predição { }fTspc6,JPS IVΩ  baseia-se no procedimento de acréscimo de

diferentes  modelos ( )minmin , pp LM +   à  IIIΩ ,  para   que   o   conjunto IVΩ   resultante   tenha

melhores condições de representar as não-estacionariedades presentes ao longo da série.

Este procedimento  tem  como  fundamento  a  idéia  de  que  modelos  excluídos  pelo

corte em IΩ  talvez contribuam para melhorar o desempenho de predição com relação ao

desempenho da predição { }fTspc6,JPS IIIΩ . Assim, a nova população definida por IVΩ

estabelece um novo cenário de relações de cooperação – ou de conflito – entre modelos

( )LM ,  na tarefa de predição da série Tspc6f  por  JPS.  No entanto, os modelos

( )minmin , pp LM +  acrescentados à IIIΩ  tiveram sua aptidão na predição { }fTspc6,JPS IIIΩ

testada apenas individualmente através de +p
fNMSE .  Portanto, no novo cenário de relações

de cooperação entre modelos ( )LM ,  não é sabido se, na atuação conjunta dos modelos

( ){ }"
1

0
minmin

III
min

, 
−

=

+

+

+
N

k
kpp LMΩ , implícita em { }fTspc6,JPS IVΩ , possam existir modelos cuja

eliminação de IVΩ  resulte em redução de IV
fNMSE .

Desta maneira, nos vemos mais uma vez na situação de avaliar o novo cenário de

relações sob o ponto de vista  de que é possível que alguns dos modelos de IVΩ  não sejam

adequados aos intervalos estatisticamente diferenciados que compõem a série temporal e

possam estar prejudicando o desempenho da predição { }fTspc6,JPS IVΩ .  Assim, critério

idêntico ao adotado na etapa de obtenção de IIIΩ , descrito pelas  Equações (6.57) a (6.60),

é agora adotado com relação à IVΩ , isto é
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( ){ }{ }fTspcLM pp 6,,JPS IV −Ω , { } 1,,1,0 IV −= Ω#!p (6.64)

( ){ }{ }fTspcLM pp
p 6,,JPSNMSE IV
f −← Ω (6.65)

{ }p

p f
MIN
f NMSEminargNMSE = , { } 1,,1,0 IV −= Ω#!p (6.66)

( ){ }minmin
IVIV

d
MIN
f ,NMSENMSE pp LM−=⇒< ΩΩ (6.67)

A recursão definida por (6.64) a (6.67)  é repetida até que a exclusão definitiva de

algum particular ( )pp LM ,  não resulte em d
MIN
f NMSENMSE < , sendo dNMSE  o valor de

MIN
fNMSE  resultante da recursão anterior.

Da mesma forma que na etapa de obtenção de IIIΩ , caso a condição

d
MIN
f NMSENMSE <  não seja satisfeita em conseqüência da exclusão de qualquer um dos

modelos pertencentes à IVΩ , conclui-se que nenhum destes modelos esteja prejudicando o

desempenho da predição { }fTspc6,JPS IVΩ  e, portanto nenhum deles será excluído da

População IV.

A Tabela 6.8 apresenta os resultados, para a predição da série Tspc6f, do processo

de eliminação dos indivíduos menos aptos na tarefa da predição { }fTspc6,JPS IVΩ . As

colunas 1 a 3 apresentam três recursões desta etapa do algoritmo. Os indivíduos assinalados

nas duas primeiras colunas são aqueles efetivamente eliminados da População IV a cada

conjunto de predições ( ){ }{ }fTspcLM pp 6,,JPS IV −Ω , { } 1,,1,0 IV −= Ω#!p , respectivo a

cada coluna. Como pode ser observado na tabela, a eliminação de cada um destes

indivíduos leva progressivamente à diminuição do MIN
fNMSE , com relação ao IV

fNMSE .
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Coluna 1 Coluna 2 Coluna 3

População Base:

População IV

População Base:

População IV exceto
modelo (7, 98)

População Base:

População IV exceto
modelos (7,98) e (7,94).

Indivíduo
Excluído

p
fNMSE Indivíduo

Excluído
p
fNMSE Indivíduo

Excluído
p
fNMSE

2
2
2
2
3
4
6
6
7
7

89
88
82
84
84
99
95
97
94
98

0.9649
0.9652
0.9657
0.9582
0.9657
0.9703
0.9586
0.9638

0.96
0.9582

2
2
2
2
3
4
6
6
7

89
88
82
84
84
99
95
97
94

0.9652
0.9653
0.9628
0.9595
0.9675
0.9696
0.9601
0.9664
0.9477

2
2
2
2
3
4
6
6

89
88
82
84
84
99
95
97

0.9591
0.9514
0.9505
0.9503
0.9563
0.9595
0.9535
0.9576

Tabela 6.8: Eliminação dos indivíduos menos aptos no processo de predição
{ }fTspc6,JPS IVΩ . Observe que os elementos destacados nas colunas 1 a 3 são

aqueles cuja exclusão implicará no menor p
fNMSE  a cada conjunto de

predições ( ){ }{ }fTspcLM pp 6,,JPS IV −Ω , { } 1,,1,0 IV −= Ω#!p , respectivo a
cada coluna.

Observe na coluna 1 da Tabela 6.8, que o elemento ( )98,7  é definitivamente

excluído de IVΩ  porque ( ) ( )96.0NMSE9582.0NMSE IV
f

MIN
f =<= . Observe também que o

modelo ( )84,2 , assinalado na coluna 4 da tabela, cuja exclusão resulta em

9503.0NMSEMIN
f = , não será eliminado da população, pois, apesar da sua exclusão do

grupo ser a exclusão que conduz ao menor MIN
fNMSE , o valor atingido não é inferior ao

atingido pela recursão anterior (coluna 2, modelo ( )94,7 , 9477.0NMSE MIN
f = ), evento que

indica o final das recursões.

A Tabela 6.9 apresenta a População IV após a totalidade do procedimento

especificado na Tabela 6.8.  Na Tabela 6.9 estão assinalados os elementos selecionados
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para exclusão definitiva. A exclusão dos referidos elementos na População IV define a

População V, associada ao conjunto VΩ .

Indivíduo ( )fNMSE,, LM

Dimensão M
dos Vetores

Número  L
de Vetores fNMSE

(Heurística MF)

2
2
2
2
3
4
6
6
7
7

89
 88
 82
 84
 84
 99
 95
 97
98
94

0.99
0.991
0.998

1
1

0.999
1.03
1.04
1.03
1.01

Tabela 6.9: População IV, na qual os indivíduos assinalados em cinza, ao
serem definitivamente excluídos, darão origem à População V, associada ao
conjunto VΩ .

A série Tspc6f é, então, predita através da heurística JPS com base no recém obtido

conjunto VΩ  e utilizando pré-processamento U∇  com 15=ξ , isto é,  é executada a

operação definida pelo operador { }fTspc6,JPS VΩ . O fNMSE  resultante de

{ }fTspc6,JPS VΩ  será referido como V
fNMSE .

A Figura 6.5 apresenta a comparação entre a curva de )NMSE(n   obtida com o

melhor modelo sob heurística MF, modelo ( )89,2  – traço contínuo – e a curva )(NMSE V n

resultante de { }fTspc6,JPS VΩ   –  tracejado.  Note que 948.0NMSEV
f = , resultante de

{ }fTspc6,JPS VΩ . A etapa de obtenção de  VΩ  é a última etapa da heurística de definição

de Ω . Portanto VΩΩ =  e  )(NMSE nΩ = )(NMSE V n .
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Observe que a curva )(NMSE nΩ  resultante de { }fTspc6,JPS Ω  representa uma

considerável redução de erro de predição com relação à curva de )NMSE(n  relativa à

predição de Tspc6f pela heurística MF utilizando o modelo ( )89,2  – melhor modelo sob

esta heurística.

Tendo sido definido Ω , isto é, tendo sido definidos os indivíduos selecionados

dentre a população global considerados os mais aptos para a tarefa de predição de uma série

temporal )(nU  com tN  amostras, um procedimento adicional pode ser efetuado,

objetivando  diminuir  ainda  mais )1(NMSENMSEf −= tNΩΩ .  O  procedimento  consiste

em  executar a predição { }U,JPS Ω  com pequenos ajustes no Fator de Variância ξ  visando

reduzir Ω
fNMSE . No entanto, cabe ressaltar que este procedimento nem sempre implica em

redução de Ω
fNMSE .

Figura 6.5: Série Tspc6f – Comparação entre a curva de )NMSE(n   obtida com o  modelo
( )89,2   sob heurística MF – traço contínuo – e a curva )(NMSE nΩ  resultante de

{ }fTspc6,JPS Ω   –  tracejado.
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A Tabela 6.10 apresenta os valores de fNMSE  obtidos após a aplicação de cada

uma das etapas da heurística de definição de Ω . Observe que, mesmo para a série Tspc6f,

que é uma das séries temporais de maior dificuldade de predição dentre as que testamos, a

adoção da heurística de definição de Ω  representa um ganho significativo no desempenho

da predição por DSE. O menor fNMSE  obtido pela heurística de predição MF foi 0.99

enquanto que, após a definição de Ω , utilizando a heurística de predição JPS, foi possível

obter uma redução no valor do fNMSE  para 0.948.

População Envolvida
na Predição

Heurística de Predição
 Adotada fNMSE

IΩ Heurística MF – melhor modelo * 0.99

IIΩ { }fTspc6,JPS IIΩ 0.999

IIIΩ { }fTspc6,JPS IIIΩ 0.966

IVΩ { }fTspc6,JPS IVΩ 0.96

ΩΩ    V = { }fTspc6,JPS VΩ 0.948

* modelo (2,89) = melhor modelo sob a heurística de modelo de predição fixo.

Tabela 6.10: Valores de fNMSE  obtidos após a aplicação de cada uma das etapas
da heurística de definição de Ω .
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Heurística de Definição de Ω

Etapa Descrição

Conjunto

Associado à

População

Inicial

Conjunto

Associado à

População

Resultante

1 Eliminação dos indivíduos da População I para os quais

( ) cf NMSE,NMSE >LM .

IΩ IIΩ

2 Eliminação dos indivíduos menos aptos no processo de

predição { }fTspc6,JPS IIΩ .

IIΩ IIIΩ

3 Inclusão em IIIΩ  do conjunto formado por todos os

modelos ( )minmin , pp LM +  pertencentes a III
M+Ω , cuja

inclusão individual em IIIΩ  resulta
III
ff NMSENMSE <+p .

IIIΩ IVΩ

4 Eliminação dos indivíduos menos aptos no processo de

predição { }fTspc6,JPS IVΩ .

IVΩ ΩΩ    V =

Tabela 6.11: Descrição das etapas da heurística de definição de Ω  e respectivas
populações envolvidas.
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População I População II População III População IV População V

Todos os
possíveis
indivíduos –
heurística MF.

População em
ordem
ascendente de

fNMSE  –
heurística MF.

População I
com a seleção
dos indivíduos
que serão
eliminados,
para os quais

( ) >LM ,fNMSE

cNMSE .

População II
sem os
indivíduos
menos aptos no
processo de
predição

{ }fTspc6,JPS
II

Ω .

População III
com a inclusão
do conjunto
formado por
todos os modelos
pertencentes a

III

M+Ω , cuja
inclusão indivi-
dual resulta

<
+p

fNMSE
III
fNMSE .

População IV
sem os
indivíduos
menos aptos no
processo de
predição

{ }fTspc6,JPS
IV

Ω .

 2     20     1.15

 2     21     1.08

 2     22     1.1

 2     23     1.1

 2     24     1.09

 2     25     1.08

 2     26     1.04

 2     27     1.05

 2     28     1.05

 2     29     1.07

 2     30     1.03

 2     31     1.05

 2     32     1.08

 2     33     1.08

 2     34     1.05

 2     35     1.06

 2     36     1.07

 2     37     1.07

 2     38     1.08

 2     39     1.08

 2     40     1.09

 2     41     1.1

........

12    143    1.18

12    144    1.21

12    145    1.18

12    146     1.2

12    147    1.14

12    148    1.19

12    149    1.17

 2     89      0.99

 2     88      0.991

 4     104    0.997

 2     82 0.998

 4     99      0.999

 3     84       1

 2     90       1

 2     84       1

 2     94       1

 3     97      1.01

 7     94      1.01

 2     105    1.01

 2     100    1.01

 2     104    1.01

 3     101    1.01

 3      91     1.01

 3     88      1.01

 3     93      1.01

 3     94      1.01

 2     71      1.01

 3     99      1.01

 5     89      1.01

........

12    23      2.14

10    22      2.24

 9     20      2.29

11    22      2.57

10    20      2.6

11    21      2.73

12    20      3.65

 2     89      0.99

 2     88      0.991

 4     104    0.997

 2     82 0.998

 4     99      0.999

 3     84       1

 2     90       1

 2     84       1

 2     94       1

 3     97      1.01

 7     94      1.01

 2     105    1.01

 2     100    1.01

 2     104    1.01

 3     101    1.01

 3      91     1.01

 3     88      1.01

 3     93      1.01

 3     94      1.01

 2     71      1.01

 3     99      1.01

 5     89      1.01

........

12    23      2.14

10    22      2.24

 9     20      2.29

11    22      2.57

10    20      2.6

11    21      2.73

12    20      3.65

 2     89      0.99

 2     88      0.991

---    ---      ---

 2     82 0.998

 4     99      0.999

 3     84       1

---    ---      ---

 2     84       1

---    ---      ---

 2     89      0.99

 2     88      0.991

---    ---      ---

 2     82 0.998

 4     99      0.999

 3     84       1

---    ---      ---

 2     84       1

---    ---      ---

 6     95      1.03

 6     97      1.04

 7     94      1.01

 7     98      1.03

 2     89      0.99

 2     88      0.991

---    ---      ---

 2     82 0.998

 4     99      0.999

 3     84       1

---    ---      ---

 2     84       1

---    ---      ---

 6     95      1.03

 6     97      1.04

---    ---      ---

---    ---      ---

Tabela 6.12: Populações de modelos envolvidas na heurística de definição de Ω .
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6.3 Resultados Experimentais

Nesta seção são apresentados os resultados experimentais da predição – por DSE  e

através da heurística JPS – das séries temporais Elet6f, Petr4f, Cmig4f, Elet3f e Bellco,

descritas no Capítulo 2 .  A heurística de definição de Ω  , descrita na Seção 6.2,  é aplicada

para a predição da série U  através de { }  ,JPS UΩ , onde o argumento U  refere-se a uma

das séries em questão. Os resultados são comparados àqueles obtidos para a predição da

série U  através da heurística MF com o melhor modelo ( )LM , , isto é, o modelo que

resulta no menor fNMSE  sob esta heurística.

Em todos os casos é utilizado o pré-processamento U∇ . Melhores resultados foram

obtidos com este pré-processamento se comparados com aqueles obtidos sem

pré-processamento ou com pré-processamento U2∇ . Na predição da série Bellco é

utilizado 10=ξ  e nas demais, 15=ξ . É importante salientar que, na predição por

heurística MF, o fator ξ  é variado adaptativamente pelo algoritmo LMS, conforme

Capítulo 5, Seção 5.2.1, enquanto que, na heurística JPS, ξ  é mantido constante na

predição efetuada por todos os modelos do conjunto Ω .  Sob ajuste do LMS, ξ  é dado pela

Equação (5.46) com 1.0=α . O limiar de ativação do ajuste de ξ  é 0.1maxNMSE =  e o

limiar de convergência é 9.0minNMSE = , conforme descrito na Seção 5.2.1. O passo de

adaptação adotado na Equação (5.46) é 01.0=η .

 As Figuras 6.6 a 6.10 apresentam a comparação entre a curva de )NMSE(n obtida

da predição de U  sob a heurística MF com melhor modelo ( )LM ,  e a curva )(NMSE nΩ

resultante de { }  ,JPS UΩ . As Tabelas 6.13 a 6.17 apresentam os respectivos resultados de

predição.

A Figura 6.11 ilustra a capacidade de generalização resultante da heurística de

definição de Ω  quando aplicada na predição { }  ,JPS UΩ . Como pode ser observado na

Seção 2.5, a série Bellco é formada por 1000 amostras. No entanto, a heurística de

determinação de Ω  foi executada somente com base nas primeiras 560  amostras da série
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Bellco, resultando na predição { }*,JPS BellcoΩ  mostrada na Figura 6.10. Para testar a

capacidade de generalização do conjunto Ω  obtido com base nas primeiras 560  amostras,

foi realizada a predição { }Bellco,JPS Ω  ao longo das 1000=tN  amostras, mostrada na

Figura 6.11. Observe que as curvas )(NMSE nΩ  não são exatamente iguais para 560<n ,

nas Figuras 6.10 e 6.11. Isto ocorre porque a série Bellco apresenta uma faixa de variação

de valores maior para 560≥n , o que altera os fatores que normalizam a série para o

intervalo [ ]1 ,1− . Mesmo com os fatores de normalização alterados, as curvas )(NMSE nΩ

nas Figuras 6.10 e 6.11 não só são bastante semelhantes para 560<n  como, imediatamente

após a amostra 620, )(NMSE nΩ apresenta redução de seu valor instantâneo, na Figura 6.11.

A heurística de definição de Ω  procura adaptar a arquitetura da rede RBF ao

processo estocástico U  associado à série U , possivelmente não-estacionário, ao longo da

predição { }  ,JPS UΩ . O termo  “estacionário” deve ser entendido aqui sob o ponto de vista

do mapeamento ℜ∈→ℜ∈ℑ yMU:  gerado pela rede RBF.  O mapeamento ℑ  é

não-linear, logo não depende exclusivamente da correlação de U  – uma grandeza

estatística de segunda ordem. Por considerar grandezas estatísticas de ordem superior, ℑ  é

potencialmente capaz de antecipar o processo estocástico U  associado à U  mesmo quando

U  não é  WSS (Wide Sense Stationary) [57], isto é, mesmo quando sua função de

correlação varia ao longo de { }  ,JPS UΩ .

Assim, somente a predição sob heurística MF, com arquitetura fixa, já é

potencialmente capaz de antecipar a série U  quando U  não é  WSS. Mas quando a

não-estacionariedade de U  é tal que mesmo o mapeamento ℑ  não é capaz de antecipar

eficazmente a série U ,  a predição { }  ,JPS UΩ  pode resultar em aumento de desempenho

como conseqüência da adaptação da arquitetura da rede RBF ao longo da predição de U .
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Figura 6.6: Série Elet6f  – Comparação entre a curva de )NMSE(n obtida sob a heurística

MF – traço contínuo – e a curva )(NMSE nΩ  resultante de { }fElet6,JPS Ω  –  tracejado.

Heurística de Predição Modelos Envolvidos fNMSE

MF ( )123,4 0.963

{ }fElet6,JPS Ω ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}146,12,97,7,87,7,96,6,141,6,108,5

,107,5,126,5,141,5,123,4,3,136=Ω 0.877

Tabela 6.13: Resultados de predição para a série Elet6f.
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Figura 6.7: Série Petr4f  – Comparação entre a curva de )NMSE(n obtida sob a heurística

MF – traço contínuo – e a curva )(NMSE nΩ  resultante de { }Petr4f,JPS Ω  –  tracejado.

Heurística de Predição Modelos Envolvidos fNMSE

MF ( )108,3 0.961

{ }Petr4f,JPS Ω ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )}122,4,113,4,109,4,117,4,107,4

,111,4,87,4,118,4,112,3,116,3,121,3

,124,3,102,3,97,3,142,3,95,3,148,3

,119,3,104,3,107,3,130,3,95,2,78,2

,131,2,126,2,125,2,116,2,120,2,71,2

,113,2,121,2,141,2,124,2,2,117=Ω 0.919

Tabela 6.14: Resultados de predição para a série Petr4f.
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Figura 6.8: Série Cmig4f – Comparação entre a curva de )NMSE(n obtida sob a heurística
MF – traço contínuo – e a curva )(NMSE nΩ  resultante de { }Cmig4f,JPS Ω  –  tracejado.

Heurística de Predição Modelos Envolvidos fNMSE

MF ( )117,5 0.967

{ }Cmig4f,JPS Ω ( ) ( ) ( ){ }135,5,95,5,5,117=Ω 0.924

Tabela 6.15: Resultados de predição para a série Cmig4f.
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Figura 6.9: Série Elet3f – Comparação entre a curva de )NMSE(n obtida sob a heurística
MF – traço contínuo – e a curva )(NMSE nΩ  resultante de { }Elet3f,JPS Ω  –  tracejado.

Heurística de Predição Modelos Envolvidos fNMSE

MF ( )96,5 0.915

{ }Elet3f,JPS Ω ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( )}106,12,110,11,101,6,114,6

,104,5,96,5,4,88=Ω 0.873

Tabela 6.16: Resultados de predição para a série Elet3f .
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Figura 6.10: Série Bellco – Comparação entre a curva de )NMSE(n obtida sob a heurística
MF – traço contínuo – e a curva )(NMSE nΩ  resultante de { }*,JPS BellcoΩ  – tracejado.

*Bellco : somente as primeiras 560  amostras da série Bellco.

Heurística de Predição Modelos Envolvidos fNMSE

MF ( )124,4 0.975

{ }*,JPS BellcoΩ ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )}106,9,121,9,148,8,149,8

,116,7,86,6,125,5,123,5,102,4

,80,4,100,4,84,2,44,2,109,2

,46,2,100,2,124,2,2,135=Ω 0.929

Tabela 6.17: Resultados de predição para  as primeiras560  amostras da série Bellco.
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Figura 6.11: Série Bellco – )(NMSE nΩ  resultante de { }Bellco,JPS Ω  – Teste da
capacidade de generalização da  heurística de definição de Ω .
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Capítulo 7

Conclusão

Esta tese apresentou uma heurística de predição não-linear de séries temporais

através da Decomposição em Sub-Espaços − ou Decomposição em Componentes Principais

− do processo estocástico vetorial U  associado aos vetores de estado da série.  A

não-linearidade da heurística por Decomposição em Sub-Espaços (DSE) resulta do

mapeamento não-linear ℜ→ℜℑ M:   gerado por uma rede neural RBF, a qual, mediante

treino, antecipa temporalmente o processo U  com uma ordem de predição M.

Na heurística DSE, os vetores centros das funções de base radial da rede RBF são

determinados a partir dos auto-valores e auto-vetores da matriz de covariância C  do

processo vetorial U  que representa o desenrolar da série temporal S. Os vetores

M-dimensionais usados para construir a matriz C  resultam do deslizamento de uma janela

( )np  de M amostras sobre S. Sob tal situação, a matriz C  pode ser interpretada como uma

matriz que expressa correlação temporal entre regiões de M amostras consecutivas em S. À

medida que ( )np  é deslizada sobre S, as matrizes de covariância formadas contêm muito da

informação do desenrolar temporal de janelas anteriores, porque, a cada nova janela, apenas

um elemento da série é eliminado e um é agregado.

A atribuição dos vetores de estado determinados através da heurística DSE aos

centros das funções de base radial possibilita que mais informação sobre correlação

temporal da série S seja passada à rede RBF do que os demais métodos de atribuição de

centros até então conhecidos − a técnica APC e a técnica k-means, anteriormente referidas

nesta tese. Na técnica APC os vetores de estado são definidos como os vetores mais

recentes de U  em ( )np , sem que seja aplicada qualquer transformação ao conjunto U  de

vetores no sentido de explorar as características estocásticas de U . Na técnica k-means os
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vetores escolhidos para vetores de estado são os vetores mais freqüentes de U  em ( )np ,

não significando, no entanto, que sejam os mais correlacionados. Na técnica DSE

apresentada nesta tese, o critério de definição dos vetores de estado a serem atribuídos aos

centros das funções de base radial permite que sejam escolhidos os vetores mais

correlacionados de U  em ( )np .

Para o caso do processo U  ser não-estacionário sob o ponto de vista do

mapeamento ℑ ,  o que ocorre freqüentemente nos processos que regem séries temporais de

interesse científico, é apresentada uma extensão do método − a heurística Janela de

Predição Seletiva  (JPS) − inspirada em Algoritmos Genéticos, na qual a arquitetura da rede

RBF é alterada ao longo do processo de predição de uma mesma série S, de modo a

minimizar o efeito da não-estacionariedade de U .

A heurística JPS não se trata de um algoritmo genético. No entanto, deixa-se aqui

uma sugestão para futuros trabalhos em que o problema seja tratado sob uma abordagem

clássica de algoritmos genéticos. Buscando definir o conjunto Ω  de soluções mais

adequadas à tarefa de predição de uma determinada série temporal, uma idéia seria

considerar uma população inicial de indivíduos, em que cada indivíduo seria formado pelo

conjunto de algumas possíveis soluções − i.é, modelos ( )fNMSE,,LM  − cada um deles

sendo considerado um cromossomo do indivíduo. Operações clássicas seletivas e

reprodutivas seriam aplicadas à população de indivíduos, de forma que a população

resultante seja progressivamente composta de indivíduos mais aptos do que a população

inicial, até que se selecione apenas o indivíduo mais apto ou, conforme chamamos nesta

tese, até que seja obtido o conjunto Ω  de modelos ( )LM ,  mais adequados à tarefa de

predizer a série temporal.

Foi mostrado que, com um custo computacional moderado, para várias séries

temporais encontradas no mundo real, o método DSE resulta em um erro de predição

menor do que aquele obtido com a determinação dos centros pela técnica APC, ou do que

aquele obtido com a atribuição dos centros através do algoritmo k-means.  Quando
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estendida pela heurística JPS, a predição DSE – JPS  resultou em uma ulterior redução do

erro de predição.
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Apêndice A

Pseudo-Inversão Matricial por
Decomposição em Valores Singulares

Este apêndice destina-se a uma explicação sucinta do método em que é baseado o

algoritmo para a pseudo-inversão de Moore-Penrose [50] por Decomposição em Valores

Singulares (SVD) de uma matriz, utilizado neste trabalho [59]. A SVD se aplica quando há

a necessidade de inversão de matrizes singulares ou numericamente muito próximas a

singulares.

Seja uma matriz Ö de ordem [ ]KN × . Há um teorema de Álgebra Linear que prova

que qualquer matriz Ö de ordem [ ]KN × , cujo número de linhas N  é maior ou igual ao

número de colunas K, pode ser escrita como o produto de uma matriz U  de ordem [ ]KN × ,

cujas colunas são ortogonais, por uma matriz diagonal S  de ordem [ ]KK ×  com elementos

positivos ou zeros – os valores singulares – e o transposto de uma matriz ortogonal V  de

ordem [ ]KK ×  [8]. Isto é,

[ ]{ } [ ] [ ] [ ] [ ]KNKK
T

KKKNKN ××××× =⋅⋅= ΦVSUΦ          SVD (A.1)

sendo a ortogonalidade das matrizes U  e V  expressa por 1=TUU  e 1=TVV , e onde
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(A.2)

Os elementos Ksss  ,,, 10 "  que compõem a diagonal principal de S , na Equação

(A.2) são chamados valores singulares da matriz.
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Como, devido à ortogonalidade, TUU =−1  e TVV =−1 , e como S  é uma matriz

diagonal, a pseudo-inversa de Ö , denotada por +Φ , é , então, determinada por

[ ] [ ]

[ ]

[ ]NK
T

KKs

s

s

KKNK
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×

×

××
+ ⋅
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(A.3)



161

Apêndice B

Decomposição em Sub-Espaços através da
Transformação Karhunen-Loève

A Transformação Karhunen-Loève (KLT) projeta um conjunto X  de vetores de

dados Mx ℜ∈  sobre uma base ortonormal em Mℜ  formada pelo conjunto dos M

auto-vetores M
me ℜ∈ , 1 , ,1 ,0 −= Mm ! , da matriz de covariância de X . A base será,

portanto, orientada de acordo com as direções de maior variância  de X  em Mℜ  [17] [18]

[37] [51].

A m-ésima projeção de X  sobre a direção do auto-vetor me  é chamada de m-ésimo

sub-espaço (ou m-ésimo componente principal). O m-ésimo auto-valor mλ  associado ao

auto-vetor me  corresponde à variância do m-ésimo sub-espaço de X . Ainda, a variância de

cada sub-espaço é um máximo local, no universo de todas as variâncias resultantes da

projeção de X  sobre todas as possíveis direções em Mℜ . Embora qualquer espaço de

dimensão menor do que Mℜ  seja um sub-espaço de Mℜ , esta tese refere-se muitas vezes a

um sub-espaço de X  como o conjunto dos vetores de X  que concentram-se de forma

alinhada ao longo de uma particular direção em Mℜ . Ainda que esta referência não seja

precisa, julgou-se válido aplicá-la devido ao conceito intuitivo nela implícito.

Uma importante utilização da Transformação Karhunen-Loève, também conhecida

por Análise dos Componentes Principais (PCA) é a da redução dimensional. Embora nesta

tese o interesse não seja a redução dimensional, é interessante salientar que esta

característica torna a KLT bastante popular em processamento digital de sinais por permitir

que as informações mais significativas contidas em um sinal possam ser representadas,

mediante a introdução de algum erro considerado aceitável, em um espaço de dados de
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menores dimensões do que a dimensão original Mℜ . Como cada sub-espaço ou

componente principal é orientado de acordo com as direções de maior variância  de X  em
Mℜ , os sub-espaços de menor variância podem ser descartados – o que resultará em uma

redução dimensional ótima no sentido do Erro Médio Quadrático (MSE) [37].

O desenvolvimento do método para aplicação da KLT à X  apresentado neste

apêndice segue a proposta de Haykin em [51].

Seja X  um processo estocástico vetorial de média zero representado pelo conjunto

X  de vetores Mx ℜ∈ .  Caso X  não possua média zero – e, portanto, caso o vetor aleatório

x não possua média zero – o vetor média deverá ser subtraído dos vetores de X  antes de

iniciar a transformação.

Seja Me ℜ∈  um vetor unitário e adimensional qualquer, sobre o qual será projetado

um vetor X∈x  .  Sendo e  um vetor unitário, a norma Euclidiana de e  é dada pela

Equação (B.1).

1   == eee T (B.1)

Como e  é unitário e adimensional, o tamanho (norma Euclidiana) do vetor que

resulta da projeção de x  sobre e , denominada de projeção a, possui a mesma unidade

dimensional de x  e é dado pela Equação (B.2).

xeexa TT == (B.2)

Portanto, a define o tamanho da projeção do vetor x  na direção do vetor e .  A

projeção a também é uma variável aleatória, com média e variância associadas à estatística

do vetor  aleatório x.

A média da projeção a é dada por

{ } { }      xeEaE T= (B.3)

{ } { } 0      == xEeaE T (B.4)
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onde {}⋅E  é o operador que resulta no valor esperado da variável aleatória argumento.

A variância da projeção a é dada por

{ }22   aEa =σ (B.5)

( )( ){ }        2 exxeE TT
a =σ (B.6)

{ }exx Ee TT
a    2 =σ (B.7)

onde { }   Tx xE  é a matriz de covariância xC , de dimensões MM × , do conjunto X  de

vetores Mx ℜ∈ .

Portanto, a Equação (B.7) pode ser escrita como

eeT
a  2

xC=σ (B.8)

onde observa-se que a variância 2σ  da projeção a é uma função do vetor unitário e .

Expressando matematicamente,

( )   2 efa =σ (B.9)

A KLT objetiva determinar o conjunto de vetores e  para cuja direção em Mℜ  a

variância da projeção a é máxima. Portanto, a KLT varia o vetor e  no universo de todas as

possíveis direções em Mℜ  na busca daquela direção que resulta no máximo ( )   ef . Para

que a norma de e  não influa no resultado de ( )   ef  durante a busca,  ela deve ser constante

e unitária.  Esta é a razão da condição preliminar definida em (B.1).

Se e  alinha-se com uma direção em Mℜ  do conjunto X  tal que nesta direção

( )   ef  resulta em um máximo local dentro do universo de busca, então, devido à menor

declividade de ( )   ef  nas vizinhanças de um máximo local, para qualquer pequena

variação eδ  do vetor unitário e  temos que

( ) ( )       efeef ≈+δ (B.10)
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Embora (B.10) também seja válida nas vizinhanças de um mínimo local, esta

ambigüidade é resolvida quando utiliza-se a eigen-estrutura  de xC  [51].

Combinando as Equações (B.8) e (B.9) obtém-se que ( ) eeef T    xC= . Assumindo

que o valor de eδ  seja suficientemente pequeno de modo que ( )   ef  não se afaste das

vizinhanças do máximo local , pode-se admitir a igualdade em (B.10).  Portanto,

( ) ( ) ( ) ( )             eeeeeefeeef TT δδδ ++=+== xx CC (B.11)

( ) eeeeeeeeeef TTTT δδδδδ           xxxx CCCC +++=+ (B.12)

Como a matriz de covariância  xC  do conjunto X  é uma matriz simétrica, tem-se

que

eeδeδe TT
xx CC = (B.13)

e a Equação (B.12) pode ser reescrita sob a forma

( ) eeeeeeeef TTT δδδδ xxx CCC ++=+ 2    (B.14)

Como eδ  é muito pequeno, o termo ( )eeδ T δ xC  no lado direito de (B.12) pode ser

desconsiderado. De (B.14), (B.8) e (B.9) pode-se escrever que

( ) ( ) eeefeef T
xCδδ 2     +=+ (B.15)

Ao levar a Equação (B.10) à Equação (B.15) conclui-se que

0=eeT
xCδ (B.16)

Mas, para que a norma de e  não influa no resultado de ( )   ef  durante a busca,  ela

deve ser mantida constante e unitária. Portanto, são admissíveis apenas as perturbações eδ

para as quais a norma do vetor perturbado   ee δ+  permaneça unitária, ou seja

1   =+ ee δ (B.17)

o que equivale a dizer que
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( ) ( ) 1  =++ eeee T δδ (B.18)

Expandindo o produto ( ) ( )eeee T   δδ ++ , temos

( ) ( ) eδeδeeδeδeeeeeee TTTTT +++=++   δδ (B.19)

onde

eeδeδe TT = (B.20)

e onde o termo eδeδ T  pode ser desconsiderado. Portanto,

( ) ( )     eeδ2eeeeee TTT +=++ δδ (B.21)

como,  de (B.18), ( ) ( ) 1  =++ eeee T δδ  então, de (B.21)

1  =+ eeδ2ee TT (B.22)

mas, de (B.1),  1 =eeT  em  (B.22) , e portanto

0=eeTδ (B.23)

Infere-se da Equação (B.23) que as variações eδ  devem ser ortogonais a e  durante

o processo de busca da direção de máximo ( )   ef . Este é o único tipo de variação permitida

a e  no espaço de busca Mℜ  tal que a Equação (B.17) seja obedecida.

Nas Equações (B.16) e (B.23) residem as duas condições simultâneas a serem

respeitadas para a determinação dos vetores e  para os quais ( )   ef  terá valor máximo.

Somando-se estas equações, pode-se escrever que

( ) ( ) 0=−=− eeδλeeδeeλδee TTTT
xx CCδ (B.24)

onde o fator de escala λ  foi introduzido para compatibilizar a unidade dimensional do

vetor unitário e  (adimensional por definição) com a unidade dimensional da matriz xC

representativa da covariância do conjunto X .  Por exemplo, se os vetores do conjunto X
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representam uma grandeza cuja unidade dimensional é 







segundo
metro , λ  terá unidade

dimensional 







2

2

segundo
metro  .

Reescrevendo a equação (B.24),

( ) ( ) 0  =− eee T λδ xC (B.25)

Para que a condição posta na Equação (B.25) seja satisfeita, é necessário e

suficiente que

eλe   =xC (B.26)

que é a equação que define os vetores e  para os quais ( )   ef  tem valor máximo.

A Equação (B.26) é reconhecida como a equação dos auto-vetores da matriz xC  e

apresenta um conjunto de soluções não-triviais para aqueles valores de λ  que são

denominados os auto-valores de xC . Seja a k-ésima solução de (B.26) tal que

( ) 0 =kk eICx λ- (B.27)

Por serem mapeados no vetor nulo 0  através de ( )ICx kλ- , os auto-vetores ke

pertencem ao espaço nulo da transformação linear (B.27),  isto é,

Nℜ∈   ke (B.28)

onde Nℜ é denominado espaço nulo da matriz ( )ICx kλ- , denotado por { }ICx kλ-N . A

dimensão Nℜ  do espaço nulo de uma transformação linear define o número N  de

vetores linearmente  independentes que levam a transformação ao vetor nulo 0 , os quais,

portanto, definem uma base geradora de  Nℜ [8][23][46].

O rank da matriz ( )ICx kλ- , denotado { }ICx kλ-R , é o espaço Rℜ  gerado pelo

número R  de vetores-colunas de ( )ICx kλ-  que são linearmente independentes. Um
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teorema de Teoria de Matrizes prova que a dimensão M  da matriz quadrada ( )[ ]MMk ×ICx λ-

é igual à soma das dimensões de seu rank e espaço nulo [8][23][46], isto é

{ }ICx kM λ-dim ==+RN (B.29)

Por definição, os auto-vetores ke  formam uma base ortonormal no espaço por eles

gerado. Isto significa que em (B.27) o conjunto de auto-vetores ke  define a própria base

para o espaço nulo Nℜ .  Portanto, de (B.29),  para que a dimensão N  do espaço nulo

seja igual à dimensão da matriz ( )ICx kλ- , é necessário que o rank da matriz seja nulo

( 0 =R ). Assim { }ICx kM λ-dim ==N , de forma que existirão M vetores ke

linearmente independentes.  Mas, uma matriz que possui rank nulo é uma matriz singular.

Isto é, se

{ } 0 =ICx mλ-R ⇒ ( )ICx mλ-  é singular, 1 , ,1 ,0 −= Mm ! (B.30)

e, se a matriz ( )ICx mλ-  é singular, pode-se escrever que

{ } 0det =ICx mλ- (B.31)

onde {}⋅det  representa o determinante da matriz argumento.

A Equação (B.31) é a equação utilizada para a determinação do m-ésimo auto-valor

mλ  da matriz xC  representativa da covariância do conjunto X , 1 , ,1 ,0 −= Mm ! .  Como

xC  é uma matriz simétrica,  possui auto-valores reais e não-negativos [8][23][46].

Uma vez determinados os M auto-valores 110 ,,, −Mλλλ !  da matriz xC  através de

(B.31), obtém-se os auto-vetores associados 1M10 e,,e,e −!  através de (B.27).

Assim, de (B.27) pode-se escrever

mmm eλe   =xC , 1,,1,0 −= Mm ! (B.32)

Seja Λ  uma matriz diagonal , MM × , composta pelos auto-valores da matriz xC ,

de acordo com a Equação (B.32),
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( )110 ,,,,,diag −=Λ Mj λλλλ !!
(B.33)

onde os M auto-valores estão ordenados de forma decrescente, de modo que 0λ  seja o

maior auto-valor.

Seja E uma matriz MM ×  cujas colunas são formadas pelos M auto-vetores

1M10 e,,e,e −!  dados pela Equação (B.32) associados aos auto-valores 110 ,,, −Mλλλ ! .

[ ]110 ,,,,, −= Mj eeee !!E (B.34)

De acordo com (B.33) e (B.34), a Equação (B.32) pode ser reescrita como

EΛECx = (B.35)

Como os auto-vetores de xC  (vetores-coluna de E) são ortonormais, a matriz E é

dita ortonormal. Portanto, os vetores-coluna de E satisfazem a condição de

ortonormalidade,





≠
=

=
ij
ij

ee j
T
i ,0

,1 (B.36)

A Equação (B.36) pode também ser escrita sob a forma

IEET = (B.37)

de onde vem que

1T EE −= (B.38)

A Equação (B.35) pode ser reescrita, sob a forma de uma Transformação de

Similaridade  [8][23][46]. Pré-multiplicando ambos os lados da Equação (B.35) por TE ,

EΛEECE T
x

T = (B.39)

De  (B.39) e (B.38),

EΛEECEECE 1
x

1
x

T −− == (B.40)
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ou

ΛECE x
T = (B.41)

que, na forma expandida, resulta em





≠
=

=
jk
jk

ee j
k

T
j ,0

,λ
xC

(B.42)

Das Equações (B.8) e (B.9) tem-se

( ) eeef T
a xC==    2σ (B.43)

Comparando as Equações (B.42) e (B.43), verifica-se que

( ) mmef λ=   , 1,,1,0 −= Mm ! (B.44)

Portanto, os M auto-vetores me  da matriz xC  representam as M direções principais

ao longo das quais a variância ( )   2
mm ef=σ  é máxima e dada por mλ .
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Apêndice C

Tabela C.1: Íntegra da Tabela 6.2, Capítulo 6, Seção 6.2 (1/8)

Indivíduo ( )fNMSE,,LM

M L
fNMSE M L

fNMSE M L
fNMSE M L

fNMSE
2 20 1.15 2 65 1.05 2 110 1.08 3 25 1.14
2 21 1.08 2 66 1.07 2 111 1.04 3 26 1.12
2 22 1.1 2 67 1.07 2 112 1.05 3 27 1.12
2 23 1.1 2 68 1.07 2 113 1.03 3 28 1.09
2 24 1.09 2 69 1.04 2 114 1.06 3 29 1.1
2 25 1.08 2 70 1.02 2 115 1.04 3 30 1.07
2 26 1.04 2 71 1.01 2 116 1.07 3 31 1.06
2 27 1.05 2 72 1.02 2 117 1.06 3 32 1.11
2 28 1.05 2 73 1.04 2 118 1.05 3 33 1.12
2 29 1.07 2 74 1.02 2 119 1.07 3 34 1.13
2 30 1.03 2 75 1.04 2 120 1.06 3 35 1.13
2 31 1.05 2 76 1.03 2 121 1.06 3 36 1.12
2 32 1.08 2 77 1.04 2 122 1.07 3 37 1.14
2 33 1.08 2 78 1.03 2 123 1.08 3 38 1.14
2 34 1.05 2 79 1.05 2 124 1.06 3 39 1.15
2 35 1.06 2 80 1.02 2 125 1.05 3 40 1.14
2 36 1.07 2 81 1.03 2 126 1.05 3 41 1.13
2 37 1.07 2 82 0.998 2 127 1.06 3 42 1.1
2 38 1.08 2 83 1.03 2 128 1.07 3 43 1.1
2 39 1.08 2 84 1 2 129 1.07 3 44 1.09
2 40 1.09 2 85 1.02 2 130 1.06 3 45 1.1
2 41 1.1 2 86 1.01 2 131 1.1 3 46 1.09
2 42 1.1 2 87 1.01 2 132 1.1 3 47 1.08
2 43 1.09 2 88 0.991 2 133 1.1 3 48 1.12
2 44 1.08 2 89 0.99 2 134 1.07 3 49 1.07
2 45 1.06 2 90 1 2 135 1.07 3 50 1.07
2 46 1.07 2 91 1.01 2 136 1.06 3 51 1.08
2 47 1.08 2 92 1.02 2 137 1.05 3 52 1.07
2 48 1.08 2 93 1.02 2 138 1.04 3 53 1.08
2 49 1.13 2 94 1 2 139 1.04 3 54 1.07
2 50 1.09 2 95 1.02 2 140 1.03 3 55 1.08
2 51 1.08 2 96 1.03 2 141 1.04 3 56 1.09
2 52 1.09 2 97 1.03 2 142 1.03 3 57 1.08
2 53 1.09 2 98 1.02 2 143 1.04 3 58 1.08
2 54 1.07 2 99 1.02 2 144 1.05 3 59 1.08
2 55 1.07 2 100 1.01 2 145 1.04 3 60 1.08
2 56 1.07 2 101 1.03 2 146 1.04 3 61 1.07
2 57 1.06 2 102 1.03 2 147 1.04 3 62 1.08
2 58 1.08 2 103 1.02 2 148 1.05 3 63 1.07
2 59 1.08 2 104 1.01 2 149 1.03 3 64 1.06
2 60 1.07 2 105 1.01 3 20 1.25 3 65 1.05
2 61 1.05 2 106 1.01 3 21 1.26 3 66 1.07
2 62 1.06 2 107 1.02 3 22 1.25 3 67 1.07
2 63 1.06 2 108 1.09 3 23 1.15 3 68 1.07
2 64 1.07 2 109 1.07 3 24 1.16 3 69 1.05
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Tabela C.1: Íntegra da Tabela 6.2, Capítulo 6, Seção 6.2 (2/8)

Indivíduo ( )fNMSE,,LM

M L fNMSE M L fNMSE M L fNMSE M L fNMSE

3 70 1.03 3 115 1.06 4 30 1.1 4 75 1.05
3 71 1.04 3 116 1.06 4 31 1.1 4 76 1.07
3 72 1.04 3 117 1.07 4 32 1.09 4 77 1.06
3 73 1.04 3 118 1.07 4 33 1.11 4 78 1.03
3 74 1.03 3 119 1.08 4 34 1.12 4 79 1.04
3 75 1.04 3 120 1.07 4 35 1.18 4 80 1.04
3 76 1.04 3 121 1.07 4 36 1.17 4 81 1.06
3 77 1.05 3 122 1.07 4 37 1.14 4 82 1.05
3 78 1.03 3 123 1.08 4 38 1.14 4 83 1.04
3 79 1.03 3 124 1.06 4 39 1.16 4 84 1.06
3 80 1.02 3 125 1.06 4 40 1.12 4 85 1.01
3 81 1.03 3 126 1.07 4 41 1.16 4 86 1.01
3 82 1.02 3 127 1.06 4 42 1.14 4 87 1.04
3 83 1.03 3 128 1.08 4 43 1.12 4 88 1.04
3 84 1 3 129 1.07 4 44 1.12 4 89 1.02
3 85 1.03 3 130 1.1 4 45 1.15 4 90 1.03
3 86 1.02 3 131 1.1 4 46 1.13 4 91 1.01
3 87 1.02 3 132 1.12 4 47 1.15 4 92 1.02
3 88 1.01 3 133 1.1 4 48 1.08 4 93 1.02
3 89 1.02 3 134 1.09 4 49 1.1 4 94 1.02
3 90 1.02 3 135 1.09 4 50 1.1 4 95 1.03
3 91 1.01 3 136 1.07 4 51 1.1 4 96 1.01
3 92 1.02 3 137 1.06 4 52 1.08 4 97 1.02
3 93 1.01 3 138 1.06 4 53 1.1 4 98 1.01
3 94 1.01 3 139 1.06 4 54 1.09 4 99 0.999
3 95 1.02 3 140 1.05 4 55 1.11 4 100 1.01
3 96 1.02 3 141 1.05 4 56 1.08 4 101 1.01
3 97 1.01 3 142 1.06 4 57 1.07 4 102 1.01
3 98 1.02 3 143 1.06 4 58 1.08 4 103 1.02
3 99 1.01 3 144 1.06 4 59 1.09 4 104 0.997
3 100 1.02 3 145 1.06 4 60 1.09 4 105 1.04
3 101 1.01 3 146 1.06 4 61 1.08 4 106 1.05
3 102 1.02 3 147 1.06 4 62 1.12 4 107 1.05
3 103 1.02 3 148 1.06 4 63 1.09 4 108 1.04
3 104 1.02 3 149 1.07 4 64 1.08 4 109 1.05
3 105 1.03 4 20 1.28 4 65 1.07 4 110 1.06
3 106 1.04 4 21 1.23 4 66 1.08 4 111 1.05
3 107 1.06 4 22 1.24 4 67 1.07 4 112 1.06
3 108 1.06 4 23 1.17 4 68 1.07 4 113 1.07
3 109 1.07 4 24 1.17 4 69 1.06 4 114 1.05
3 110 1.06 4 25 1.18 4 70 1.05 4 115 1.06
3 111 1.06 4 26 1.12 4 71 1.06 4 116 1.05
3 112 1.05 4 27 1.11 4 72 1.06 4 117 1.09
3 113 1.07 4 28 1.08 4 73 1.05 4 118 1.09
3 114 1.06 4 29 1.06 4 74 1.08 4 119 1.07
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Tabela C.1: Íntegra da Tabela 6.2, Capítulo 6, Seção 6.2 (3/8)

Indivíduo ( )fNMSE,,LM

M L fNMSE M L fNMSE M L fNMSE M L fNMSE

4 120 1.08 5 35 1.17 5 80 1.07 5 125 1.1
4 121 1.09 5 36 1.14 5 81 1.08 5 126 1.13
4 122 1.08 5 37 1.2 5 82 1.08 5 127 1.14
4 123 1.09 5 38 1.2 5 83 1.07 5 128 1.15
4 124 1.08 5 39 1.2 5 84 1.04 5 129 1.17
4 125 1.08 5 40 1.18 5 85 1.07 5 130 1.17
4 126 1.09 5 41 1.14 5 86 1.05 5 131 1.16
4 127 1.1 5 42 1.16 5 87 1.03 5 132 1.13
4 128 1.11 5 43 1.14 5 88 1.03 5 133 1.15
4 129 1.11 5 44 1.15 5 89 1.01 5 134 1.15
4 130 1.13 5 45 1.17 5 90 1.04 5 135 1.13
4 131 1.15 5 46 1.18 5 91 1.03 5 136 1.15
4 132 1.13 5 47 1.13 5 92 1.04 5 137 1.11
4 133 1.12 5 48 1.14 5 93 1.05 5 138 1.12
4 134 1.11 5 49 1.1 5 94 1.05 5 139 1.13
4 135 1.11 5 50 1.13 5 95 1.04 5 140 1.12
4 136 1.09 5 51 1.13 5 96 1.02 5 141 1.11
4 137 1.08 5 52 1.11 5 97 1.02 5 142 1.12
4 138 1.1 5 53 1.15 5 98 1.03 5 143 1.1
4 139 1.07 5 54 1.11 5 99 1.03 5 144 1.11
4 140 1.08 5 55 1.12 5 100 1.06 5 145 1.12
4 141 1.07 5 56 1.09 5 101 1.05 5 146 1.1
4 142 1.06 5 57 1.12 5 102 1.06 5 147 1.1
4 143 1.07 5 58 1.15 5 103 1.05 5 148 1.11
4 144 1.07 5 59 1.1 5 104 1.06 5 149 1.1
4 145 1.06 5 60 1.13 5 105 1.1 6 20 1.56
4 146 1.07 5 61 1.12 5 106 1.07 6 21 1.55
4 147 1.06 5 62 1.09 5 107 1.07 6 22 1.61
4 148 1.08 5 63 1.08 5 108 1.08 6 23 1.48
4 149 1.08 5 64 1.09 5 109 1.07 6 24 1.4
5 20 1.44 5 65 1.07 5 110 1.05 6 25 1.4
5 21 1.39 5 66 1.1 5 111 1.09 6 26 1.34
5 22 1.42 5 67 1.1 5 112 1.09 6 27 1.27
5 23 1.29 5 68 1.11 5 113 1.09 6 28 1.28
5 24 1.31 5 69 1.08 5 114 1.07 6 29 1.26
5 25 1.24 5 70 1.05 5 115 1.1 6 30 1.27
5 26 1.23 5 71 1.05 5 116 1.07 6 31 1.21
5 27 1.18 5 72 1.03 5 117 1.09 6 32 1.21
5 28 1.18 5 73 1.06 5 118 1.12 6 33 1.19
5 29 1.15 5 74 1.06 5 119 1.13 6 34 1.22
5 30 1.18 5 75 1.07 5 120 1.1 6 35 1.21
5 31 1.14 5 76 1.07 5 121 1.11 6 36 1.16
5 32 1.16 5 77 1.07 5 122 1.1 6 37 1.24
5 33 1.14 5 78 1.06 5 123 1.09 6 38 1.26
5 34 1.18 5 79 1.07 5 124 1.09 6 39 1.25
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Tabela C.1: Íntegra da Tabela 6.2, Capítulo 6, Seção 6.2 (4/8)

Indivíduo ( )fNMSE,,LM

M L fNMSE M L fNMSE M L fNMSE M L fNMSE

6 40 1.23 6 85 1.13 6 130 1.19 7 45 1.16
6 41 1.12 6 86 1.08 6 131 1.13 7 46 1.15
6 42 1.17 6 87 1.08 6 132 1.18 7 47 1.13
6 43 1.18 6 88 1.07 6 133 1.14 7 48 1.15
6 44 1.19 6 89 1.07 6 134 1.14 7 49 1.15
6 45 1.23 6 90 1.05 6 135 1.15 7 50 1.15
6 46 1.14 6 91 1.06 6 136 1.16 7 51 1.17
6 47 1.15 6 92 1.09 6 137 1.12 7 52 1.17
6 48 1.17 6 93 1.04 6 138 1.14 7 53 1.14
6 49 1.15 6 94 1.04 6 139 1.14 7 54 1.14
6 50 1.12 6 95 1.03 6 140 1.12 7 55 1.14
6 51 1.15 6 96 1.05 6 141 1.11 7 56 1.12
6 52 1.14 6 97 1.04 6 142 1.11 7 57 1.15
6 53 1.14 6 98 1.05 6 143 1.1 7 58 1.15
6 54 1.11 6 99 1.04 6 144 1.11 7 59 1.17
6 55 1.13 6 100 1.06 6 145 1.09 7 60 1.15
6 56 1.13 6 101 1.07 6 146 1.09 7 61 1.14
6 57 1.14 6 102 1.07 6 147 1.09 7 62 1.16
6 58 1.15 6 103 1.08 6 148 1.1 7 63 1.11
6 59 1.16 6 104 1.12 6 149 1.11 7 64 1.12
6 60 1.13 6 105 1.11 7 20 1.82 7 65 1.15
6 61 1.13 6 106 1.08 7 21 1.73 7 66 1.09
6 62 1.12 6 107 1.1 7 22 1.73 7 67 1.13
6 63 1.15 6 108 1.1 7 23 1.5 7 68 1.13
6 64 1.09 6 109 1.09 7 24 1.55 7 69 1.1
6 65 1.15 6 110 1.08 7 25 1.43 7 70 1.1
6 66 1.1 6 111 1.12 7 26 1.43 7 71 1.06
6 67 1.11 6 112 1.11 7 27 1.3 7 72 1.08
6 68 1.12 6 113 1.07 7 28 1.27 7 73 1.09
6 69 1.1 6 114 1.09 7 29 1.3 7 74 1.06
6 70 1.06 6 115 1.12 7 30 1.29 7 75 1.08
6 71 1.09 6 116 1.11 7 31 1.2 7 76 1.04
6 72 1.08 6 117 1.11 7 32 1.27 7 77 1.11
6 73 1.07 6 118 1.11 7 33 1.26 7 78 1.07
6 74 1.09 6 119 1.1 7 34 1.24 7 79 1.08
6 75 1.05 6 120 1.1 7 35 1.25 7 80 1.05
6 76 1.09 6 121 1.11 7 36 1.25 7 81 1.08
6 77 1.07 6 122 1.1 7 37 1.23 7 82 1.09
6 78 1.07 6 123 1.14 7 38 1.26 7 83 1.09
6 79 1.09 6 124 1.13 7 39 1.21 7 84 1.08
6 80 1.07 6 125 1.1 7 40 1.24 7 85 1.1
6 81 1.07 6 126 1.1 7 41 1.23 7 86 1.09
6 82 1.09 6 127 1.14 7 42 1.25 7 87 1.06
6 83 1.06 6 128 1.18 7 43 1.22 7 88 1.08
6 84 1.09 6 129 1.17 7 44 1.23 7 89 1.05
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Tabela C.1: Íntegra da Tabela 6.2, Capítulo 6, Seção 6.2 (5/8)

Indivíduo ( )fNMSE,,LM

M L fNMSE M L fNMSE M L fNMSE M L fNMSE

7 90 1.08 7 135 1.12 8 50 1.17 8 95 1.05
7 91 1.05 7 136 1.1 8 51 1.19 8 96 1.09
7 92 1.06 7 137 1.12 8 52 1.15 8 97 1.09
7 93 1.03 7 138 1.12 8 53 1.14 8 98 1.07
7 94 1.01 7 139 1.13 8 54 1.14 8 99 1.07
7 95 1.02 7 140 1.1 8 55 1.16 8 100 1.06
7 96 1.05 7 141 1.11 8 56 1.16 8 101 1.08
7 97 1.08 7 142 1.08 8 57 1.16 8 102 1.13
7 98 1.03 7 143 1.11 8 58 1.18 8 103 1.1
7 99 1.07 7 144 1.11 8 59 1.19 8 104 1.09
7 100 1.06 7 145 1.1 8 60 1.18 8 105 1.13
7 101 1.06 7 146 1.08 8 61 1.19 8 106 1.09
7 102 1.1 7 147 1.11 8 62 1.16 8 107 1.09
7 103 1.12 7 148 1.1 8 63 1.14 8 108 1.12
7 104 1.1 7 149 1.1 8 64 1.13 8 109 1.09
7 105 1.09 8 20 1.99 8 65 1.16 8 110 1.13
7 106 1.08 8 21 1.91 8 66 1.13 8 111 1.09
7 107 1.07 8 22 1.73 8 67 1.14 8 112 1.09
7 108 1.09 8 23 1.62 8 68 1.16 8 113 1.12
7 109 1.09 8 24 1.69 8 69 1.12 8 114 1.11
7 110 1.09 8 25 1.52 8 70 1.1 8 115 1.14
7 111 1.11 8 26 1.42 8 71 1.1 8 116 1.12
7 112 1.1 8 27 1.46 8 72 1.1 8 117 1.15
7 113 1.1 8 28 1.4 8 73 1.1 8 118 1.13
7 114 1.08 8 29 1.38 8 74 1.09 8 119 1.11
7 115 1.09 8 30 1.44 8 75 1.08 8 120 1.14
7 116 1.1 8 31 1.28 8 76 1.08 8 121 1.13
7 117 1.12 8 32 1.33 8 77 1.13 8 122 1.15
7 118 1.14 8 33 1.32 8 78 1.08 8 123 1.13
7 119 1.1 8 34 1.26 8 79 1.12 8 124 1.15
7 120 1.12 8 35 1.26 8 80 1.1 8 125 1.17
7 121 1.13 8 36 1.3 8 81 1.12 8 126 1.21
7 122 1.12 8 37 1.3 8 82 1.07 8 127 1.2
7 123 1.11 8 38 1.33 8 83 1.08 8 128 1.2
7 124 1.11 8 39 1.32 8 84 1.09 8 129 1.17
7 125 1.13 8 40 1.29 8 85 1.08 8 130 1.16
7 126 1.13 8 41 1.29 8 86 1.09 8 131 1.16
7 127 1.15 8 42 1.28 8 87 1.07 8 132 1.15
7 128 1.19 8 43 1.26 8 88 1.07 8 133 1.15
7 129 1.17 8 44 1.19 8 89 1.07 8 134 1.15
7 130 1.1 8 45 1.18 8 90 1.07 8 135 1.12
7 131 1.11 8 46 1.18 8 91 1.07 8 136 1.17
7 132 1.12 8 47 1.17 8 92 1.06 8 137 1.16
7 133 1.12 8 48 1.16 8 93 1.03 8 138 1.18
7 134 1.16 8 49 1.16 8 94 1.07 8 139 1.14
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Tabela C.1: Íntegra da Tabela 6.2, Capítulo 6, Seção 6.2 (6/8)

Indivíduo ( )fNMSE,,LM

M L fNMSE M L fNMSE M L fNMSE M L fNMSE

8 140 1.14 9 55 1.17 9 100 1.08 9 145 1.13
8 141 1.15 9 56 1.17 9 101 1.14 9 146 1.1
8 142 1.13 9 57 1.24 9 102 1.13 9 147 1.08
8 143 1.13 9 58 1.22 9 103 1.11 9 148 1.11
8 144 1.13 9 59 1.21 9 104 1.09 9 149 1.12
8 145 1.11 9 60 1.24 9 105 1.09 10 20 2.6
8 146 1.11 9 61 1.25 9 106 1.08 10 21 1.11
8 147 1.12 9 62 1.21 9 107 1.09 10 22 2.24
8 148 1.13 9 63 1.22 9 108 1.1 10 23 1.84
8 149 1.13 9 64 1.22 9 109 1.11 10 24 1.78
9 20 2.29 9 65 1.18 9 110 1.09 10 25 1.8
9 21 2.12 9 66 1.18 9 111 1.09 10 26 1.6
9 22 2 9 67 1.17 9 112 1.09 10 27 1.6
9 23 1.77 9 68 1.14 9 113 1.11 10 28 1.53
9 24 1.7 9 69 1.15 9 114 1.11 10 29 1.5
9 25 1.61 9 70 1.13 9 115 1.13 10 30 1.54
9 26 1.57 9 71 1.14 9 116 1.08 10 31 1.44
9 27 1.47 9 72 1.15 9 117 1.1 10 32 1.44
9 28 1.47 9 73 1.12 9 118 1.12 10 33 1.45
9 29 1.45 9 74 1.1 9 119 1.14 10 34 1.37
9 30 1.45 9 75 1.1 9 120 1.11 10 35 1.39
9 31 1.38 9 76 1.1 9 121 1.11 10 36 1.39
9 32 1.37 9 77 1.13 9 122 1.15 10 37 1.4
9 33 1.32 9 78 1.13 9 123 1.14 10 38 1.36
9 34 1.35 9 79 1.11 9 124 1.14 10 39 1.38
9 35 1.3 9 80 1.11 9 125 1.15 10 40 1.41
9 36 1.3 9 81 1.14 9 126 1.17 10 41 1.42
9 37 1.3 9 82 1.14 9 127 1.19 10 42 1.35
9 38 1.3 9 83 1.13 9 128 1.19 10 43 1.33
9 39 1.38 9 84 1.13 9 129 1.16 10 44 1.31
9 40 1.32 9 85 1.12 9 130 1.16 10 45 1.31
9 41 1.33 9 86 1.11 9 131 1.17 10 46 1.34
9 42 1.4 9 87 1.13 9 132 1.17 10 47 1.25
9 43 1.3 9 88 1.14 9 133 1.16 10 48 1.28
9 44 1.26 9 89 1.16 9 134 1.17 10 49 1.21
9 45 1.28 9 90 1.12 9 135 1.14 10 50 1.2
9 46 1.25 9 91 1.1 9 136 1.16 10 51 1.22
9 47 1.23 9 92 1.11 9 137 1.14 10 52 1.23
9 48 1.22 9 93 1.11 9 138 1.17 10 53 1.19
9 49 1.25 9 94 1.1 9 139 1.13 10 54 1.17
9 50 1.24 9 95 1.1 9 140 1.15 10 55 1.21
9 51 1.18 9 96 1.11 9 141 1.14 10 56 1.23
9 52 1.19 9 97 1.1 9 142 1.12 10 57 1.23
9 53 1.16 9 98 1.1 9 143 1.11 10 58 1.24
9 54 1.18 9 99 1.08 9 144 1.13 10 59 1.25
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Tabela C.1: Íntegra da Tabela 6.2, Capítulo 6, Seção 6.2 (7/8)

Indivíduo ( )fNMSE,,LM

M L fNMSE M L fNMSE M L fNMSE M L fNMSE

10 60 1.29 10 105 1.16 11 20 1.12 11 65 1.22
10 61 1.22 10 106 1.12 11 21 2.73 11 66 1.24
10 62 1.25 10 107 1.11 11 22 2.57 11 67 1.18
10 63 1.2 10 108 1.14 11 23 1.98 11 68 1.17
10 64 1.21 10 109 1.15 11 24 1.85 11 69 1.17
10 65 1.22 10 110 1.13 11 25 1.81 11 70 1.16
10 66 1.21 10 111 1.17 11 26 1.7 11 71 1.15
10 67 1.21 10 112 1.14 11 27 1.68 11 72 1.19
10 68 1.18 10 113 1.18 11 28 1.59 11 73 1.17
10 69 1.19 10 114 1.16 11 29 1.63 11 74 1.15
10 70 1.19 10 115 1.16 11 30 1.6 11 75 1.13
10 71 1.16 10 116 1.19 11 31 1.48 11 76 1.16
10 72 1.17 10 117 1.16 11 32 1.52 11 77 1.15
10 73 1.15 10 118 1.17 11 33 1.46 11 78 1.11
10 74 1.14 10 119 1.15 11 34 1.39 11 79 1.13
10 75 1.15 10 120 1.17 11 35 1.38 11 80 1.15
10 76 1.15 10 121 1.14 11 36 1.37 11 81 1.15
10 77 1.12 10 122 1.13 11 37 1.41 11 82 1.1
10 78 1.14 10 123 1.19 11 38 1.42 11 83 1.12
10 79 1.13 10 124 1.15 11 39 1.45 11 84 1.14
10 80 1.13 10 125 1.18 11 40 1.51 11 85 1.15
10 81 1.14 10 126 1.25 11 41 1.42 11 86 1.13
10 82 1.14 10 127 1.25 11 42 1.41 11 87 1.14
10 83 1.18 10 128 1.19 11 43 1.37 11 88 1.13
10 84 1.11 10 129 1.19 11 44 1.34 11 89 1.1
10 85 1.11 10 130 1.19 11 45 1.29 11 90 1.12
10 86 1.14 10 131 1.2 11 46 1.3 11 91 1.15
10 87 1.14 10 132 1.21 11 47 1.34 11 92 1.11
10 88 1.13 10 133 1.21 11 48 1.32 11 93 1.14
10 89 1.14 10 134 1.24 11 49 1.21 11 94 1.12
10 90 1.12 10 135 1.2 11 50 1.23 11 95 1.13
10 91 1.11 10 136 1.19 11 51 1.21 11 96 1.13
10 92 1.11 10 137 1.2 11 52 1.23 11 97 1.12
10 93 1.09 10 138 1.19 11 53 1.17 11 98 1.14
10 94 1.11 10 139 1.17 11 54 1.22 11 99 1.16
10 95 1.09 10 140 1.15 11 55 1.23 11 100 1.16
10 96 1.12 10 141 1.14 11 56 1.22 11 101 1.18
10 97 1.11 10 142 1.16 11 57 1.24 11 102 1.15
10 98 1.09 10 143 1.17 11 58 1.24 11 103 1.18
10 99 1.15 10 144 1.17 11 59 1.23 11 104 1.15
10 100 1.14 10 145 1.18 11 60 1.27 11 105 1.21
10 101 1.18 10 146 1.18 11 61 1.23 11 106 1.18
10 102 1.11 10 147 1.17 11 62 1.24 11 107 1.19
10 103 1.13 10 148 1.14 11 63 1.23 11 108 1.19
10 104 1.11 10 149 1.15 11 64 1.21 11 109 1.17
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Tabela C.1: Íntegra da Tabela 6.2, Capítulo 6, Seção 6.2 (8/8)

Indivíduo ( )fNMSE,,LM

M L fNMSE M L fNMSE M L fNMSE M L fNMSE

11 110 1.15 12 25 1.97 12 70 1.19 12 115 1.19
11 111 1.17 12 26 1.75 12 71 1.17 12 116 1.2
11 112 1.19 12 27 1.62 12 72 1.2 12 117 1.22
11 113 1.18 12 28 1.75 12 73 1.17 12 118 1.22
11 114 1.15 12 29 1.7 12 74 1.17 12 119 1.19
11 115 1.18 12 30 1.77 12 75 1.17 12 120 1.22
11 116 1.18 12 31 1.66 12 76 1.17 12 121 1.25
11 117 1.19 12 32 1.59 12 77 1.19 12 122 1.28
11 118 1.18 12 33 1.51 12 78 1.17 12 123 1.28
11 119 1.19 12 34 1.5 12 79 1.18 12 124 1.27
11 120 1.18 12 35 1.48 12 80 1.14 12 125 1.23
11 121 1.21 12 36 1.49 12 81 1.16 12 126 1.26
11 122 1.25 12 37 1.49 12 82 1.17 12 127 1.27
11 123 1.24 12 38 1.45 12 83 1.16 12 128 1.25
11 124 1.25 12 39 1.59 12 84 1.14 12 129 1.23
11 125 1.27 12 40 1.46 12 85 1.14 12 130 1.19
11 126 1.26 12 41 1.49 12 86 1.16 12 131 1.25
11 127 1.24 12 42 1.48 12 87 1.16 12 132 1.24
11 128 1.21 12 43 1.38 12 88 1.17 12 133 1.25
11 129 1.24 12 44 1.45 12 89 1.14 12 134 1.29
11 130 1.19 12 45 1.39 12 90 1.14 12 135 1.23
11 131 1.22 12 46 1.41 12 91 1.11 12 136 1.23
11 132 1.25 12 47 1.32 12 92 1.13 12 137 1.23
11 133 1.24 12 48 1.28 12 93 1.16 12 138 1.26
11 134 1.26 12 49 1.26 12 94 1.15 12 139 1.23
11 135 1.22 12 50 1.22 12 95 1.13 12 140 1.17
11 136 1.21 12 51 1.3 12 96 1.16 12 141 1.18
11 137 1.21 12 52 1.22 12 97 1.15 12 142 1.14
11 138 1.18 12 53 1.2 12 98 1.18 12 143 1.18
11 139 1.22 12 54 1.19 12 99 1.15 12 144 1.21
11 140 1.21 12 55 1.27 12 100 1.14 12 145 1.18
11 141 1.21 12 56 1.25 12 101 1.16 12 146 1.2
11 142 1.17 12 57 1.25 12 102 1.14 12 147 1.14
11 143 1.2 12 58 1.25 12 103 1.19 12 148 1.19
11 144 1.17 12 59 1.25 12 104 1.18 12 149 1.17
11 145 1.19 12 60 1.32 12 105 1.17
11 146 1.17 12 61 1.26 12 106 1.18
11 147 1.16 12 62 1.28 12 107 1.17
11 148 1.13 12 63 1.23 12 108 1.18
11 149 1.18 12 64 1.25 12 109 1.17
12 20 3.65 12 65 1.21 12 110 1.13
12 21 1.63 12 66 1.28 12 111 1.18
12 22 1.08 12 67 1.25 12 112 1.16
12 23 2.14 12 68 1.21 12 113 1.18
12 24 1.91 12 69 1.2 12 114 1.16
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Tabela C.2: Íntegra da Tabela 6.3, Capítulo 6, Seção 6.2 (1/8)

Indivíduo ( )fNMSE,,LM

M L fNMSE M L fNMSE M L fNMSE M L fNMSE

2 89 0.99 2 74 1.02 3 105 1.03 4 105 1.04
2 88 0.991 3 87 1.02 2 140 1.03 3 71 1.04
4 104 0.997 3 90 1.02 3 78 1.03 2 139 1.04
2 82 0.998 3 89 1.02 2 81 1.03 2 138 1.04
4 99 0.999 4 92 1.02 2 76 1.03 4 70 1.05
3 84 1 2 107 1.02 2 101 1.03 5 103 1.05
2 90 1 4 89 1.02 2 78 1.03 6 96 1.05
2 84 1 4 94 1.02 2 102 1.03 5 86 1.05
2 94 1 4 93 1.02 8 93 1.03 4 73 1.05
3 97 1.01 3 92 1.02 2 30 1.03 5 110 1.05
7 94 1.01 4 97 1.02 2 97 1.03 2 61 1.05
2 105 1.01 4 103 1.02 2 96 1.03 3 65 1.05
2 100 1.01 5 96 1.02 2 83 1.03 6 98 1.05
2 104 1.01 5 97 1.02 2 26 1.04 5 101 1.05
3 101 1.01 2 103 1.02 6 97 1.04 3 69 1.05
3 91 1.01 2 93 1.02 2 147 1.04 3 77 1.05
3 88 1.01 3 103 1.02 2 146 1.04 2 79 1.05
3 93 1.01 3 102 1.02 4 79 1.04 5 94 1.05
3 94 1.01 3 96 1.02 5 95 1.04 5 93 1.05
2 71 1.01 3 95 1.02 6 99 1.04 2 112 1.05
3 99 1.01 3 98 1.02 5 84 1.04 6 75 1.05
5 89 1.01 3 104 1.02 4 80 1.04 4 75 1.05
2 106 1.01 7 95 1.02 7 76 1.04 2 144 1.05
2 87 1.01 3 100 1.02 4 83 1.04 4 106 1.05
2 86 1.01 2 149 1.03 5 90 1.04 2 27 1.05
4 98 1.01 2 142 1.03 2 141 1.04 2 148 1.05
4 85 1.01 3 70 1.03 4 87 1.04 3 141 1.05
4 91 1.01 7 98 1.03 4 88 1.04 5 71 1.05
4 100 1.01 7 93 1.03 5 92 1.04 2 137 1.05
4 101 1.01 5 72 1.03 2 145 1.04 4 107 1.05
2 91 1.01 3 74 1.03 2 143 1.04 5 70 1.05
4 102 1.01 5 87 1.03 2 111 1.04 4 109 1.05
4 86 1.01 5 88 1.03 2 77 1.04 4 111 1.05
4 96 1.01 4 90 1.03 3 75 1.04 6 90 1.05
3 86 1.02 4 78 1.03 6 93 1.04 4 114 1.05
2 70 1.02 5 98 1.03 6 94 1.04 4 116 1.05
2 92 1.02 4 95 1.03 2 75 1.04 2 28 1.05
2 95 1.02 5 91 1.03 3 73 1.04 7 96 1.05
2 72 1.02 5 99 1.03 2 73 1.04 2 125 1.05
3 80 1.02 3 79 1.03 2 69 1.04 2 65 1.05
2 80 1.02 3 83 1.03 2 115 1.04 4 82 1.05
2 85 1.02 3 81 1.03 3 106 1.04 3 112 1.05
3 82 1.02 2 113 1.03 3 76 1.04 3 140 1.05
2 99 1.02 3 85 1.03 4 108 1.04 7 80 1.05
2 98 1.02 6 95 1.03 3 72 1.04 7 89 1.05
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Tabela C.2: Íntegra da Tabela 6.3, Capítulo 6, Seção 6.2 (2/8)

Indivíduo ( )fNMSE,,LM

M L fNMSE M L fNMSE M L fNMSE M L fNMSE

2 126 1.05 3 124 1.06 6 113 1.07 3 109 1.07
2 118 1.05 3 116 1.06 7 99 1.07 3 149 1.07
2 31 1.05 7 74 1.06 8 94 1.07 6 80 1.07
7 91 1.05 2 57 1.06 2 29 1.07 6 102 1.07
2 34 1.05 3 31 1.06 8 98 1.07 6 78 1.07
8 95 1.05 2 130 1.06 2 109 1.07 3 66 1.07
3 125 1.06 2 117 1.06 2 36 1.07 4 139 1.07
6 83 1.06 7 87 1.06 8 99 1.07 3 68 1.07
3 127 1.06 2 62 1.06 2 134 1.07 3 67 1.07
3 142 1.06 2 127 1.06 3 30 1.07 5 65 1.07
3 148 1.06 7 92 1.06 2 129 1.07 5 107 1.07
3 145 1.06 2 120 1.06 2 37 1.07 3 63 1.07
3 143 1.06 2 124 1.06 4 119 1.07 3 61 1.07
3 144 1.06 2 63 1.06 4 76 1.07 6 101 1.07
3 146 1.06 7 71 1.06 5 77 1.07 5 106 1.07
3 138 1.06 2 121 1.06 5 75 1.07 2 135 1.07
6 91 1.06 3 64 1.06 8 91 1.07 2 67 1.07
3 147 1.06 3 107 1.06 5 76 1.07 5 116 1.07
3 137 1.06 3 108 1.06 4 113 1.07 2 66 1.07
3 139 1.06 6 100 1.06 7 78 1.07 5 109 1.07
4 72 1.06 3 114 1.06 2 128 1.07 5 114 1.07
4 29 1.06 3 115 1.06 8 88 1.07 6 73 1.07
5 74 1.06 7 100 1.06 2 46 1.07 6 77 1.07
4 110 1.06 3 111 1.06 8 87 1.07 2 68 1.07
4 112 1.06 3 110 1.06 2 55 1.07 2 64 1.07
4 115 1.06 2 136 1.06 4 143 1.07 4 148 1.08
5 73 1.06 7 101 1.06 4 144 1.07 5 69 1.08
2 35 1.06 4 68 1.07 2 54 1.07 4 149 1.08
4 147 1.06 8 89 1.07 2 56 1.07 7 106 1.08
4 145 1.06 4 65 1.07 3 136 1.07 5 63 1.08
4 142 1.06 7 107 1.07 4 146 1.07 5 82 1.08
8 100 1.06 3 52 1.07 2 119 1.07 8 101 1.08
4 84 1.06 4 67 1.07 2 60 1.07 7 146 1.08
8 92 1.06 8 90 1.07 2 116 1.07 8 85 1.08
6 70 1.06 5 80 1.07 6 88 1.07 8 83 1.08
2 45 1.06 3 54 1.07 4 141 1.07 5 108 1.08
5 104 1.06 3 118 1.07 6 81 1.07 6 72 1.08
5 102 1.06 3 49 1.07 8 82 1.07 6 86 1.08
5 100 1.06 5 83 1.07 3 120 1.07 9 100 1.08
5 78 1.06 2 122 1.07 3 121 1.07 6 106 1.08
4 81 1.06 5 79 1.07 3 122 1.07 9 99 1.08
4 69 1.06 4 57 1.07 3 113 1.07 8 75 1.08
4 71 1.06 5 85 1.07 6 89 1.07 8 76 1.08
4 77 1.06 3 50 1.07 3 126 1.07 8 78 1.08
2 114 1.06 3 117 1.07 3 129 1.07 6 87 1.08
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Tabela C.2: Íntegra da Tabela 6.3, Capítulo 6, Seção 6.2 (3/8)

Indivíduo ( )fNMSE,,LM

M L fNMSE M L fNMSE M L fNMSE M L fNMSE

6 103 1.08 2 47 1.08 4 54 1.09 3 131 1.1
5 81 1.08 2 48 1.08 2 53 1.09 3 133 1.1
7 114 1.08 2 59 1.08 7 109 1.09 9 95 1.1
7 81 1.08 3 128 1.08 7 108 1.09 9 76 1.1
7 142 1.08 4 137 1.08 5 117 1.09 6 69 1.1
7 97 1.08 2 58 1.08 5 113 1.09 9 75 1.1
7 90 1.08 3 123 1.08 10 93 1.09 9 94 1.1
7 88 1.08 2 32 1.08 3 134 1.09 3 130 1.1
2 21 1.08 4 122 1.08 7 66 1.09 6 66 1.1
7 79 1.08 3 55 1.08 3 46 1.09 4 30 1.1
6 110 1.08 2 123 1.08 9 112 1.09 4 138 1.1
7 75 1.08 4 28 1.08 6 74 1.09 6 107 1.1
7 72 1.08 2 110 1.08 4 126 1.09 3 43 1.1
9 106 1.08 2 52 1.09 5 62 1.09 3 42 1.1
9 116 1.08 8 86 1.09 9 110 1.09 7 69 1.1
9 147 1.08 7 82 1.09 5 64 1.09 7 70 1.1
4 140 1.08 8 84 1.09 8 104 1.09 7 113 1.1
7 84 1.08 7 83 1.09 9 111 1.09 7 119 1.1
3 47 1.08 2 108 1.09 5 56 1.09 7 116 1.1
4 61 1.08 7 86 1.09 9 104 1.09 7 112 1.1
4 64 1.08 2 43 1.09 8 96 1.09 9 108 1.1
4 56 1.08 6 92 1.09 6 79 1.09 2 133 1.1
4 58 1.08 6 109 1.09 8 97 1.09 2 132 1.1
4 74 1.08 6 64 1.09 6 76 1.09 2 131 1.1
4 52 1.08 8 111 1.09 9 105 1.09 7 104 1.1
4 66 1.08 2 24 1.09 9 107 1.09 7 85 1.1
4 120 1.08 6 146 1.09 6 82 1.09 3 29 1.1

12 22 1.08 6 147 1.09 3 44 1.09 3 45 1.1
2 38 1.08 8 112 1.09 4 59 1.09 7 130 1.1
2 33 1.08 6 145 1.09 6 84 1.09 9 117 1.1
4 125 1.08 7 110 1.09 3 135 1.09 6 108 1.1
2 39 1.08 5 111 1.09 7 73 1.09 9 97 1.1
3 53 1.08 3 28 1.09 6 71 1.09 9 98 1.1
4 124 1.08 4 136 1.09 8 109 1.09 6 120 1.1
4 48 1.08 3 56 1.09 7 115 1.09 6 122 1.1
2 44 1.08 5 124 1.09 4 118 1.09 6 126 1.1
2 25 1.08 2 50 1.09 4 63 1.09 6 119 1.1
3 58 1.08 6 114 1.09 4 117 1.09 6 125 1.1
3 59 1.08 7 105 1.09 8 107 1.09 7 149 1.1
3 51 1.08 10 95 1.09 8 106 1.09 7 136 1.1
3 57 1.08 5 123 1.09 4 121 1.09 7 140 1.1
3 62 1.08 8 74 1.09 2 40 1.09 9 146 1.1
2 51 1.08 10 98 1.09 4 123 1.09 6 143 1.1
3 60 1.08 5 112 1.09 4 60 1.09 6 148 1.1
3 119 1.08 4 32 1.09 9 91 1.1 7 148 1.1
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Tabela C.2: Íntegra da Tabela 6.3, Capítulo 6, Seção 6.2 (4/8)

Indivíduo ( )fNMSE,,LM

M L fNMSE M L fNMSE M L fNMSE M L fNMSE

7 145 1.1 9 143 1.11 4 27 1.11 6 115 1.12
9 74 1.1 7 141 1.11 6 67 1.11 9 118 1.12
7 102 1.1 8 114 1.11 10 102 1.11 4 43 1.12
8 80 1.1 7 63 1.11 8 146 1.11 5 140 1.12
5 67 1.1 7 77 1.11 12 91 1.11 5 142 1.12
8 70 1.1 11 92 1.11 5 144 1.11 6 140 1.12
5 59 1.1 7 111 1.11 10 104 1.11 4 40 1.12
5 143 1.1 4 128 1.11 10 97 1.11 5 145 1.12
5 66 1.1 3 32 1.11 5 137 1.11 4 44 1.12
5 146 1.1 5 54 1.11 6 105 1.11 10 77 1.12
5 149 1.1 4 129 1.11 6 112 1.11 4 34 1.12
5 147 1.1 8 119 1.11 9 79 1.11 5 138 1.12
5 49 1.1 4 134 1.11 10 91 1.11 8 69 1.12
2 42 1.1 4 135 1.11 7 120 1.12 6 111 1.12
2 41 1.1 5 52 1.11 10 96 1.12 8 79 1.12
4 53 1.1 7 123 1.11 9 73 1.12 3 48 1.12
4 49 1.1 9 109 1.11 5 55 1.12 8 81 1.12
4 50 1.1 10 21 1.11 9 90 1.12 6 104 1.12
5 105 1.1 5 68 1.11 10 90 1.12 5 118 1.12
4 51 1.1 9 148 1.11 5 57 1.12 11 20 1.12

11 82 1.1 4 55 1.11 7 56 1.12 3 132 1.12
2 23 1.1 6 118 1.11 7 122 1.12 6 137 1.12
4 127 1.1 7 131 1.11 4 133 1.12 7 135 1.12
4 31 1.1 9 121 1.11 6 68 1.12 7 137 1.12
5 122 1.1 9 103 1.11 6 41 1.12 7 138 1.12
5 120 1.1 11 78 1.11 11 97 1.12 4 62 1.12
8 72 1.1 9 120 1.11 3 27 1.12 9 142 1.12
5 125 1.1 7 124 1.11 3 26 1.12 8 147 1.12
8 73 1.1 9 114 1.11 8 113 1.12 7 133 1.12
8 71 1.1 9 113 1.11 5 61 1.12 9 149 1.12
5 115 1.1 10 94 1.11 3 36 1.12 7 132 1.12
8 103 1.1 9 80 1.11 11 94 1.12 4 26 1.12

11 89 1.1 6 117 1.11 8 116 1.12 9 102 1.13
2 22 1.1 6 116 1.11 7 103 1.12 7 126 1.13
6 141 1.11 10 85 1.11 8 135 1.12 8 118 1.13
6 149 1.11 9 86 1.11 9 85 1.12 7 121 1.13
6 121 1.11 5 148 1.11 8 108 1.12 8 149 1.13
5 121 1.11 9 96 1.11 6 62 1.12 8 123 1.13
6 144 1.11 9 93 1.11 11 83 1.12 9 77 1.13
7 144 1.11 6 54 1.11 7 117 1.12 8 121 1.13
4 33 1.11 8 145 1.11 3 33 1.12 8 77 1.13

10 92 1.11 10 84 1.11 6 50 1.12 8 148 1.13
7 143 1.11 9 92 1.11 7 64 1.12 9 70 1.13
6 142 1.11 5 141 1.11 11 90 1.12 8 143 1.13
7 147 1.11 10 107 1.11 10 106 1.12 2 49 1.13
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Tabela C.2: Íntegra da Tabela 6.3, Capítulo 6, Seção 6.2 (5/8)

Indivíduo ( )fNMSE,,LM

M L fNMSE M L fNMSE M L fNMSE M L fNMSE

8 105 1.13 7 67 1.13 10 100 1.14 11 102 1.15
8 64 1.13 3 35 1.13 9 68 1.14 11 91 1.15
8 66 1.13 4 130 1.13 6 139 1.14 8 134 1.15
8 102 1.13 10 88 1.13 10 78 1.14 11 114 1.15
9 84 1.13 10 110 1.13 6 134 1.14 12 99 1.15
7 139 1.13 11 96 1.13 6 133 1.14 11 104 1.15
7 125 1.13 4 132 1.13 6 127 1.14 11 110 1.15
9 78 1.13 12 110 1.13 10 81 1.14 9 69 1.15
9 87 1.13 11 86 1.13 12 142 1.14 9 125 1.15
8 144 1.13 7 47 1.13 6 123 1.14 8 141 1.15
8 110 1.13 11 88 1.13 7 118 1.14 10 140 1.15
8 142 1.13 9 115 1.13 6 138 1.14 10 124 1.15
9 83 1.13 10 122 1.13 10 74 1.14 10 99 1.15
6 131 1.13 8 54 1.14 7 61 1.14 10 119 1.15
4 46 1.13 10 141 1.14 9 123 1.14 11 71 1.15
9 145 1.13 10 108 1.14 9 137 1.14 10 109 1.15

10 103 1.13 10 148 1.14 9 119 1.14 9 72 1.15
11 148 1.13 8 140 1.14 9 135 1.14 10 149 1.15
5 60 1.13 10 112 1.14 7 53 1.14 12 94 1.15

11 79 1.13 10 121 1.14 9 101 1.14 11 74 1.15
9 144 1.13 8 63 1.14 7 55 1.14 11 81 1.15
5 139 1.13 8 139 1.14 9 141 1.14 10 73 1.15
5 51 1.13 8 67 1.14 7 54 1.14 11 80 1.15
5 50 1.13 12 147 1.14 3 40 1.14 9 140 1.15
9 139 1.13 5 127 1.14 3 38 1.14 10 75 1.15
6 56 1.13 5 31 1.14 3 37 1.14 8 132 1.15
6 60 1.13 5 36 1.14 12 90 1.14 11 77 1.15

12 92 1.13 5 33 1.14 10 89 1.14 10 76 1.15
5 126 1.13 11 98 1.14 3 25 1.14 12 97 1.15

12 95 1.13 11 93 1.14 10 87 1.14 8 133 1.15
6 85 1.13 11 84 1.14 6 46 1.14 2 20 1.15
5 132 1.13 8 115 1.14 12 100 1.14 7 49 1.15
5 119 1.13 8 120 1.14 6 53 1.14 7 65 1.15
6 124 1.13 11 87 1.14 12 102 1.14 5 58 1.15
6 61 1.13 5 41 1.14 9 71 1.14 5 128 1.15
5 135 1.13 12 89 1.14 6 52 1.14 7 127 1.15

10 80 1.13 4 38 1.14 9 124 1.14 5 44 1.15
10 79 1.13 12 85 1.14 9 88 1.14 8 52 1.15
5 47 1.13 4 37 1.14 6 57 1.14 5 133 1.15

11 75 1.13 12 80 1.14 10 86 1.14 5 53 1.15
6 55 1.13 12 84 1.14 9 82 1.14 7 60 1.15
7 68 1.13 5 43 1.14 10 82 1.14 7 46 1.15
3 34 1.13 4 42 1.14 9 81 1.14 7 50 1.15

11 95 1.13 5 48 1.14 11 85 1.15 7 48 1.15
3 41 1.13 8 53 1.14 9 122 1.15 3 23 1.15
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Tabela C.2: Íntegra da Tabela 6.3, Capítulo 6, Seção 6.2 (6/8)

Indivíduo ( )fNMSE,,LM

M L fNMSE M L fNMSE M L fNMSE M L fNMSE

7 57 1.15 11 76 1.16 6 129 1.17 10 68 1.18
5 29 1.15 5 32 1.16 10 143 1.17 11 67 1.18
3 39 1.15 4 39 1.16 10 147 1.17 6 128 1.18
7 58 1.15 12 83 1.16 10 54 1.17 8 45 1.18
5 134 1.15 10 105 1.16 11 73 1.17 8 58 1.18
5 136 1.15 12 112 1.16 11 68 1.17 12 79 1.18
4 131 1.15 9 53 1.16 11 69 1.17 9 54 1.18
6 51 1.15 8 57 1.16 8 125 1.17 8 60 1.18
6 47 1.15 12 101 1.16 11 53 1.17 6 132 1.18
8 124 1.15 8 55 1.16 8 136 1.17 11 116 1.18
8 122 1.15 12 86 1.16 6 48 1.17 4 35 1.18
8 117 1.15 12 114 1.16 12 105 1.17 11 115 1.18
4 47 1.15 8 65 1.16 4 36 1.17 12 106 1.18
6 49 1.15 12 93 1.16 7 51 1.17 10 146 1.18
6 58 1.15 12 96 1.16 12 73 1.17 12 98 1.18
6 135 1.15 3 24 1.16 12 74 1.17 10 145 1.18
6 65 1.15 8 62 1.16 11 146 1.17 12 141 1.18
6 63 1.15 8 56 1.16 12 71 1.17 5 46 1.18
4 45 1.15 8 68 1.16 12 76 1.17 10 125 1.18
8 48 1.16 8 130 1.16 11 144 1.17 12 108 1.18

12 81 1.16 8 131 1.16 12 75 1.17 10 113 1.18
8 49 1.16 8 137 1.16 8 47 1.17 11 103 1.18
9 89 1.16 12 87 1.16 12 78 1.17 11 106 1.18
4 41 1.16 12 107 1.17 7 129 1.17 4 25 1.18
7 134 1.16 11 109 1.17 12 88 1.17 11 138 1.18
7 62 1.16 5 45 1.17 12 82 1.17 5 27 1.18

11 147 1.16 5 35 1.17 8 50 1.17 10 101 1.18
5 42 1.16 6 42 1.17 9 67 1.17 12 111 1.18
7 45 1.16 9 126 1.17 9 55 1.17 11 113 1.18
6 59 1.16 9 138 1.17 9 56 1.17 12 113 1.18

10 71 1.16 11 111 1.17 11 142 1.17 11 101 1.18
6 136 1.16 10 111 1.17 12 149 1.17 5 28 1.18

10 115 1.16 9 134 1.17 4 24 1.17 6 43 1.18
10 117 1.16 12 140 1.17 7 52 1.17 5 40 1.18
11 70 1.16 9 132 1.17 7 59 1.17 5 30 1.18
10 114 1.16 9 131 1.17 4 23 1.17 9 65 1.18
6 36 1.16 8 129 1.17 8 138 1.18 5 34 1.18

10 142 1.16 12 109 1.17 8 46 1.18 12 104 1.18
5 131 1.16 5 130 1.17 11 118 1.18 9 66 1.18
9 129 1.16 5 129 1.17 11 120 1.18 8 59 1.19
9 136 1.16 10 72 1.17 12 145 1.18 11 117 1.19
9 130 1.16 10 139 1.17 10 83 1.18 10 123 1.19
9 133 1.16 10 118 1.17 11 149 1.18 6 44 1.19

11 99 1.16 10 120 1.17 9 51 1.18 10 70 1.19
11 100 1.16 10 144 1.17 12 143 1.18 11 119 1.19
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Tabela C.2: Íntegra da Tabela 6.3, Capítulo 6, Seção 6.2 (7/8)

Indivíduo ( )fNMSE,,LM

M L fNMSE M L fNMSE M L fNMSE M L fNMSE

8 61 1.19 8 128 1.2 10 61 1.22 10 134 1.24
8 51 1.19 7 31 1.2 11 56 1.22 11 57 1.24
8 44 1.19 10 50 1.2 10 65 1.22 11 58 1.24

12 148 1.19 11 51 1.21 12 120 1.22 12 64 1.25
6 130 1.19 11 105 1.21 10 51 1.22 9 61 1.25

10 116 1.19 11 64 1.21 6 40 1.23 12 59 1.25
12 103 1.19 10 49 1.21 11 55 1.23 12 58 1.25
11 130 1.19 11 49 1.21 5 26 1.23 12 67 1.25
7 128 1.19 7 39 1.21 6 45 1.23 12 56 1.25

10 69 1.19 10 55 1.21 7 41 1.23 12 57 1.25
10 128 1.19 10 133 1.21 7 44 1.23 11 122 1.25
12 119 1.19 6 32 1.21 11 52 1.23 7 42 1.25
11 72 1.19 11 128 1.21 11 50 1.23 11 132 1.25
9 52 1.19 11 121 1.21 11 59 1.23 11 124 1.25

12 130 1.19 12 68 1.21 7 37 1.23 9 49 1.25
9 128 1.19 12 144 1.21 12 63 1.23 6 39 1.25

11 145 1.19 9 59 1.21 11 63 1.23 7 35 1.25
12 54 1.19 9 62 1.21 12 129 1.23 7 36 1.25
12 115 1.19 12 65 1.21 10 57 1.23 9 46 1.25
11 107 1.19 11 136 1.21 12 125 1.23 10 47 1.25
11 108 1.19 11 141 1.21 12 136 1.23 12 128 1.25
11 112 1.19 11 140 1.21 12 135 1.23 10 127 1.25
10 129 1.19 11 137 1.21 10 52 1.23 3 20 1.25
6 33 1.19 10 132 1.21 12 137 1.23 10 62 1.25

10 53 1.19 8 126 1.21 12 139 1.23 10 59 1.25
10 136 1.19 10 64 1.21 10 56 1.23 12 133 1.25
12 77 1.19 10 66 1.21 11 61 1.23 12 131 1.25
9 127 1.19 6 35 1.21 4 21 1.23 3 22 1.25

10 130 1.19 10 67 1.21 9 47 1.23 12 121 1.25
12 70 1.19 6 31 1.21 9 50 1.24 10 126 1.25
10 138 1.19 11 65 1.22 9 60 1.24 12 61 1.26
10 135 1.2 11 131 1.22 9 57 1.24 8 43 1.26
12 69 1.2 6 34 1.22 11 66 1.24 7 38 1.26
10 131 1.2 9 48 1.22 11 129 1.24 12 138 1.26
11 143 1.2 9 58 1.22 11 127 1.24 3 21 1.26
5 39 1.2 9 64 1.22 12 132 1.24 6 38 1.26
8 127 1.2 9 63 1.22 11 133 1.24 11 134 1.26
5 37 1.2 12 118 1.22 5 25 1.24 8 35 1.26
5 38 1.2 11 135 1.22 7 34 1.24 12 126 1.26

12 53 1.2 12 52 1.22 11 123 1.24 12 49 1.26
12 116 1.2 12 50 1.22 4 22 1.24 8 34 1.26
12 72 1.2 7 43 1.22 7 40 1.24 9 44 1.26
12 146 1.2 12 117 1.22 6 37 1.24 6 29 1.26
10 137 1.2 11 139 1.22 11 62 1.24 11 126 1.26
10 63 1.2 11 54 1.22 10 58 1.24 7 33 1.26
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Tabela C.2: Íntegra da Tabela 6.3, Capítulo 6, Seção 6.2 (8/8)

Indivíduo ( )fNMSE,,LM

M L fNMSE M L fNMSE M L fNMSE M L fNMSE

12 127 1.27 8 33 1.32 10 31 1.44 12 21 1.63
12 55 1.27 9 33 1.32 5 20 1.44 11 29 1.63
11 125 1.27 12 60 1.32 10 32 1.44 12 31 1.66
7 28 1.27 10 43 1.33 8 30 1.44 11 27 1.68
6 30 1.27 9 41 1.33 12 38 1.45 8 24 1.69

12 124 1.27 8 32 1.33 11 39 1.45 11 26 1.7
11 60 1.27 8 38 1.33 9 30 1.45 12 29 1.7
6 27 1.27 6 26 1.34 12 44 1.45 9 24 1.7
7 32 1.27 10 46 1.34 10 33 1.45 7 21 1.73

10 48 1.28 11 47 1.34 9 29 1.45 8 22 1.73
12 123 1.28 11 44 1.34 12 40 1.46 7 22 1.73
12 122 1.28 10 42 1.35 8 27 1.46 12 26 1.75
8 42 1.28 9 34 1.35 11 33 1.46 12 28 1.75
9 45 1.28 10 38 1.36 9 28 1.47 12 30 1.77
6 28 1.28 11 43 1.37 9 27 1.47 9 23 1.77

12 62 1.28 10 34 1.37 12 35 1.48 10 24 1.78
12 48 1.28 9 32 1.37 11 31 1.48 10 25 1.8
8 31 1.28 11 36 1.37 12 42 1.48 11 25 1.81

12 66 1.28 12 43 1.38 6 23 1.48 7 20 1.82
4 20 1.28 10 39 1.38 12 41 1.49 10 23 1.84
8 41 1.29 9 31 1.38 12 37 1.49 11 24 1.85
7 30 1.29 8 29 1.38 12 36 1.49 12 24 1.91

12 134 1.29 11 35 1.38 12 34 1.5 8 21 1.91
8 40 1.29 9 39 1.38 7 23 1.5 12 25 1.97
5 23 1.29 5 21 1.39 10 29 1.5 11 23 1.98

11 45 1.29 12 45 1.39 12 33 1.51 8 20 1.99
10 60 1.29 11 34 1.39 11 40 1.51 9 22 2
11 46 1.3 10 36 1.39 11 32 1.52 9 21 2.12
9 43 1.3 10 35 1.39 8 25 1.52 12 23 2.14
9 38 1.3 10 37 1.4 10 28 1.53 10 22 2.24
9 36 1.3 8 28 1.4 10 30 1.54 9 20 2.29
7 29 1.3 9 42 1.4 6 21 1.55 11 22 2.57

12 51 1.3 6 25 1.4 7 24 1.55 10 20 2.6
8 36 1.3 6 24 1.4 6 20 1.56 11 21 2.73
8 37 1.3 10 40 1.41 9 26 1.57 12 20 3.65
9 37 1.3 11 37 1.41 12 32 1.59
7 27 1.3 12 46 1.41 12 39 1.59
9 35 1.3 11 42 1.41 11 28 1.59

10 45 1.31 8 26 1.42 10 27 1.6
5 24 1.31 11 38 1.42 10 26 1.6

10 44 1.31 10 41 1.42 11 30 1.6
9 40 1.32 11 41 1.42 6 22 1.61
8 39 1.32 5 22 1.42 9 25 1.61

12 47 1.32 7 26 1.43 8 23 1.62
11 48 1.32 7 25 1.43 12 27 1.62


