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Sinais

Sinais sao a representacao
matematica de um fluxo de
informacao, como uma funcao de
variaveis independentes, tais
como tempo, posicao, etc.

Sinais podem ser caracterizados como:

= de variavel independente continua
= de variavel independente discreta
= unidimensionais

* multidimensionais

= de amplitude continua

= de amplitude discreta

Sistemas

Sistemas processam sinais, tém
entradas e saidas, e podem ser de
tempo discreto ou de tempo
continuo.

Sistemas podem ser caracterizados como:

= de tempo continuo
= de tempo discreto
" |ineares

" nao-lineares

= variantes no tempo

" jnvariantes no tempo
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Sistema de tempo x[n] [ s
Sistema | (1] _
discreto processa sinais [ y[n] = Tix[nl]}

discretos no tempo

Sinais discretos no tempo sdo representados como SEqUENCias numMericas

Uma sequéncia de numeros X, em que

o n-ésimo numero na sequéncia é x = {x[n]}, —o0<n< o0
indicado por  X[n], €  escrita

formalmente como

-1 ".\‘[()]
v[-2] A -\‘[11_[7] x[n]
Representacdo grafica de um Y
sinal discreto no tempo. ' [ I l [ ‘ I TN
9.8 7 655-4-3-2-1012 3456 ° 1 |44 n
d | | -
De Amo. o geral, qualquer x[n] = Z x[K]8[n — K]
sequéncia pode ser expressa .
como =

onde d[n] é o impulso unitario.



Sequéncias numeéricas

Sequéncia par:

Sequéncia impar:

x[n] = —x[—n]

x|0]
x|2]




Operacoes basicas com sequéncias

(x + y)[n]




Operacoes basicas com sequéncias

2. Produto: (xy)[n] = {x[n]y[n]}

x[n]

1, |
-2 -1 0 1 2

(xy)[n]




Operacoes basicas com sequéncias

3. Multiplicacdo Escalar: ox[n] = {ox[n]}

x[n] |
2



Operacoes basicas com sequéncias

4. Translacao (shift):

yln] = x[n — nol TN

versao atrasada:
N € um inteiro positivo |
2

(shift para direita) —) I ]

versao adiantada:
N € um inteiro negativo
(shift para esquerda) Y = | | | |




Operacoes basicas com sequéncias

400

5. Convolucao: y[n] = x[n] * h[n] = z x[k]h[n — k]

k=—o0

Na operacdo de convolugdo, o n-ésimo valor da sequéncia de saida, y[n] é obtido
multiplicando a sequéncia de entrada, expressa como uma func¢do de k (x[k]), pela
sequéncia cujos valores sdo h[n — k], —0 < k < oo,

O primeiro passo é obter a sequéncia h|[n — k], —oo < k < oo para todos os valores
de n de interesse. Cabe notar que h[n — k] = h[—(k — n)].

A sequéncia h[n — k], —o0 < k < oo, é obtida refletindo h[k] sobre a origem, para
obter h[—k], e deslocando a origem da sequéncia refletida para k = n.

Para implementar a convolucdo discreta, as sequéncias x[k] e h[n —k] s3o
multiplicadas para —oo < k < 00, e os produtos sao somados para computar a
amostra y[n] da sequéncia de saida.

Para obter a proxima amostra da sequéncia de saida, a origem da sequéncia h[—k] é
deslocada para a nova posicao, e o processo é repetido.
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Convolucao Discreta - Exemplo

Execute a convolugdo entre as sequéncias x[n] e y[n] a seguir descritas.

0.5, n=20
X[n] =< 2.0, n=1 h[n]= 1, n=01e?2
0 o 0, caso contrario.

,caso contrario.
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Convolucao Discreta - Exemplo

Execute a convolugdo entre as sequéncias x[n] e y[n] a seguir descritas.

0.5, n=20
x[n] = {2.0, n=1 h[n] = {1» n =0, 1 e 2
0 o 0, caso contrario.
,caso contrario.
2.0
@
x|n
0.5 ]
——0 ' o—0—~0—
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Convolucao Discreta - Exemplo

Execute a convolugdo entre as sequéncias x[n] e y[n] a seguir descritas.

0.5, n=20
x[n] = {2.0, n=1 h[n] = {1» n =0, 1 e 2
0 o 0, caso contrario.
,caso contrario.
2.0
@
1.0
® O
Xln hin
0.5 ] [n]
—o ' *—0—0— —0—0 o o

01 2 3 4 n 2 -1 01 2 3 4 n
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Convolucao Discreta - Exemplo

Na operagdo de convolugdo (x[n] * h|n]), o n-ésimo valor da sequéncia
de saida, y[n] é obtido multiplicando a sequéncia de entrada, expressa
como uma funcdo de k (x|k]), pela sequéncia cujos valores sdo h|n — k],

—o < k < o0,

1.0

. x[k] T T T hik]
oot |l ooo—— —o—o— o—o0—

01 2 3 4 k -2 -1 0 2 3 4 k
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Convolucao Discreta - Exemplo

A sequéncia h|n — k], —o0 < k < oo, é obtida refletindo h[k] sobre a
origem, para obter h[—k], e deslocando a origem da sequéncia
refletida para k = n.

2.0
®

1.0

. x[k] I T T hik]
oot l ooo— —o—o o—o0—

01 2 3 4 k -2 -1 01 2 3 4 k

1

I,

-2 -1 01 2 3 4 k
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Convolucao Discreta - Exemplo

A sequéncia h|n — k], —o0 < k < oo, é obtida refletindo h[k] sobre a
origem, para obter h[—k], e deslocando a origem da sequéncia
refletida para k = n.

h[—k) TTT ) x[k]

\ }

Primeiro produto nao nulo = quando o elemento nao nulo mais a
direita de h[—k] se sobrepuser ao elemento n3o nulo mais a
esquerda de x[k].
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Convolucao Discreta - Exemplo

400
yln] = x|k]lh|n — k] h[n—k],n=0
k:Zoo l
2.0
'e) h[0 — k]

os | 7 T I I

01 2 3 4 k -2 -1
+00

y[o] = z x[k]h[0 — k] = (0.5)(1.0) = 0.5

k=—o0
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Convolucao Discreta - Exemplo

+00
yln] = x|k]lh|n — k] hin—kl,n=1
k:Zoo l
2.0
'e) h[1 — k]

1.0
k
o5 | *M I
— ool !l oo —0
O 1 2 3 4 k -2 -1

400

y[1] = z *[kIh[1 = k] = (0.5)(1.0) + (2.0)(1.0) = 2.5

k=—o0
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Convolucao Discreta - Exemplo

+00
yln] = x|k]lh|n — k] hin—k]l,n=2
k:Zoo l
2.0
'e) h[2 — k]

o5 | *M I
— ool ooo —o-o—

01 2 3 4 k -2 -1
+00

y[2] = z x[kIh[2 — k] = (0.5)(1.0) + (2.0)(1.0) = 2.5

k=—o0
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Convolucao Discreta - Exemplo

400
yln] = x|k]lh|n — k] hin—k],n =13
k:Zoo l
2.0
'e) h[3 — k]
1.0
'
— ool ooo 000 o
O 1 2 3 4 k -2 -1 01 2 3 4 k

+ 00

y[3] = z x[k]h[3 — k] = (2.0)(1.0) = 2.0

k=—o0
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Convolucao Discreta - Exemplo

+00
yln] = x|k]lh|n — k] hin —k],n =4
k:Zoo l
2.0
'e) h[4 — k]
1.0
i
— ool ooo —0 000
O 1 2 3 4 k 2 -1 01 2 3 4 k
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Convolucao Discreta - Exemplo

+ 00

ylnl = > x[klhln - k]

k=—oc0

25 25

y[0] =0.5; y[1] =2.5; y[2]=25; y[3] =20;
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Sistemas Lineares Invariantes no Tempo

Conforme ja vimos, um sistema de tempo discreto é definido
matematicamente como uma transformacdao ou operador que mapeia
uma sequéncia de entrada com valores x[n] em uma sequéncia de saida
com valores y[n], conforme y[n]| =T {x[n]}.

Um sistema de tempo discreto é representado por

Te
x[n] - y|n]

onde T{«} é 0 operador que define a transmitancia do sistema.



Sistemas Lineares Invariantes no Tempo

Se y,[Nn] e y,[n] sdo as respostas de um sistema quando X;[n] e X,[n] sdo as
respectivas entradas, um sistema linear é aquele em que a propriedade da
aditividade e a propriedade da mudanca de escala podem ser combinadas
em um principio, o principio da superposicao, conforme

T'{ax [n] + bx,|n]} = aT {x,[n]} + bT {x,[n]]
sendo a e b duas constantes arbitrarias.

Lembrando que o principio da superposicao € valido para multiplas
entradas, ou seja, quando tivermos

x[n] = z arxy[n], entdo a saida do sistema linear serd y[n] = z avi[nl,
k k

onde y; [n] é a resposta do sistema a entrada x; [n].



Sistemas Lineares Invariantes no Tempo

Um sistema invariante no tempo é um sistema para o qual um deslocamento
ou atraso no tempo da sequéncia de entrada causa um deslocamento
correspondente na sequéncia de saida.

Especificamente, suponha que um sistema transforme a sequéncia de
entrada com valores X[n] em sequéncias de saida com valores y[n].

O sistema sera dito invariante no tempo se,
para todo n,, a sequéncia de entrada com valores x;[n] = x[n — ng]

produzir uma sequéncia de saida com valores y;[n] = y[n — ny].



Sistemas Lineares Invariantes no Tempo

A combinacao das propriedades de linearidade e de invariancia no tempo
permitem representacdoes muito convenientes para tais sistemas, com
aplicacoes importantes em DSP.

Sistemas lineares sao definidos pelo principio da superposicao,
T {ax [n] + bx,[n]} = aT {x,[n]} + DT {x,[n]}

Se a linearidade é combinada com a representacao de uma sequéncia como
uma combinacao linear de impulsos atrasados, conforme

400

x[n] = z x[k]5[n — k]

k=—o0

Entdao um sistema linear pode ser completamente caracterizado por sua
resposta ao impulso h[n].



Sistemas Lineares Invariantes no Tempo

Ao combinar o principio da linearidade com a representacao de uma
sequéncia como uma combinacao linear de impulsos atrasados, temos

y[n] = T{ 2 x[k]8[n — k]}

k=—o0

A partir do principio da superposicao, podemos escrever que
+ 00

ylnl = > xlkIT {3ln - k1)

k=—o0

Especificamente, se hy[n] é a resposta do sistema a &[n — k] (um
impulso ocorrendo em n = k), entao,
400

ylnl = ) xlklhy n)

k=—oc0



Sistemas Lineares Invariantes no Tempo

Se considerarmos, adicionalmente, a condicao de invariancia no tempo,
podemos dizer que se h[n] é a resposta do sistema a d[n], entdo a resposta
a o[n — k] é h[n — k], de tal forma que a equacdo

+ 00
ylnl = > xlklhy [
k=—o0
pode ser escrita como
+ 00
ylnl = > x[klh[n—K] paratodon.
k=—o

Como consequéncia desta equacao é possivel afirmar que um sistema LIT
é completamente caracterizado por sua resposta ao impulso h[n], no
sentido de que, dado h[n], é possivel usar a equagao acima para calcular
a saida y[n] dada a qualquer entrada x[n] .
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Sistemas Lineares Invariantes no Tempo

Para determinar a saida y[n] de um sistema LIT a um dado sinal de entrada
X[n], efetua-se, entao, a operacao de convolucao entre o sinal de entrada X[n]

e a resposta ao impulso h[n] do sistema LIT.
+ o0

yll = x[n] «hln]  ylnl= > x[klhln— k]

k=—o0

Obtém-se a resposta h[n] de um sistema LIT colocando-se uma unica
amostra de valor unitario na entrada do sistema (um impulso) e registra-se a
sequéncia resultante h[n] na saida do sistema.

6[n] —— LT — h[n] 8[n] = H? zjg

Os sistemas LIT sGo completamente caraterizados no dominio tempo discreto
pela sua resposta ao impulso, h[n].



Sistemas Lineares Invariantes no Tempo - Exemplo

Sabe-se que a resposta ao impulso de um sistema LIT é dada por h|n], conforme

2.0
S[n] —— uT —— h[n] h -

Se for aplicada a entrada do sistema LIT a sequéncia x[n], qual serd a saida
y[n] do sistema?

x[n] — LIT — y|n]
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Sistemas Lineares Invariantes no Tempo - Exemplo

Para determinar a saida do sistema precisamos executar a convolucao

da sequéncia de entrada com a resposta ao impulso do sistema, ou seja,
+ oo

ylnl =x[n]+hln]  y[nl= ) x[klkin -]

k=—o0

Para tanto, iniciamos considerando a sequéncia de entrada e a resposta
ao impulso expressas em funcdo de k, —oo < k < oo,

31



Sistemas Lineares Invariantes no Tempo - Exemplo

4.0
3.0 . 3.0
2.0
k
‘ x[k] ‘ 1 hlk]
e . .. > D e o o o o T o o o
2 0 l k 0 2 k

2.0 2.0
1.0 I h|-2 — k] 1.0 I h|—k]
—o0—0 T [ o—0—o0——— 4‘.... o—o T [ 0—O0—O0——

432101 2 3 4-3-2-101 2 3

400

y[-2] = Z *[kIh[=2 — k] = (3.0)(3.0) = 9.0

k=—o0
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Sistemas Lineares Invariantes no Tempo - Exemplo

4.0
3.0 . 3.0
2.0
k
[ ] o
—e—o—+o . *~—e S *—o— —e—9o—9o oo T oo o —
-2 0 l k 0 2 k

2.0
L0 I A1~ K]
ol

4-3-2-101 2 3

+ oo

y[-1] = Z *[klh[~1 — k] = (3.0)(2.0) = 6.0

k=—o0
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Sistemas Lineares Invariantes no Tempo - Exemplo

4.0
3.0 . 3.0
2.0
k
‘ x[k] ‘ 1 hlk]
e . .. > D e o o o o T o o o
2 0 l k 0 2 k

2.0

1.0 [
—0—0 T
-4 -3 -2-1 01 2 3

+ 0o

y[0] = z x[k]h[0 — k] = (3.0)(1.0) + (4.0)(3.0) = 15.0

k=—o0
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Sistemas Lineares Invariantes no Tempo - Exemplo

4.0
3.0 . 3.0
2.0
k
‘ x[k] ‘ 1 hlk]
e . .. > D e o o o o T o o o
2 0 l k 0 2 k

-4 -3 -2-101 2 3

+ 00

y[1] = z x[k]h[1 — k] = (4.0)(2.0) = 8.0

k=—o0
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Sistemas Lineares Invariantes no Tempo - Exemplo

4.0
3.0 . 3.0
2.0
k

‘ x[k] ‘ 1 hlk]
e e . . .. S - e e o o o T e o o

2 0 l k 0 2 k

3.0

400

y[2] = Z x[k]h[2 — k] = (4.0)(1.0) = 4.0

k=—o0
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Sistemas Lineares Invariantes no Tempo - Exemplo

4.0
3.0 . 3.0
2.0
k
‘ x[k] ‘ 1 hlk]
e . .. > D e o o o o T o o o
2 0 l k 0 2 k

+ 0

y[3] = z x[k]h[3 — k] = (=2.0)(3.0) = —6.0

k=—o0
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Sistemas Lineares Invariantes no Tempo - Exemplo

4.0

3.0 . 3.0

2.0
k
‘ x[k] ‘ 1 hlk]
e e . . .. S - e e o o o T e o o

2 0 l k 0 2 k

3.0

-1 01 2 3 4

+ 00

y[4] = z x[k]h[4 — k] = (=2.0)(2.0) = —4.0

k=—o
38



Sistemas Lineares Invariantes no Tempo - Exemplo

400

y[5] = Z x[kIh[5 — k] = (=2.0)(1.0) = —2.0

k=—o0
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Sistemas Lineares Invariantes no Tempo - Exemplo

4.0
3.0 . 3.0
2.0
k
‘ x[k] ‘ 1 hlk]
e . .. > D e o o o o T o o o
2 0 l k 0 2 k
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Sistemas Lineares Invariantes no Tempo - Exemplo

15.0
Q
9.0 8.0
T 60 T
' 4.0
(o)
3 4 5
2 -1 0 1 2 4 n
o -2.0
o 4.0
6.0
y[—l] = 6.0 ; y[O] = 15.0;
y|3] = —6.0; y[4] = —4.0;



Propriedades dos Sistemas LIT

Desde que todos os sistemas LIT sao descritos yln] = x[n] = h[n]
por uma convolucao, as propriedades desta +oo

cIassg de sistemas 559 o.lefinidas pelas y[n] = z x[k]h[n — k]
propriedades da convolucao discreta.

Comutatividade:  x[n] * h[n] = h[n] * x[n]

Distributividade:  x[n] * (h,[n] + h,[n]) = x[n] * b [n] + x[n] * h,[n]

Associatividade:  y[n] = (x[n] * h,[n]) * h,[n] = x[n] * (h,[n] * h,[n])

y[n] = x[n] * (hy|n] * hy[n]) = (x[n] * hy[n]) * hy[n]

42




Propriedades dos Sistemas LIT

Em sistemas conectados em cascata, a saida do primeiro sistema é a entrada do
segundo sistema, a saida do segundo sistema € a entrada do terceiro sistema, etc.
A saida do ultimo sistema é a saida global.

Dois sistemas LITs em cascata correspondem a um sistema LIT com resposta ao
impulso dada pela convolugcao das respostas ao impulso de ambos os sistemas
em cascata.

Como consequéncia da propriedade da
comutatividade, a resposta ao impulso x[n] y[n]
é independente da ordem dos
sistemas em cascata e é dada por

h,[n] » hy[n] ——
h[n] = hy[n] * hy[n] x[n] y[n]
Os trés sistemas LITs mostrados na figura ao ——{ hyn]l*hy,n] ———
lado tém idénticas respostas ao impulso. x[n] y[n]




Propriedades dos Sistemas LIT

Sistemas conectados em paralelo tém a mesma entrada, e suas saidas sao
somadas para produzir a saida global.

A partir da propriedade distributiva da convolugao, a conexao de dois sistemas LIT
em paralelo é equivalente a um unico sistema cuja resposta ao impulso € a soma
das respostas ao impulso individuais, e é dada por

hn] = hy[n] + hy[n]

A 4
=
[
=

v

=
N

S,
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Propriedades dos Sistemas LIT

Conforme ja estudamos, um sistema é estavel se e somente se, para
cada sequéncia de entrada limitada em amplitude o sistema produzir

uma sequéncia de saida também limitada em amplitude.

Pode ser demonstrado que sistemas LIT sao estaveis se e somente se a

resposta ao impulso for absolutamente somavel, ou seja, se e somente se

(0.0]

S = Z Ih[k]| < oo

k=—oo
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Propriedades dos Sistemas LIT

Sabemos que um sistema € causal se, para cada escolha de n,, o valor da
sequéncia de saida no indice n = ny, ou seja, y[ny], depender somente

dos valores da sequéncia de entrada x[n], paran < n,.
Para sistemas LIT serem causais, esta condicao implica em

h[n] =0, paran < 0.

De tal forma que sequéncias cujos valores sao zero para n < 0 sao
denominadas sequéncias causais, significando que estas sequéncias

podem ser respostas ao impulso de sistemas LIT causais.



Equacdes de diferenca lineares com coeficientes constantes

Uma classe importante de sistemas LIT consiste daqueles sistemas para os
quais a entrada x[n] e a saida y[n] satisfazem uma equac¢do de diferencas

linear de n-ésima ordem com coeficientes constantes na forma

N M
ayln — k| = by,x|n —m]



Equacdes de diferenca lineares com coeficientes constantes

Para exemplificar, consideremos o sistema definido por y[n] = Z x[k] (1)

A saida deste sistema paran — 1 pode ser escrita como
n-—1

yln—1] = Z k. ()

k=-00

Separando o termo x[n] na soma, podemos reescrever a equacgdo (1)
para y[n] conforme

n-1
yln] = xlnl+ ) xlkl. (3
k=-00

Substituindo (2) em (3) obtemos
yln] =x[n] +yln—1], ou yln] —y[n - 1] = x[n]

gue nada mais é do que
N M

Zaky[n—k] = Z bpx[n—m] comay=1,a,=-1,N=1,M=0,by=1
m

k=0 0
48



Equacdes de diferenca lineares com coeficientes constantes

A equacdo y[n] =x[n]+ y[n — 1]
implementado.

indica como este sistema pode ser

Para cada valor de n somamos o valor da entrada atual x[n] ao valor da soma

prévia acumulada y[n — 1].

Este sistema é denominado acumulador, e é representado em diagrama de

blocos, conforme

x[n] 1 ! y[n]
Atraso

de uma
amostra

y[n —1]

Diagrama de blocos de uma
equacdo de diferencas
recursivas representando um
acumulador (representagdo
recursiva do sistemal).
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Computando recursivamente equacoes de diferenca

Para computar recursivamente uma equacao de diferenca consideremos o
sistema causal discreto, descrito pela seguinte equacao

y[n] = ay[n — 1]+ x[n], 0 < a < 1.

Nosso objetivo é determinar a resposta ao impulso deste sistema, ou seja,

x[n] 1. n=0

0, n#0"

——| ylnl=ayln =11+ xln] | R[n] 8M]={

d[n]

Dado que a entrada € um impulso, com valor unitario unicamente em n = 0,

y[n < 0] = 0. De onde segue que
Logo, a resposta do sistema ao impulso é

y[0] = ay[-1] +x[0] = 1 1

yi1l] = ay|0| +x|1] =a

y[2] = ay[1] + x[2] = a® hn] = {“"' nz0 |

yI31 = ayl2] +x[3] = @ vt ,
1~




