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Representacao de Sequéncias por Transformadas de Fourier de Tempo Discreto
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Representacao de Sequéncias por Transformadas de Fourier de Tempo Discreto

Muitos problemas em engenharia, em particular engenharia elétrica e engenharia mecanica,
caracterizados no dominio espaco/tempo, podem ter solucdo simplificada se resolvidos no dominio

frequéncia.

Se imaginarmos uma fungao [ (t)
como um feixe de luz, entao a
transformada de Fourier, que
pode ser interpretada como
sendo implementada por um
prisma, decompde a fungao f(t)
nos diversos componentes de
frequéncia w que a compodem,
cada um de intensidade F(w).

Dominio
tempo

T

Dominio
frequéncia

As varias frequéncias sao chamadas
cores e, dessa forma, a transformada
de Fourier fornece o espectro de
cores do sinal.

Fazendo o caminho contrario, a
transformada inversa de Fourier
combina o espectro, ou seja, combina
todas as cores, para retornar a funcao
original.
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FT

Time Domain ) Frequency Domain
s(t) S(w)



Representacao de Sequéncias por Transformadas de Fourier de Tempo Discreto

Vimos, anteriormente, que diversos sinais podem ser representados como uma combinacao
linear de exponenciais complexas, conforme

x[n] = z a;, el VK

k

Alternativamente, uma sequéncia x[n] pode, também, ser representada através de uma integral
continua, ao invés de um somatédrio discreto. Esta representacao integral recebe o nome de
representacao de Fourier, conforme,

Lo | o |
x[n] = — X (e dw , onde X (/“)= Z x[n]e 1"

21 J_, =

Na realidade, as duas equacdes acima definem a representacdo de Fourier da sequéncia x[n].



Representacao de Sequéncias por Transformadas de Fourier de Tempo Discreto

_ o
x[n] = — X (e/“)e! " dw

2m J_,

A primeira equacao (acima reproduzida) é a Transformada de Fourier Inversa, uma equacao de
sintese, porque sintetiza x[n]| através de uma soma ponderada de exponenciais complexas
restritas a intervalos de frequéncias dw infinitesimalmente pequenos, da forma

1 . :
jwy,jon
- X(e’?)e'"dw,

com ® variando em um intervalo de tamanho 2m, e X(ej“)) ponderando cada exponencial
complexa componente da soma, onde |X(ej“))| representa a magnitude (amplitude) da

exponencial complexa na frequéncia w e onde < X(ef“)) representa a fase da exponencial
complexa na frequéncia w .

Lembre que /™ = cos wn + j sin wn e, portanto, o comportamento cossenoidal/senoidal
esta implicito na exponencial complexa.



Representacao de Sequéncias por Transformadas de Fourier de Tempo Discreto

Fisicamente, a fase representa o deslocamento no tempo da senoide dentro de seu periodo.

Por exemplo:

— um angulo de fase de -180° significa um atraso no tempo correspondente a metade do
periodo da senoide de frequéncia w,

— um angulo de fase de +90° significa um avanco no tempo correspondente a % do periodo da
senoide de frequéncia w.

Embora tenhamos considerado o intervalo de integracao para o, de —m a +m, na equacao de
sintese, podemos integrar em qualquer intervalo de tamanho 2.



Representacao de Sequéncias por Transformadas de Fourier de Tempo Discreto

o0

X (e/?) = Z x[n]e "

N=—00

A segunda equacao (acima reproduzida) é a Transformada de Fourier, que é uma expressao para
computar X(ef“)), ou seja, o modulo e a fase de cada senoide que constréi a sequéncia x[n] no tempo.

X(ef“)) é, portanto, uma expressdo de analise da sequéncia x[n] para determinar quanto de cada

componente de frequéncia é requerido para sintetizar x[n] por meio da primeira equacdo (Transformada
de Fourier Inversa).

Pelo fato de X(ej“’) representar modulo (intensidade) e fase (deslocamento) de cada senoide que

constréi a sequéncia x[n] no tempo, diz-se que X(ef“)) representa o espectro de frequéncias angulares
que constroem a sequencia x[n] no tempo.



Representacao de Sequéncias por Transformadas de Fourier de Tempo Discreto

Transformada de Fourier Transformada de Fourier de Tempo
Inversa (sintese de x[n]) Discreto (analise de x[n])
1 T . . 00
x[n] = — X ()" dw oy _ ,—jon
] o ). (e’®) @amm) X (/)= x[nle™
nN=—00

A equacao de analise é referida como a Transformada de Fourier de Tempo Discreto (DTFT).

Note que, na DTFT, o dominio tempo "n" é discreto, mas o dominio frequéncia "®" é continuo.
Mais a frente estudaremos a Transformada Discreta de Fourier (DFT), em que tanto o dominio

tempo "n" quanto o dominio frequéncia "k" sao discretos.

A DFT é adotada quando a sequéncia x[n] n3o é definida para todo n mas, sim, para um nimero
limitado de amostras n.

A DTFT é adotada quando a sequéncia x[n] é definida para todo n.

Se o sinal existe em todo o tempo, a separacao das componentes espectrais no dominio
frequéncia é infinitesimal e, portanto, o espectro é continuo.



Representacao de Sequéncias por Transformadas de Fourier de Tempo Discreto

20

X (e/?) = Z x[n]e "

H=—00

A Transformada de Fourier é uma fungcao complexa de .

Assim como representamos a resposta em frequéncia, podemos expressar a Transformada de
Fourier X(ef‘“) na forma retangular, conforme

X(e'*) = Xr(e!®) + jX1(e’®)

ou na forma polar,

X(e?) = | X (e/@)|e/ < XE"),

10



Representacao de Sequéncias por Transformadas de Fourier de Tempo Discreto

X (/) = | X (e/@)|el < ¥

Magnitude da Fase da
Transformada Transformada
de Fourier de Fourier

A Transformada de Fourier € muitas vezes referida como Espectro de Fourier ou, simplesmente, Espectro.

|X(ej“’)| A magnitude da Transforma de Fourier € muitas vezes referida como Espectro de Magnitude,
ou Espectro de Amplitude.

<1X(ef“’) A fase ou angulo € muitas vezes referida como Espectro de Fase.

11



Representacao de Sequéncias por Transformadas de Fourier de Tempo Discreto

Consideremos um sistema LIT em que aplicamos um impulso §[n] a sua entrada x[n], de modo que a
saida y[n] do sistema represente a resposta ao impulso h[n] do sistema.

5[7?,] h[n] 0, n+0,
— L Ut —— S =11 n=o0

Como vimos anteriormente, podemos determinar a saida y[n] deste sistema, para uma entrada x[n],
através da convolugdo de x[n] com a resposta ao impulso h[n] do sistema.

x[n] yIn]

— h [n] —

No dominio frequéncia, teremos

e H(e/®) e V(e) = x(e/*)H (/)




Representacao de Sequéncias por Transformadas de Fourier de Tempo Discreto

X(@) (o)

_ H(ejw) L

Y(e/?) = X(e/?)H(e/?)

= A DTFT da saida y|n] do sistema é = Conforme vimos anteriormente, a resposta em
frequéncia H(ej“’) do sistema é dada por

Y(e]cu) — nzzooy[n]e_lwn H(ej“’) _ Z h[k]e—ja)k
k=—o0

= Quando x[n] =3[n], X(e/?) =1, e Y(e/®) = H(e/?).

Portanto, a Transformada de Fourier Y(ej“’) da saida y[n] deste sistema, quando é aplicado um impulso
d[n] a entrada x[n], é equivalente a resposta em frequéncia H(ej“’) do sistema LIT.



Representacao de Sequéncias por Transformadas de Fourier de Tempo Discreto

Consequentemente, a resposta ao impulso h[n] de um sistema LIT pode ser obtida a partir da
sua resposta em frequéncia H(ef“’), aplicando a integral da Transformada de Fourier Inversa a

funcdo H(ej“)), ou seja,
| [7 o
h[n] = 5 H(”)e! " dw
T

—7T

Conforme vimos anteriormente, a resposta em frequéncia H(ef“)) é uma funcao periodica.
Da mesma forma, a Transformada de Fourier é peridodica, com periodo 2.

14



Representacao de Sequéncias por Transformadas de Fourier de Tempo Discreto

—

o0
A expressao X(ef‘”): Z _r[”]e—fwﬂ

H=—020

é a Transformada de Fourier direta de x|[n] e pode ser interpretada como uma Série de
Fourier que representa o espectro de frequéncias angulares de x[n] dado pela funcdo

perioddica X(ef“)) de variavel w continua.

_ o
A expressdo x|[n] = 7 X (/)" dw
T —IT

é a Transformada de Fourier inversa de X(ef“)) gue define os valores da sequéncia

x[n] em termos do espectro X(ej“)) e pode ser interpretada como a integral que
determina os coeficientes da Série de Fourier correspondente.

15



Representacao de Sequéncias por Transformadas de Fourier de Tempo Discreto

A Transformada de Fourier de uma sequéncia so existe se a sequéncia for somavel em valor absoluto,

o0
ou seja, se x[n] em X (e/?) = E x[nle™7*" for absolutamente somavel, entdo X(ef“’) existe.
n=—o0
Isto é equivalente a considerar a convergéncia da soma infinita na equacao da Transformada de Fourier,

ou seja,
|X(e/®)| < o0 para todo w.

Neste caso, a série convergira uniformemente para uma funcao continua de w.

Dado que uma sequéncia estavel &, por definicao, absolutamente somavel, todas as sequéncias
estaveis terao Transformadas de Fourier e, portanto, pode-se afirmar que qualquer sistema estavel
tera uma resposta finita e continua em frequéncia.

16



Representacao de Sequéncias por Transformadas de Fourier de Tempo Discreto

A Transformada de Fourier de uma sequéncia sO existe se a sequéncia for somavel em valor
absoluto. No entanto, ha casos em que a sequéncia nao converge, mas é possivel e util determinar a

Transformada de Fourier.

Sequéncia
x[n]

Transformada de Fourier
X(el®)

Caso 1:
Transformada de Fourier de uma Constante

x[n] =1, paratodon

X(el*)= Y 2n8(w+2rr).

r=-—00

Caso 2:
Transformada de Fourier de Sequéncias
Exponenciais Complexas

x[n] = e/®™ | paratodon

o0
X(e!®) = Z 2n8(w — wo + 27r)

Degrau Unitério

r=—00
Caso 3:
Transformada de Fourier de sequéncias que | x[n] = Z el @k —oo < n < oo ; =

) Iw " _

podem ser expressas como a soma de = X(e’) = Z ermka(a’ wx + 27r)
componentes discretas de frequéncia r=-00 k
Caso 4: 1 00
Transformada de Fourier da Sequéncia | 1] = y[n], paran = 0 U(e’) = — - Z né(w + 2nr)

r=-00

17




Propriedades de Simetria da Transformada de Fourier de Tempo Discreto

Ao utilizar Transformadas de Fourier, é util conhecer a maneira como as propriedades das sequéncias se
manifestam na Transformada, e vice-versa.

As propriedades de simetria da Transformada de Fourier sao Uteis por, muitas vezes, simplificarem a
solucao de problemas.

Uma sequéncia conjugada simétrica x,[n] é definida como uma sequéncia para a qual
xeln] = xz[-n], e

uma sequéncia conjugada antissimétrica x,[n] é definida como uma sequéncia para a qual
Xoln] = —x5[—n],

onde (*) denota a operacao complexo conjugado.

18



Propriedades de Simetria da Transformada de Fourier de Tempo Discreto

Qualquer sequéncia x[n] pode ser expressa como a soma de uma sequéncia conjugada simétrica a uma
sequéncia conjugada antissimétrica. Especificamente,

x[n|=x[n] +x [n] onde
xe[n] = L(xn] +x*[—n]) = xi[-n] o

Xo[n] = 5 (x[n] —x*[—n]) = —x3[~n]

Uma sequéncia real que é conjugada simétrica, tal que x,[n] = x,[—n], é denominada sequéncia par (even),
e uma sequéncia real que é conjugada antissimétrica, tal que x,[n] = —x,[—n], é denominada sequéncia
impar (odd).

19



Propriedades de Simetria da Transformada de Fourier de Tempo Discreto

A Transformada de Fourier X(ef“’) pode ser decomposta em uma soma de funcdes, uma funcao
conjugada simétrica e uma funcao conjugada antissimétrica. Especificamente,

X(@) = X,(6) + X,(%)  onde X (e) =15 [X(e¥) + X'(e7)] e
X, () =% [X(e?) - X (e7)]
Substituindo —w por +w em X,(e/?) e X,(e/*) temos que

Xe(ef“’) é conjugado simétrico e X, (ef“)) é conjugado antissimétrico, isto é,

Xe(e') = X (7)o X,(e/®) = —X3(e7/?).

Uma funcao real de variavel continua que é conjugada simétrica é denominada funcao par (even), e
uma funcao real de variavel continua que é conjugada antissimétrica é denominada func¢ao impar (odd).

As propriedades de simetria da Transformada de Fourier sdo sumariadas na Tabela a seguir.
20



Propriedades de Simetria da Transformada de Fourier de Tempo Discreto

Transformada de Fourier
X(e®)

&

10.
11.
12.
13.

LI S A =

Sequéncia
x[n]
x'[n]
X'[~n]
Refx[n]}
j Zmix[n]}

x,[n] (componente simétrica conjugada de x[n])

x,[n] (componente antissimétrica conjugada de x[n])

X'(e7)

X'(e”)

X (¢/”) (componente simétrica conjugada de X(e/))

X (¢/) (componente antissimétrica conjugada de X(e/”))
Xp(e?) = Re{X(e)}

jXp(e?) = Im{X ()}

As propriedades a seguir se aplicam somente quando x|n| é real:

Qualquer x[n] real
Qualquer x[n] real
Qualquer x[n] real
Qualquer x[n] real
Qualquer x[n] real
x,[n] (componente par de x[n])

x,[n] (componente impar de x[n])

X(¢”) = X*(e77®) (a transformada de Fourier é simétrica conjugada)
Xp(€”) = Xp(e77®) (a parte real ¢ par)

X () = —X,(e7/) (a parte imagindria é impar)
| X(e”)| = |X(e77*)| (a magnitude é par)

L X(el®) = —£X(e71®) (afase é impar)

XR(ejw)

X (e?)

21



Exemplo e llustragdo das Propriedades de Simetria da DTFT

Consideremos a sequéncia x[n] = a"u[n], coma € R.

o0
A Transformada de Fourier da sequéncia é obtida por X (&/“) = Z x[n]e™“" | desta forma
N=—00
00 00 ) Condicao para
Joy — n,—jon _ —joyn  _ —jw ol 0 somatorio

X(e’?) Za e E (ae™7?) T —a7o °C lae™’?| < 1 la] < 1. convergir

n=0 n=0
Entao, a partir das propriedades de simetria, segue que

X(e®) = ! = X*(e™/?) (propriedade 7)
1 —ae /o

A DTFT é simétrica conjugada.

22



Exemplo e llustracao das Propriedades de Simetria da DTFT

1 —-—acosw

1+a2 _2acosw Xr(e™®)

X R(ef ) =

(propriedade 8)

5
4 Resposta em frequéncia do sistema.
Parte real, a > 0;
3 Curva sélida, a = 0.9;
2 Curva tracejada, a = 0.5.
1
0 , Parte real é par.
- T 0 m m™
2 2

Radian frequency (w)

23



Exemplo e llustracao das Propriedades de Simetria da DTFT

—asinw

= —X(e™®
14 a2 —2acosw 1™’

XI(ef“’) =

(propriedade 9)

Resposta em frequéncia do sistema.
Parte imaginaria, a > 0;

Curva sélida, a = 0.9;

Curva tracejada, a = 0.5.

Amplitude

Parte imaginaria é impar.

| |
-r T T w
2 2

Radian frequency ()

24



Amplitude

|OHNW&M

Exemplo e llustracao das Propriedades de Simetria da DTFT

1

| X(e!)| =

(1 4+ a% — 2acos w)1/2

— IX(e“j“’)l

(propriedade 10)

Resposta em frequéncia do sistema .
Magnitude, a > 0;

Curva sélida, a = 0.9;

Curva tracejada, a = 0.5.

Magnitude € par.

]
- 0 T

2 2
Radian frequency (o)

25



Phase (radians)

Exemplo e llustracao das Propriedades de Simetria da DTFT

<X (e/*) = tan™! (

—a sin @ .
= —-<X (e ’?
] - acosw) ( )

(propriedade 11)

—IT T P T
-3 0

Radian frequency (o)

Resposta em frequéncia do sistema .
Fase, a > 0;

Curva sélida, a = 0.9;

Curva tracejada, a = 0.5.

Fase é impar.

26



Teoremas de Transformada de Fourier de Tempo Discreto

Em adicao as propriedades de simetria, uma variedade de Teoremas relacionam operacdes entre
sequéncias discretas x[n] no dominio tempo discreto n com espectros de Fourier X(ef‘”) no dominio
frequéncia angular w.

Para introduzir o estudo dos Teoremas, vamos considerar as seguintes notacoes para os operadores:
X(e®) = Fix[n]},
x[n] = FHX()),

x[n] <= X(e/®).
O operador F{-} denota “determinar a Transformada de Fourier do argumento (sequéncia x[n])”.

O operador F~{-} denota “determinar a Inversa da Transformada de Fourier do argumento (X(ej‘”))”.

Os Teoremas da Transformada de Fourier e alguns pares de Transformadas de Fourier sao sumariados
nas Tabelas a seguir.



Teoremas de Transformada de Fourier de Tempo Discreto

Dominio Sequéncia Transformada de Fourier Dominio
tempo NN ! X(6) 4 reavencia
discreto n yln] Y(e) continuo w
(sequéncia) 1. ax[n]+ by[n] aX (e/?) 4+ bY (el ®) (espectro)
2. x[n—ny] (ngum inteiro) e~I®Nnd X (e] @)
3. e/®0"x[n] X (el (@—0))
4. x[—n] X (e7/®)
X*(e/®) sex[n] real.
L dX (el®)
5. nx|n| I
6. x[n] * y[n] X (/@)Y (e/@)
7. x[n]y[n] % [ " X ()Y (e/@=)ag
Teorema de Parseval:
— 1 [7 w2
_ Jw
5. % il = 5o [ X @)do
N=—00
o0 1 - ) )
0. 3 alnb*lnl = 5 [ X (@)Y o 2

N=—0o



Pares de Transformadas de Fourier de Tempo Discreto

Dominio Dominio
tempo - Sequéncia Transformada de Fourier _ frequéncia
discreto n 1. [n] 1 continuo w
(sequéncia) 2. 8[n— ] R~ (espectro)
o0
3.1 (—o0<n<o0) Y 278(w+ 27k)
k=—00

4. a"uln] (lal < 1) ;

1 —ae i®
1 oo
5. uln] ejw + Z w8(ew+ 2mk)
=—00
6. (n+ 1)a"u[n] (la| < 1) ! -
(1 — ae—iw)2
r''sen wp(n + 1 1
7. l }H[n] (Ir] < 1) —
S€N wp 1 —2rcoswpe™ ¥ 4 ree™) =
g sen weH X{e’-&‘] _ l, |w| < we,
Tn 0, we <ol =n
M+1)y2] _;
;:]. .l'[ﬂ] — 1? ﬂ i n E M ) Sen[fﬂ( + y IE—;WMJ’E
(), caso contrdrio sen(w/2)
) o0
10. ef@on Y 278(w — wq + 27k)
k=—0
m & &
11. cos(wqgn + ¢) Z [Te!? 8(w — w4 27k)+ we™? §(w + w( + 27k)] 29

=—00




Teoremas da DTFT: Linearidade

se x[n] <> Xi(e®) e xn] <> Xa(e®),

entao, pela substituicao na definicao da Transformada de Fourier de Tempo Discreto, segue que

axi[n] + bxa[n] <= aX1(e!®) + bX(e®).

30



Teoremas da DTFT: Deslocamento no Tempo e em Frequéncia

Se  x[n] < X (e/?), entdo:

Para a sequéncia deslocada no tempo x[n — ng4],

uma simples transformacao do indice da soma na Transformada de Fourier de Tempo Discreto leva a
F . —jwn jo
x[n—ngl «— e X (e’?).

Para a sequéncia deslocada em frequéncia, e/“"x[n],

uma substituicao direta leva a Transformada de Fourier deslocada em frequéncia

e!®x[n] i x (e/(@—@o)y,

31



Teoremas da DTFT: Reversao Temporal

se  x[n] <= X(e),

entdo, se a sequéncia for reversa no tempo,

x[-n] <> X(e77®).

Se a sequéncia x[n] for real, o Teorema se torna,

x[—n] «— X*(e/*).

32



Teoremas da DTFT: Diferenciacao em frequéncia

se  x[n] <> X(e/®),

derivando a Transformada de Fourier de Tempo Discreto, temos

dX (e
nx[n] PN j d(e ).
w

33



Teoremas da DTFT: Teorema de Parseval

se  x[n] < X(e'®),

0 1 - .
entdo, E= Z 1x[n]? = 7 /;H IX(e"")Izdcu.

N=-—-0Q0

. N2
A funcao |X(ef‘°)| é denominada Densidade Espectral de Energia, pois determina como a energia €
distribuida no dominio frequéncia.

O Teorema de Parseval nos diz que determinar a energia da sequéncia x[n] no dominio tempo equivale a

determinar a energia do espectro X(ef“’) de x[n] no dominio frequéncia. Ou seja, a energia do sinal se
conserva ao passarmos o sinal do dominio tempo para o dominio frequéncia e vice-versa.

Necessariamente, a Densidade Espectral de Energia é definida unicamente para sinais cuja energia é
finita.

34



Teoremas da DTFT: Teorema da Convolucao

Seja x[n] o sinal de entrada de um sistema LIT, e seja h|[n] a resposta ao impulso do sistema.
Entdo, temos que a relacdo dominio tempo/dominio frequéncia é dada por

x[n] PN X(e’®), e h[n] < H(e'®),

A saida y[n] no dominio tempo do sistema é y[n] = Z x[k]h[ﬂ — k| = x[n] * h[n],

==00
e asaida Y(ej“)) no dominio frequéncia do sistema é Y(ej“’) — X(ej“’)H(ef“’).

Portanto, a convolugao entre a entrada x|n] do sistema e a sua resposta ao impulso
h[n] é equivalente a multiplicagao das suas respectivas Transformadas de Fourier,

X(ej“’) e H(ej“’).

Note que H(ef“)) € a resposta em frequéncia do sistema, também conhecida como a
funcao de transferéncia do sistema.

35



Teoremas da DTFT: Teorema da Convolucao

Generalizando, o Teorema da Convolucao estabelece que a convolucao entre duas
sequéncias x[n] e y[n] no dominio tempo é equivalente a multiplicagdao das
correspondentes Transformadas de Fourier de Tempo Discreto X(ej“’) e Y(ej‘”)
no dominio frequéncia (respectivos espectros de x[n] e y[n]).

T
x[n] % y[n] ~——  X(e/*)Y(e/?)

36



Teoremas da DTFT: Teorema da Modulacao ou Janelamento

e x[n] <2 X(e/®), e wln] <> W(e®),

ese  y[n] =x[n]w[n], entio Y(e/®)= %t- | X(éfe)W(ef(“"9))d9.

A equacao acima €& uma convolucao periddica, isto €, uma convolucao de duas funcdes
periddicas, com os limites de integracao se estendendo somente sobre um periodo.

Comparando o Teoremas da Convolugcao com o Teorema da Modulacao, nota-se que:

= 3 convolucao no tempo discreto de duas sequéncias é equivalente a multiplicacao das
correspondentes Transformadas de Fourier das sequéncias no dominio frequéncia,

= a multiplicacdo no tempo discreto de duas sequéncias €& equivalente a convolucao
periddica das correspondentes Transformadas de Fourier das sequéncias no dominio
frequéncia.

37



DTFT - Exemplo 1

Consideremos o filtro passa baixa ideal com frequéncia de corte w, cuja resposta ao impulso é

A resposta em frequéncia Hlp(ej“)) deste filtro € obtida quando se aplica a DTFT a sequéncia h;,[n].
Na pratica, para efeito de implementacdo de hy,[n], o nimero de amostras é limitado a um intervalo

finito —M < n < M. Avalie o efeito de M = {1, 3,7, 19} na fidelidade de Hlp(ej‘“) em representar a
resposta em frequéncia deste filtro passa baixa ideal.

Solugdo: Aplicando a DTFT a hy, [n] obtemos a resposta em frequéncia Hlp(ej“’) do filtro, conforme

oo

o sinw,n
(€)= 2, =o€

n=—oo

Delimitando h,[n] ao intervalo —M < n < M obtemos

M

Hy(e/9) = )" S emion

mn
n=-—-M



M

: sinw.n .
Plotando HM(eJ“’) = Z ———e /9" paraM = {1,3,7,19}, temos
T
Note que, a medida que M aumenta, o
Hy(e/®), M=1 Hy(e/®),M =3 comportamento oscilatorio na banda de
I\ /\\,/\ passagem e na banda de rejeicao do filtro
/ \ (denominado Fendbmeno de Gibbs) é mais
rapido, mas a amplitude da oscilacao nao
\ | diminuiem w = w,.
~ y-
-1 -, 0 W, w w -7 V—wc 0 w, NS 7o
(2) (b)
Hy(e/®), M =17 Hy(e®), M =19

que M — oo,

Na verdade, a medida
HM(ej“’) se aproxima da resposta em
-- frequéncia de um filtro passa baixa ideal
F ‘-—rf_ com frequéncia de corte w,.
0 W, T w -7 —w, 0 mvwv‘;r‘_w
c) (d

( )
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DTFT - Exemplo 2

Um conversor A/D com frequéncia de amostragem f, = 64kHz digitaliza um sinal analdgico de dudio
dado por x[t] = a; cos(2nfit + @) + a, cos(2nf,t + @,),sendo a,; = 3, f;= 4kHz, @®, = 30°,

a, = 1, f2= 8kHZ, @2 = —60°.

Seja x[n] a sequéncia na saida do conversor A/D resultante da digitalizagao de x[t].

Pede-se:

(a) Plote o grafico da sequéncia x|[n] nointervalo 0 < n < 64.

(b) Plote o grafico do mdédulo e da fase do espectro de frequéncias angulares digitais de x[n] no
intervalo —m < w < 1, assumindo que o conversor A/D esteja ligado desde t = —o0o, isto é, assuma que
a componente do regime transitorio ja se extinguiu e que s6 haja a componente do regime
permanente.

(c) Plote os graficos obtidos em (b) com o eixo da abscissa representando o intervalo de frequéncias
analdgicas — f,/2 < f < f,/2.
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(a) Plote o grafico da sequéncia x[n] nointervalo 0 < n < 64.

f=nL 1. 64

f1 2
x = al-cos| 22mw-—-n + ¢1 | + a2-cos| 22m-—-n + P2
i fs fs

| _ {
Yo i A

80

41



(b) Plote o grafico do mdodulo e da fase do espectro de frequéncias angulares digitais de x[n] no

intervalo —m < w < @, assumindo que o conversor A/D esteja ligado desde t = —oo, isto é, assuma
gue a componente do regime transitorio ja se extinguiu e que sO haja a componente do regime
permanente.

Do par 11 da tabela de Pares de Transformadasde Fourier, temos:
Q0O

F(cos(won + §p)) = Z ( J ¢ O w— wo + 2.1mk) + e j'¢-6(w+ WO + 2-1r-k))

k=-0w
Mas, do enunciado, o intervalo solicitado € -1 <=w<= 11, entdao k=0 na equagao acima, resultando em:

P =J P

F(cos(won + ¢)) =7 (W — Wo) + T-e (W + wo)

As frequéncias digitais em x[n] acima s&o:

fl 2
wl = 2-71'-f— — wl = 0.393.rad W= 2-’!’1’-f— — w2 =0.785-rad
S S

Portanto, a Transformada de Fourier X{w)=F{X[n]} &:

TR T L wl))+a2( O S i e O i w2))
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E os graficos de modulo e fase de X(w)=F{X[n]} s&o:

10r 2 2

AX(w)I

0
-3.142 2356 —1571 ~=0:785 0 0.785 1.571 2.356 3.142

100

50

<

glg( X(w))

— 50

- 100
-3.142 -235%6 -1571 -0.785 0 0.785 1.571 2.356 3.142
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(c) Plote os graficos obtidos em (b) com o eixo da abscissa representando o intervalo de frequéncias
analdgicas — f, /2 < f < [, /2.

Os graficos obtidos em (b) com 0 eixo da abscissa representando o intervalo
de frequencias analdgicas -fs/2 <=f<= fg/2 s&o conforme segue:

10 . I — 100
{ Q@
50
6 ‘
Jxel ang(X(w)) 0 ‘
4 | — @ |
11— —t—t—1t i =20 S
28 -24-20-16-12 -8 - ~ 100 ‘ ’
dedipedle=tledp=ll =g =% 0 & = J3 Jo B0 B BZh 32 SW-W-TA--16~12~8 ~4 O % § 12 16 20 2% 28 B2
w fs
— w s

Portanto, o espectro de um sinal cosenoidal analégico de amplitude A |, fase ¢ e frequencia fo

s&o dois impulsos complexos de amplitude AT no dominio frequencia, ambos respectivamente
ocorrendo em -fo e +fo, com fase de cada impulso respectivamente sendo -¢ e +¢.
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x[t] = a; cos(2rfit + @1) + a, cos(2ufrt + @) [Lembrando o slide da introdugéo}

FT

Time Domain Frequency Domain

s(t) S(w)

\

X(w) = al-(ﬂ-ej'¢1-6(w o S e ’.'r-e—j'djl-é(w 3 wl)) + a2-(’.'1'-ej'¢2-8(w - ﬂ-e_j'¢2-8(w % w2))
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DTFT - Exemplo 3

Um conversor A/D com frequéncia de amostragem f; = 64kHz digitaliza um sinal analdgico x[t]
gue € um pulso retangular de amplitude A = 1, iniciandoem t = 0, e de duracao At.

Seja x[n] a sequéncia na saida do conversor A/D resultante da digitalizagao de x|[t].

Pede-se:
(a) Plote o grafico da sequéncia x[n] para At = 10/f; nointervalo 0 < n < 20;

(b) Plote o grafico do modulo e da fase do espectro de frequéncias angulares digitais de x[n] no
intervalo —m < w < m;

(c) Plote os graficos obtidos em (b) com o eixo da abscissa representando o intervalo de
frequéncias analdgicas — f, /2 < f < f,/2;

(d) Repita (a), (b) e (c) para At = 5/f;;
(e) Repita (a), (b) e (c) para At = 2/f;;
(f) Repita (a), (b) e (c) para At = 1/f;;

(g) Estabelecga conclusdes a partir dos resultados encontrados de (a)-(f).



(a) Plote o grafico da sequéncia x[n] para At = 10/f; nointervalo 0 < n < 20.

x[t] é um pulso retangular de amplitude A = 1, iniciandoem t = 0, e de duragdo At = 10/f;, f; = 64kHz.

A= ;—0 —> At=0156ms —> duragéo do pulso x(t)
S

Ts = 1 — Ts =00l6ms — Iintervalo entre as amostras da sequencia x[n]
fs

N := round (ﬁj -5 N=10 — numero de amostras do pulso representado por x[n]
Ts

Portanto, para n:= 0,1..20 , a sequéncia x[n] na saida do A/D & representada por:

X = if[(n = 0)-(n <N),A,0] sendo A=1 e N=10, oque resulta no grafico:

IFYVY ¥ &¥V“ V&V Yy ¥ vy v

0.8
0.6
& o4
0.2
0 F NN NS N "N
0 d 10 15 20
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(b) Plote o grafico do mdédulo e da fase do Os gréficos de médulo e fase de X(w)=F{[n]} no intervalo -Tr <=w<= 1T s&0:
espectro de frequéncias angulares digitais

10
de x[n] nointervalo -7t < w < m.

8

6

o

4
Do par 9 da tabela de Pares de Transformadas 1 P i T \/\/\/\
de Fourier, com M:=N-1, temos que a S 2356 _1s1 o785 0 0785 1571 235 3142
Transformada de Fourier da sequéncia x[n] W
acima definida, isto €, X(w)=F{[n]}, € dada por: 8

200

A'“"[w'(M; 1]} g JONIN L
T I NONA A AN
Note que a magnitude do espectro X(w) de o \ \ k \ \ \\ \ \

um pulso retangular € uma fungao sinc(w). — 100 \ | \ \

— 200
—~3: 142 —2356 —1571 —B785 0 0.785 1.571 2.356 3.142
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(c) Plote os graficos obtidos em (b) com o . \
eixo da abscissa representando o 3
intervalo de frequéncias analdgicas / \
—f:/2<f <f./2. I5() ? / \
4 [
5 = A\ |
Os graficos obtidos em (b), com o eixo da f\//\\/\// \/ | \/ \\/\/\\/\

0
abscissa representando o intervalo de SREediegtabedieEeE ew B © 8 & W 2 5 08 6
A . f
frequéncias analdgicas — f;/2 < f < f5/2, 21 K:I
~ +JT Z
sao conforme apresentados ao lado:

2007

ang(X()) o\ \\ \\\ \\ \ \\ \\
N ] NAN \\ \

100

— 100 \ \
N\
— 200
—32—-28—-24-20-16-12 -8 =4 0 4 8 12 16 20 24 28 32
) fs
2.1 KHz 49
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(d) Repita (a), (b) e (c) para At = 5/f;.

5 u
Foyat— = —  At=0078-ms — duragao do pulso x(t)
S
Ts:= L > Ts=00l6ms —> intervalo entre as amostras da sequéncia x[n]
fa
At 5
N = round(—) X W==>5 —> numero de amostras do pulso representado por x[n]
Ts

Portanto, para n:= 0,1..20 , a sequéncia x[n] na saida do A/D & representada por:

x = 1f[(n 2 0)-(n <N),A,0] sendo A=1 eN=35, oque resulta no grafico:

0.8f

<) I I N B B

0.2

n 50
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Os graficos de mdédulo e fase de X(w)=F{x[n]} no intervalo -1 <=w<= 1T S&0:

S | /\
4 £ 1%
3
Ix(w9)| \
—" \
1 N ‘
Do par 9 da tabela de Pares de Transformadas \/ \/
de Fourier, com M :=N- 1, ’temf’S que a 8122 235 _1571 —0785 0 0785 1571 2356  3.142
Transformada de Fourier da sequencia x[n] w
acima definida, isto €, X{(w)=F{x[n]}, &€ dada por: rad
“[ /M+1):| .M ==
A-sin| w- - — ol —
2
X(w) := > e 100 N
fw |
sy —
\QJ \
an_g(X(w)) 0 !
~ 100 | ‘\ N
— 200
— 3142 -2356 -1571. —0.985 0 0.785  1.571 2356  3.142
w
rad =
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Os graficos de moédulo e fase de X(w) =
F{x[n]} com o eixo da abscissa
representando o intervalo de frequéncias
analégicas —f;/2<f <f./2, sdo
conforme apresentados ao lado:

DTFT - Exemplo 3

2 /
1 /7

™\

TN \

\/

0
-32—28 —24-20—-16~-12 -8 —4 & 4 8§ 12 16

20 24 28 32

) fs
2.7t KHz
2007
\\
100 ™ a~
\ \ N
ang(X(w)) 0
\
\\ \\
— 100 \ N
N
— 200
—-32-28-24-20-16-12 -8 -4 0 4 8 12 16 20 24 28 32
) fs
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(e) Repita (a), (b) e (c) para At = 2/ .

Vo — L] —  At=0031-ms — duragao do pulso x(t)

fs
Ts:=— — Ts=0016-ms —> Iintervalo entre as amostras da sequencia x[n]
fs
At s
W= round[T—) — N=2 — numero de amostras do pulso representado por x[n]
S

Portanto, para n:= 0,1..20 , a sequéncia X[n] na saida do A/D & representada por:

X 1= if[(n = 0)-(n <N),A,0] sendo A=1 e N=2 , 0que resulta no grafico:

Ir—Y |
0.8 ‘
0.6]
511 0ar—
021 1 ‘ |
0 PN N~~~ N S~ . |
0 5 10 15 20
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Os graficos de médulo e fase de X(w)=F{x[n]} no intervalo -1 <=w<= 1T sa0:

2 ‘ 3
il
1.5 ; ] : N
Bl b
0.5 7
Do par Q da tabela de Pares de Transformadas | | |
de Fourier com M:=N-1, temos que a %1 235 —151 0785 0 0785 1571 2356 3142
Transformada de Fourier da sequéncia x[n] =
acima definida, isto €, X(w)=F{x[n]}, é dada por rad
(M 1 100 ‘
A.sin|:w- = ):| —j-w-ﬂ \
2 2 e

X(w) := . (WJ ‘€ 50 \
- ; \
s angX(w)  of =

-

00 ‘
=304 =235 =137 =018 0 0.785 1.571 2.356 3.142

W
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1.5 7 S N

o \

ﬁ")l i // | \\
5 / : \

Os graficos de mdodulo e fase de X(w) =
F{x[n]} com o eixo da abscissa

0 |
—32.:—28—24.— 20 —~16—-12 =8 ~4 @ 4. & 12 leo 200 24 28 32

. A w s
representando o intervalo de frequéncias oy
analégicas —f;/2<f <f./2, sdo .
conforme apresentados ao lado: o ‘
\\
= \\\
ang( X(w)) 0 ‘
S
'\
— 50 S~
\\
s
_10932—28—24—20—16—12—8 -4 0 4 8§ 12 16 20 24 28 32
w s
2-7m KHz 55
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(f) Repita (a), (b) e (c) para At = 1/f.

1 D
At = il At=0016-ms —> duragéo do pulso x(t)
S
T8 = % — Ts=0016-ms — Iintervalo entre as amostras da sequencia x[n]
S
N := round[ﬂ) —> N=1 — numerode amostras do pulso representado por x[n]
Ts

Portanto, para n:= 0,1 ..20 , a sequéncia x[n] na saida do A/D & representada por:

X = if[(n = 0)-(n < N),A,0] sendo A=1 e N=1 , 0que resulta no grafico:

1p ’
0.8
0.6
51104
0.2 | |
VO | R R ——— p—_—
0 5 10 15 20

n
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Os graficos de médulo e fase de X(w)=F{[n]} no intervalo -r <=w<= 1T s&0:

1.001 ‘ \
1.0005
Ix(w)| 1 i : | ‘ |
0.9995 ‘
Do par 9 da tabela de Pares de Transformadas
de Fourier, com M:=N- 1, temfs que a 093142 —2356 _ 1571 0785 0 0785 1571 2356  3.142
Transformada de Fourier da sequencia x[n] W
acima definida, isto &, X(w)=F{x[nl}, é dada por: Tad
. (M + 1 M |
A-sin| w- - — ol —
2
K= > ‘e 0.5
: W
sy —
\ 2 |
ang(X(w)) 0 | | |
- 0.5 | | | |
X 236 —1511 —0785 0 0785  1.571 2356 3.142

€3}
—_— 57
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Os graficos de mddulo e fase de X(w) =
F{x[n]} com o eixo da abscissa
representando o intervalo de frequéncias
analégicas —f;/2<f < f./2, sdo
conforme apresentados ao lado:
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1.001

1.0005

Ixcal

0.9995

0.999 '

—-32-28-24-20-16 —12 — -4 0 4 8 12 16 20 24 28 32
)
2.1 KHz
1
0.5
ang(X(w)) 0
- 0.5
-1
-32-28-24-20-16-12 -8 -4 4 12 16 20 24 28 32
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(g) Estabeleca conclusdes a partir dos resultados encontrados de (a)-(f).

Conclusoes:

Quanto menor for a duracao At do pulso no dominio tempo menor sera a magnitude (=mddulo =
amplitude) do espectro H(w) no dominio frequéncia, mas, simultaneamente, maiores serdo as
magnitudes das componentes espectrais de alta frequéncia necessarias para construir o pulso no
dominio tempo.

Ou seja, quanto mais rapida for a variacao no tempo do sinal (= quanto mais estreito for um pulso
de duracdo At) , mais largo sera o espectro H(w) resultante no dominio frequéncia.

No limite, quando o pulso se torna um impulso, conforme descrito no item (f), H(w) resulta em
uma constante, indicando que todas as frequéncias sdao necessarias para construir no dominio
tempo uma variagao tao rapida como é o impulso.

Por exemplo, é sabido que descargas elétricas atmosféricas (relampagos) interferem as
comunicacoes de radio em uma ampla faixa de frequéncias. Isto ocorre porque um relampago pode
ser aproximado por um impulso, e, portanto, o espectro resultante é extremamente largo,
interferindo os sinais de radio nas faixas de VLF, LF, MF, HF e VHF.
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