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Transformada de Laplace e Transformada £

A Transformada Z para sinais discretos no tempo é equivalente a Transformada de Laplace para
sinais continuos no tempo.

Iniciaremos nosso estudo pela Transformada de Laplace, que é uma extensao da Transformada de
Fourier.

A Transformada de Laplace leva explicitamente em consideracao o regime transitorio, e ndao apenas
0 regime permanente, como é o caso da Transformada de Fourier.

Enquanto a Transformada de Fourier representa o dominio frequéncia unicamente considerando a
variacdo oscilatoria senoidal na representacdo de x(t), a Transformada de Laplace inclui nesta
representacdo a variacdo exponencial de x(t).

A consideracdo adicional da variacdo exponencial na representacdo de x(t) permite a
Transformada de Laplace a analise do regime transitorio.



Transformada de Laplace

Seja x(t) uma fungao continua no dominio tempo. Define-se como Transformada de Laplace de x(t) a
representacao matematica

X(s) = L{x()} = J x(t)e Stdt (1)
0

sendos = a + jw.

= A Equacdo (1) determina o Espectro de Frequéncias Complexas X (s) do sinal x(t).

» Visto ques = a + jw, entdo X(s) é também de valor complexo, pois X(s) pode ser interpretada
como uma soma ponderada de valores de x(t) em cada intervalo infinitesimal dt no dominio tempo,
com fatores de ponderacdo dados por funcdes de valor complexo e =5t = e~ (@+j®)t,



Transformada de Laplace
X(s) =L{x(t)} = fooox(t)e‘“dt, coms=a+jo (1)

Visto que a variavel de integracdo t tem a dimens3o de tempo, o expoente de e 5t deve ser uma
grandeza adimensional, caso contrario estaria em desacordo com a interpretacdo de (1) como uma
soma de valores de x(t) ao longo de intervalos infinitesimais de tempo.

Por exemplo, se x(t) é dado em [Volt] entdo X(s) é dado em [Volt x segundo].

Portanto, o parametro s devera ter a dimensao do inverso do tempo, isto é, frequéncia, ou,
equivalentemente, variacao.

Sendo assim, s € uma grandeza complexa que representa modos de variacao .



Transformada de Laplace

co

X(s) = L{x(O)} = [, x(t)e™*'dt, coms =a +jw (1)

. = A parte real oy de uma especifica frequéncia complexa
\ S =Sy =0ay+ jwy, pertencente ao conjunto s de
frequéncias complexas do espectro que

. Ve representa x(t), esta associada a variagao exponencial
[\/\ e~ %t no universo de possiveis variacdes no tempo da

\/ \-/ \_/_'ﬂ_-\—*-*f-: : funcao X(t).

\ " Poroutro lado, a parte imaginaria wy de so = @y + jwy

estd associada 3 variacdo oscilatdria senoidal e /@0t =
Ccos wot — j sin wgt no universo de possiveis variagdes
no tempo da fungao x(t).

U Re{eﬁﬂt{cos m0t+jsenm0t)}

= Portanto, visto que e 5t = e~(@tjw)t — p—atp—jol — p=al(cos oyt — jsinwt), a Transformada
de Laplace decompde um sinal no tempo x(t) em modos de variagdo exponenciais
(ndao-oscilatorios) e modos de variacao senoidais (oscilatorios), cada um deles determinado por

cada frequéncia do conjunto s de frequéncias complexas.
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Transformada de Laplace
X(s) =L{x(t)} = fooox(t)e‘“dt, coms=a+jo (1)

O mddulo da componente espectral complexa X (so) = |X(s,)|e/*X60)} &, |X(s,)|, representa a
intensidade (magnitude) da contribuicao daquele modo de variagcao na frequéncia complexa sy =
Ay + jwg-

Ii)A fase da componente espectral complexa X(sg) = |X(so)|e/ ¥} jé., «{X(sy)} representa o
angulo associado a quio deslocada no tempo esta a contribuicido da variacdo oscilatdria e /®ot na
frequéncia sy = ag + jwy .

= Por exemplo, <{X(sy)}= m/2 rad significa que o modo de variacdo oscilatério no tempo para a
frequéncia sy = jw, €

(2T, T 2T T
e-iwotgi(n/2) = p=jlot-n/2) — oI5t 3) = IR(E) (g

ou seja, o modo de variagdo oscilatério no tempo esta deslocado T, /4 segundos, sendo T, o periodo
da componente oscilatdria senoidal na frequéncia complexa s, definido por Ty = 21/ w,.



Transformada de Laplace
X(s) =L{x(t)} = fooox(t)e‘“dt, coms=a+jo (1)

Cabe notar, também, que a equacao (1) soma ponderando x(t) ao longo do tempo com a exponencial
e~ 5t i.é, a equacdo (1) estabelece o grau de semelhanca, ou correlacdo, entre x(t) e e™St.

Especificamente, (1) procura estabelecer o grau de semelhanga entre x(t) e variagdes exponenciais
e/ou senoidais definidas pela frequéncia complexa s = a + jw.

Quanto mais semelhante (correlacionado) for x(t) com o fator e 5t na frequéncias = a + jw, maior
serd o produto x(t)e~*t e, portanto, maior serd o médulo |[X(s)| de X(s) = |X(s)|e/*XE),

Ainda, o grau de semelhanga |X(s)| na frequéncia s = a + jw é vélido para um deslocamento no
tempo da variagdo senoidal dado por «<{X(s)}T/2m segundos, ou seja, a varia¢gdo oscilatéria na

frequéncia s é caracterizada por e /@EHHXEIT/2M) sendo T = 21/ w.



Transformada de Laplace
X(s) =L{x(t)} = fooox(t)e‘“dt, coms=a+jo (1)

I:) Neste contexto, o espectro X(s), cujo dominio é o plano de frequéncias complexas s = a + jw,
define como x(t) é construida a partir de variacbes exponenciais e%t e senoidais e’/®t no dominio
tempo.

= Note, portanto, que a Transformada de Laplace é uma generalizacao da transformada de Fourier,
visto que o espectro obtido através da Transformada de Fourier é o espectro das frequéncias
angulares w que constroem x(t) através de variagdes senoidais no tempo,

"  enquanto que o espectro obtido através da Transformada de Laplace é o espectro das frequéncias
complexass = a + jw que constroem x(t) através de variagcdes exponenciais e senoidais no tempo.



Transformada de Laplace

X(s) = L{x(t)} = fooox(t)e‘“dt, coms=a+jo (1)

Com base nesta interpretacao, a partir de (1) é possivel mostrar que

A +Jjoo
1
x(t) = L7HX(s)} = E f X(s)estds (3)
A —Jjoo

A Equacdo (3) é a chamada Transformada de Laplace Inversa de X(s).

Dado o espectro X(s), a Equagdo (3) define analiticamente como reconstruir x(t) no tempo, a partir
de seu espectro X(s) no dominio frequéncia complexa s = a + jw.



= £ possivel mostrar (a partir do Teorema de Cauchy

Transformada de Laplace

— no Apéndice, ao final deste conjunto de slides)

que os limites de integracao
(a,, + joo) na Transformada de La

(@ —joo) a
place Inversa (3),

muito embora definam um caminho retilineo,

equivalem a “varrer” ponto a ponto o plano

complexo s = a + jw.

= Esta varredura total do plano s é

garantida desde

gue o caminho de integracao que inicia em s =

Ay, — joo eterminaems = a,, + jooem(3)eque

é definido pela reta s = a,, na
que aretas = a,, esteja a direita
mais a direita no plano s.

Figura 1, seja tal
do pdlo de X (s)
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Figura 1: “Root Locus” de X(s) e contorno de
integracdo para coOmputo de (3).
Pélo (x): valor de s tal que |X(s)]| = .
Zero (0): valor de s tal que |X(s)| = O.



Transformada de Laplace

j.@
Am +J© Oy +] 0

1

x(t) = L7HX(s)} = T J X(s)eStds A

A —J 0 b

= Sob esta condicao, a equacao (3) acima reproduzida \
pode ser interpretada como uma “varredura” em
todo plano s, efetuando uma soma ponderada das A
componentes espectrais X(s), com fator de
ponderacdo dado por eSt. X

'
A 4

" Em outras palavras, a equacao (3) constréi (expande)
x(t) a partir de uma série infinita de termos est, oy =j.©
ponderados por coeficientes X(s),
infinitesimalmente distantes entre si no dominio  Figura 1: “Root Locus” de X(s) e contorno de

frequéncia complexas = a + jw. integragdo para computo de (3).
Pélo (x): valor de s tal que |X(s)| = oo.

Zero (0): valor de s tal que |X(s)| = 0.
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Transformada de Laplace

Para finalizar esta analise interpretativa da Transformada
de Laplace, consideremos a fungdo x(t) no dominio
tempo e o respectivo Espectro de Frequéncias
Complexas X(s), obtido conforme tabela de pares de
Transformadas de Laplace!,

x(t) = 1.05e >t cos(6t — 18.4°) u(t)  (4)
(5)

A Figura 1 mostra a localizacdo dos podlos e zeros de X(s)
no plano s, e um possivel caminho de integracao ao longo
da reta s = «a,, para cOmputo da Transformada Inversa
de Laplace (Equacao (3)).

s+7
s2410s+61

X(s) =

|”

Foi dito “possivel” porque qualquer valor de a,, que
localize o caminho retilineo de integracao a direita de
todos os pdlos de X (s) é vélido.

(1) Ver tabela de pares de Transformadas de Laplace, slides 16 a 18.
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Figura 1: “Root Locus” de X(s) e contorno de
integracdo para cOmputo de (3).
Pélo (x): valor de s tal que |X(s)]| = oo.
Zero (0): valor de s tal que |X(s)|= 0.



Transformada de Laplace

e As Figuras 2 e 3 mostram a vista tridimensional da Figura 1, respectivamente as superficies de
maodulo e dngulo do espectro X(s).

e Dado que X(s) € um numero complexo, sdo necessarios dois graficos tridimensionais para
definir X(s), um para a superficie da funcdo |X(s)| e outro para a superficie da funcdo <{X(s)},
plotadas contra o plano s = a + jw, que € o conjunto de dominio destas fungdes.

Modulo de X(s) [vezes] Angulo de X(s) [graus]
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Figura 2: Médulo do espectro de frequéncias complexas X(s) Figura 3: Angulo do espectro de frequéncias complexas X (s).
com topo dos pélos limitado em 1.0.
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Propriedades da
Transformada
de Laplace

£[Af(1)] = AF(s)

£[A(1) £ ()] = Fi(s) = F(s)

2. 2.10)| = sF(5) - 1(02)

2L 50 = #76) - s702) - f01)

dr A (k-1)
2/ 210 | - #F() - Zi5(08)
k—1

dtkl

where f(t) = @)

el el

2 [ [ro@r] =22+ 3 2] [ [roar]

o [0a] - 2

[(10d=mre) w1 e
0 0
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Propriedades da
Transformada
de Laplace

10 L[e®f(t)] = F(s + a)

11 Lf(t - @)1(t - @)] = e™F(s) @=0
. —

13 A1) = S F(s)

14 L[f()] = (—1)"-;—1;—F(s) (n=1,23...)
15 sz[% f(t)] - f “F(s)ds if;i_z)%% i) et
16 o] 7(2) ] = aktas)

17 .CEI: l tf1(t — 1)fao(7) d'r] = Fi(s)F(s)

18 2 080] =5 [ F0)GGs - D)o
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Teoremas da
Transformada
de Laplace

Initial value theorem f(o+) = t_'h;t(}}r ft) = 'li_glosF (s)
Final value theorem f(o0) = Lim ft) = lim sF (s)
Pulse function

£ = $10) - 210t - )

A A

Ol =15 1™

Impulse function

. A
g(t)—%l_xﬁg, for0 <t <t

= 0, fort <0,fp <t

2] - fig [ 2 0 - e

t,—0

dtio[A(l — )]

t,—0

d
E(tos)
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Pares de
Transformadas
de Laplace

f(r) F(s)
1L Unit impulse 8(¢) 1
2 Unit step 1(¢) %
; : L
gt 1
4 n - 1) (n=1,23...) o
5 tu (n = 1’ 2, 3s "') s:'j-l
G e ) -}- a
- 1
& o (s + a)?
1 n—1_—-at - 1
8 (n—l)!t e (n=1,2,3,...) s +ay
= n!
9 pg=- (n=1,2,3,...) m
10 sin wt #
(7]
11 cos wt 2 _: 2
(7]
12 sinh wt 2 = 5
-
)
13 coshwt 2 3
-
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Pares de

Transformadas
de Laplace

1) Fis)

14 %(l —e*) s(si a)

15 bia(e”‘e_'”) (s+a)1(s+b)

16 7 1 , (be™ — ac™) (s + a)s(s + b)

17 % [1 fox- - 5 (be™ — _u)] G + a;(s +b)

18 %(1 - — ate™) s(s 1 a)?

19 %(af —1+¢™) s2(s1+ a)

. i s

21 e coswt %

2 v:’:_gze"”"‘sinwn\/l—_f‘ 0<¢<1) 2 Z;‘f:,s -
. 1_ - et sin(w, V1 — £t — &)

23 ¢=m_lﬂ s2+2;:,,s+m?,

(0<{<1 0<¢<m/2)
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Pares de
Transformadas
de Laplace

f(1) F(s)
1 =t it il VT — B 4 )
w2
. é = tan™! "1;:2 s(s? + 2w,s + o)
0<¢<1, 0<¢<m/2)
o
25 1 — coswt s(sz—-l-coz)
. o’
26 ol — sinwt sz(sz m wz)
27 sinwt — wt cos wt ( 2 T:z)z
i I s
28 20 t sinwt (sz r m2)2
52 — o?
29 —
- (s + 02)2
| s
30 ppmpy (coswyt — coswyt) (w2 # ) ERFRrTER
31 % (sinwt + ot cos wt) ﬁ
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Transformada £

Suponhamos, agora, que uma funcdo x(t), cujo espectro de frequéncias complexas é X(s), seja
amostrada no tempo sob um periodo de amostragem Ty, isto €,

x(t) =x(nT,), n=0,1,2,.. (6)

Para o sinal x(t) assim amostrado, temos que a Equacgao (1), a seguir reproduzida,

X(s) =L{x(t)} = fooox(t)e‘“dt, coms=a+jo (1)

assume a forma

nTg nTg > (7)
X(s) = f X (nT,)e=SMTsd(nT,) = f (T () AT = Y x(m)(e )"
0 0 n=0

A passagem da representacao em forma de integral continua para a
representacdao em forma de somatério discreto em (7) sera detalhada

a seguir, quando veremos a interpretacdo da Transformada Z.

20



Transformada £

> (7)
X() = ) xm)(Ee™)™
n=0
Definindo, em (7),
z =e5Ts (8)

e substituindo (8) em (7), temos

> A equac3o (9) constitui a
X(2) = z x[n]z™" (9) <: Transformada Z
n=0 da sequiéncia x[n].

= Note que tanto n como z sao ambas grandezas adimensionais.

*= O fato de n ser adimensional torna-se evidente pela equacao (6), isto é, n representa apenas o indice
da amostra.

= A grandeza z é adimensional pela equacdo (8), porque sendo a dimensdo de s [tempo]™ e sendo a
dimensao do periodo de amostragem T [tempo], a fung¢ao exponencial aplicada sobre uma grandeza
adimensional (o produto de s por T), resultara em uma grandeza também adimensional.
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Transformada £

A equacdo (9) expressa a Transformada Z da sequéncia x[n].

X(2) = Z{x[n]} = z x[n]z"" (9)
n=0
No entanto, a representacdo de x[n] pela Transformada Z também pode ser expressa conforme
X(2) = Z{x[n]} = Z x[n]z"" (9a)
n=-—coo

Os limites do somatorio em (9a), —oco < n < oo, consideram a possibilidade de uma sequéncia nao
causal, ou seja, com valores se estendendo a esquerda de zero.

Nos casos representados por (9a), a Transformada Z é denominada bilateral.
A Transformada Z apresentada em (9) é também denominada Transformada Z unilateral.
A Transformada Z bilateral e a Transformada Z unilateral sdao equivalentes para o caso em que
x[n] =0, paran < 0.
Nas aplicacdes praticas, a Transformada Z unilateral prepondera, razao pela qual sera o foco deste
estudo.
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Interpretacao da Transformada £

O que representam z e X(z), ja que z é uma grandeza adimensional ?

Partindo de z = e5Ts, e definindo a frequéncia de amostragem f;, = 1/T, temos

s oatjo @ jo _ (10)
z=Re(2)+Im(z)=eSTs=efs=¢ s = efsefs = pel?
_ 7 _ o f
onde p=efs e 8—27r7.

Ou seja, z é o resultado da normalizagdao do dominio de frequéncias complexas s = a + jw em
relagao a frequéncia de amostragem f,, com subsequente mapeamento através da transformagao

S . ~
z=e%,ondeu = 3 representa o plano s normalizado em relagao a f;.

S
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Interpretacao da Transformada £

Em outras palavras, quando um sinal x(t) é amostrado a uma frequéncia de amostragem f,, dando
origem a uma seqliéncia x[n], ndo existe mais um dominio de frequéncias complexas s = a + jw
absolutas, mas sim, um dominio de frequéncias relativas u, cujo parametro de referéncia é a frequéncia
de amostragem f..

Sobre este dominio relativo u aplica-se a transformacdo z = e%, no sentido de simplificar o trabalho
computacional envolvido na Equacao (7), abaixo reproduzida,

co

X(s) = ) x(m)(e™)

n=0

eliminando assim o coOmputo adicional da exponencial que haveria caso mantivéssemos o dominio da

n=~0o
funcio X(2) = z x[n]z~™ como sendo s, e ndo z.
n=0

O computo da exponencial em (7) impde um custo computacional desnecessario visto que, conforme
veremos a seguir, todas as informacdes contidas no plano s s3o mapeadas no plano z através de z = e57s.
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Interpretacao da Transformada £

PlanoS = a + jw Plano Z = pe’®
Frequéncias analdgicas complexas jo = j2nf Im{z} Frequéncias digitais complexas
a—» variacoes exponenciais (Np/s) 4 a f
T s p=els; 0 =2m—
w—» variacoes oscilatérias (rad/s) f f.
4 o202
JEm S
\ S=X +jw
> X » Re{z}

- —j2m—=

z; = pel? = pcos@ + jpsinb

Re{z;} Im{z}

e O eixo jw mapeia no circulo de raio unitario, poisa =0—>p =1
e O que esta a esquerda do eixo jw mapeia dentro do circulo de raio unitario, poisa <0 »p < 1.
e O que esta a direita do eixo jw mapeia fora do circulo de raio unitario, poisa > 0 —»p > 1.
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Interpretacao da

Transformada Z - i) Plano Z = pel®
Jo = j2nf mz Frequéncias digitais complexas
A 3 ﬁ f
f. p=els; 0= 271]7
- 'Zﬂ'_ S
S
Ss=X+jw
N
> > Re{z}
PlanoS=a + jw 5 fs
Frequéncias analdgicas complexas T/ HE
a—» variacGes exponenciais (Np/s)

w—> variacoes oscilatdrias (rad/s)

z; = pe’? = pcos® + jpsind

Ré{zﬂ Im{z}

Pela analise de z = pef‘9 verifica-se que o mapeamento por ela definido € tal que uma trajetoria
paralela ao eixo @ no plano s (variacao somente em a) é mapeada em uma trajetoria radial no plano z

(variagdo somente em p), uma vez que p = e*//s,
26



Interpretacao da
Transformada 2

jw = j2nf
A

S=X+jw

- j2m =

» X

PlanoS=a + jw

Frequéncias analdgicas complexas
a—» variacGes exponenciais (Np/s)
w—»> variacoes oscilatdrias (rad/s)

fs
L —j2nZ
]”2

Im{z}

A

z; = pel? = pcosf +jpsind

Re{z} Im{z}
» Re{z}
Plano Z = pel?
Frequéncias digitais complexas
z f

p=els; 0 =2n—
fs

Por anadlise semelhante, uma trajetdria paralela ao eixo jw no plano s (variagdo somente em w) €
mapeada em uma trajetdria circular no plano z (variacao somente em @), uma vez que el0/fs = If,

onde 6 é a denominada frequéncia digital definida por

0

— =270l

(11)



Interpretacao da
Transformada 2

jo = j2nf fmiz} . -
% ¢ 2z, =pe’® =pcosO +jpsinb
1 '27-[ E S | S S | B
J 2 Re{z;} Im{z}
S=X+jw
> X > Re{z}

PlanoS=a + jw Plano Z = pel?
Frequéncias analdgicas complexas ]c Frequéncias digitais complexas
a— variagdes exponenciais (Np/s) 1 —jZTL'—S a f
w—»> variacdes oscilatérias (rad/s) 2 p=efls; 0 =2m—

fs

Uma vez que a exponencial complexa e’ possui magnitude unitaria e angulo de fase 6 , note de z =
pe’? que o eixo jow do dominio s = a + jw é mapeado em um circulo 1e/? com raio unitario no dominio
z = Re(z) + jIm(z).

Note também que os pontos a esquerda do eixo jw no plano s sao mapeados dentro do circulo de raio

unitario 1e/Yno plano z e que os pontos a direita do eixo Jjw no plano s sao mapeados fora do circulo

de raio unitério 1e’? no plano z.
28



Interpretacao da
Transformada 2

S=X+jw

jw = j2nf
A

» X

PlanoS =a + jw

Frequéncias analdgicas complexas
a—» variagoes exponenciais (Np/s)

w—»> variacoes oscilatérias (rad/s)

- —j21

= pcosBO + jpsinf

Re{z} Im{z}

» Re{z}

Plano Z = pel®
Frequéncias digitais complexas
£ f
p = efs ) 8 = 27‘[—
fs

Observe também que, se um observador se movimenta linearmente ao longo do eixo jw no plano s =
@ + jw, partindo de w = 0 e indo até w = o0, 0 movimento correspondente no plano z = Re(z) +

jIm(z) sera um movimento circular de multiplas voltas no sentido anti-horario ao longo do circulo de

raio unitario 1e/?, partindode & = 0 e indo até 6 = .



Interpretacao da
Transformada 2

» X

jw = j2rf
F'y
1o ts
Jem 5
S=X+jw
PlanoS =a + jw
Frequéncias analdgicas complexas . fs
o o 4+ —j2n—
a—» variacdes exponenciais (Np/s) 2

w—» variacdes oscilatérias (rad/s)

= pcosBO + jpsinf

Re{z} Im{z}

» Re{z}

Plano Z = pel®
Frequéncias digitais complexas
z f
p = efs ; 9 = 27‘[—
fs

De mesma forma, se um observador se movimenta linearmente ao longo do eixo jw no planos = a +
jw, partindode w = 0 eindo até w = —o, 0 movimento correspondente no plano z = Re(z) + jim(z)
sera um movimento circular de multiplas voltas no sentido horario ao longo do circulo de raio unitario

1e/9, partindo de & = 0 e indo até § = —oo.



Interpretacao da
Transformada 2

jw = j2rf
4 = pcosBO + jpsinf
1o ls
J > Re{z;} Im{z}
S=X+jw
> X » Re{z}

B _ Plano Z = pel?
PlanoS = a + jw ]c Frequéncias digitais complexas
Frequéncias analdgicas complexas i S a

- - 4+ —j2n— o f
a—» variacGes exponenciais (Np/s) 2 p = efs; § = 27‘[7
S

w—»> variacoes oscilatdrias (rad/s)

Ainda, note em 6 = w/f; = 2nf/f;, que a maxima frequéncia f permitida no espectro do sinal
analdgico x(t) é fi,ax = fs/2 para que nao ocorra aliasing no processo de amostragem efetuado pelo
conversor A/D (Critério de Nyquist), processo que digitaliza x(t) convertendo x(t) na sequéncia x[n].
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Interpretacao da
Transformada 2

jo = j2nf Imiz} . -
4 ¢ 2z, =pe’® =pcosO +jpsinb
1o ls
J4m 2 Re{Zl} Im{Zl}
S=X+jw
> X > Re{z}
PlanoS = a + jw Plano Z = pe’®
Frequéncias analdgicas complexas Frequéncias digitais complexas
a—» variacGes exponenciais (Np/s) . 'ZTTE a f
w—> variacoes oscilatdrias (rad/s) T~/ 2 p = els; 0 = 27‘[7
S

Portanto, para evitar aliasing, o observador que se movimenta linearmente ao longo do eixo jw no
planos = a + jw, partindo de w = 0 na dire¢ao de w = oo, podera se mover no maximo até wygx =

2T frax = +2n§ . Nesta situagdo, o movimento correspondente no plano z = Re(z) + jIm(z) sera

um movimento circular de meia volta no sentido anti-horario ao longo do circulo de raio unitario 1e’?,

fmax fS/2
= 2T = +1m.
fs fs
32
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Interpretacao da
Transformada 2

jo = j2nf
F'y
1o ts
Jem
S=&X+jw

PlanoS =a + jw
Frequéncias analdgicas complexas 1 —jZTT E
a—» variacGes exponenciais (Np/s) 2

w—> variacoes oscilatdrias (rad/s)

» X

= pcosBO + jpsinf

Re{z} Im{z}

» Re{z}

Plano Z = pel?

Frequéncias digitais complexas
a f

p=efls; 0 =2m—

fs

De mesma forma, para evitar aliasing, o observador que se movimenta linearmente ao longo do eixo
jw no plano s = a + jw, partindo de w = 0 na direcdo de w = —oo, podera se mover no maximo ate

Winax = —2T fmax = —27‘[% . Nesta situacdo, o movimento correspondente no plano z = Re(z) +

jIm(z) serd um movimento circular de meia volta no sentido horario ao longo do circulo de raio unitario

1e/9, partindo de & = 0 e indo até 6

max

= —2r

= —21

fs/2 _
fs




Interpretacao da
Transformada 2

jo = jorf Imiz} 0 .
% ¢ 2z, =pe’® =pcosO +jpsinb
1 ionks
J 2 Re{z,} Im{z}
S=X+jw
> X > Re{z}

PlanoS=a + jw Plano Z = pe/?
Frequéncias analdgicas complexas f Frequéncias digitais complexas
a— variagdes exponenciais (Np/s) + —jZH—S _ %_ 0 =2 f
w— variagoes oscilatdrias (rad/s) 2 p=¢es;0= nZ

Neste contexto, na hipdtese de o espectro do sinal analdgico x(t) conter qualquer frequéncia f > f./2,
esta serd mapeada em um ponto sobre circulo de raio unitario 1e/? para o qual ja exista mapeada
alguma outra frequéncia f < f,/2 , caracterizando, assim, a superposicdo espectral resultante do

aliasing.
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Interpretacao da Transformada £

Sob este ponto de vista, X(z) definida por

X(z2) = z x[n]z ™
n=0

representa espectro, a diferenca sendo que o dominio frequéncia encontra-se “distorcido” pela
passagem de s para z através da transformacdo z = e".

Poderiamos perguntar porque entdo ndo usar a Transformada de Laplace (X(s) = L(x(t))) para um
sinal amostrado x(nT,) em vez da Transformada Z (X(Z) = Z(x[n])), ja que ambas resultam em uma
representacao espectral?

A resposta a esta pergunta reside na inviabilidade da integral que define a Transformada de Laplace em
representar uma grandeza discreta no tempo através de um diferencial infinitesimal no tempo,

conforme veremos a seguir.
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Interpretacao da Transformada £

Seja um sistema LIT descrito por sua resposta em frequéncia (=funcdo de transferéncia) H(s), conforme
segue

x(t) —— H()  —— y() H(s) =§E3 s= & tjw
X(s) = Lix(1)} = joox(t)e"“dt Y(s) =Ly()} = J y(t)e™'dt
0 0

Mas x(t) =x(nTy); n=01,... e T, =—

co . Nao existe diferencial dt de uma grandeza x
X(s) = j x(nTs)e™"sdt < discreta no tempo cujos valores sao definidos
0 apenas nos instantes nT !!!
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Interpretacao da Transformada £

Adaptando a Transformada de Laplace a sinais no tempo discreto — substituindo a integral continua
no tempo por um somatorio discreto no tempo:

X(s) =j x(nTy)e S™sdt
0

X(s) = nz:;)x(nT) e ST = nz:;x(n) e SN = nz:(:)x(n) ( ) —
Z ——|z=¢efs =e fs
X(z) = i x(n)z ™" =Z{x(n)}
n=0

Conclus3o A Transformada Z pode ser interpretada como a Transformada
= de Laplace adaptada a sinais e sistemas do tempo discreto.
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Transformada Z de uma sequéncia x[n] atrasada no dominio tempo discreto

Esta propriedade é particularmente util quando o sistema pondera réplicas atrasadas de uma sequéncia
x(n), objetivando conformar o espectro X (z) de acordo com um template desejado — filtro digital FIR (Finite
Impulse Response), que serd objeto de estudo em nossa disciplina.

Consideremos a sequéncia x[n], atrasada de n,; amostras, tal que xy4[n] = x[n —ngy]. Aplicando a
Transformada Z a x4[n] temos

o
Xo(@) = ) x(n-ng)z™
n=0
O atraso de ng; amostras em x4 [n] pode ser também representado como um adiantamento de z™" em

relagdo a x[n], ou seja

X (2) = z x(n) z~(+d) = lz x(n) Z‘"‘ z7% =X(2)z™¢
n=0 \ﬁ=0 )
v

X(2)
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Transformada Z Inversa

Assim como na Transformada de Laplace X(s) = L(x(t)) utilizamos o conceito de que x(t) pode ser
reconstruido a partir das componentes espectrais definidas por X(s), conforme,

A +J0
x(t) = L7H{X(s)} = % J X(s)estds
Am—Jjo

da mesma forma x[n] pode ser reconstruido pelas componentes espectrais definidas por X(z), através
da relacao

x[n] = %X(z)z"‘ldz (12)
c

A Equacdo (12) é a chamada Transformada Z Inversa de X(z), ou seja, dado o espectro X(z), a equacdo
(12) define como reconstruir x[n] no dominio tempo discreto.
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j.o

Note que a integracao é realizada sobre um contorno A

fechado C no dominio z = Re(z) + jIm(z). e

Este contorno fechado no dominio z nada mais é do que -

o caminho de integra¢ao definido pelaretas = a,, em

1 Am +jo = — >
x(t) = — X(s)eStds
O=57 | *©
Am—Jjoo

O =

e mostrado na Figura 1, caminho que iniciaem s = «a,,, —
joo eterminaems = a, + joo, mas mapeado de s para Figura 1: “Root Locus” de X(s) e contorno de
Z através da transformacdo z = e% . integracdo para cOmputo de (3).

40



Assim como aretas = a,, deve estar adireita do pdélo de X(s) mais a direitanoplanos = a + jw
conforme ja discutido na andlise da Equacao da Transformada Inversa de Laplace (3), o contorno de
integracao fechado C da Transformada Z Inversa (12) deve estar localizado externamente ao pélo
de X(z) mais afastado da origem do plano Z, localizacdo que obedece ao mapeamento dado por
z = pel? (10).

w
Esta regidao, na qual C obrigatoriamente ]‘F Cy +]o0
deve estar contido, denomina-se ROC - I
Region Of Convergence, mas nao implica, B '
absolutamente, que X(z) inexista fora
dela. EN " Relz]
Assim como X(s) continua existindo g
mesmo a direita da reta s = a,,, X(2) ///
existe e é definida mesmo fora da ROC. y —jo0

Cabe lembrar que estamos tratando de sequéncias x[n] causais. Para sequéncias causais:
A ROC é externa ao polo mais afastado da origem do plano Z, ou seja, |z| > p, .

O sistema sera estavel se a ROC contiver o circulo unitario, ou seja, os pdlos de H(z) estdo dentro do
circulo unitario.
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A Transformada Z, no entanto, permite a determinacdo do espectro X(z) de sequéncias x[n]
nao-causais.

Esta situacao equivaleria, na Transformada de Laplace, ainverter o sentido do caminho de integracao
ao longo dareta s = a,, na equagdo para determinag¢do da Transformada de Laplace Inversa (3),
isto €, o caminho de integragao agora iniciaria ems = «a,, + joo e terminariaems = a,, — j©, 0
que, como consequéncia, admite a existéncia do sinal x(t) somente parat < 0.

Nesta situa¢do hipotética, a reta s = «,, deveria estar a esquerda dos podlos de X(s) e,
consequentemente, C deveria estar localizado internamente aos pélos de X (2).

A ROC seria, entdo, interna aos pdlos, ou seja, |z]| < p, .
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Consideremos, a titulo de exemplo, o par de transformadas de Laplace, dado pelas equacdes (4) e (5), a
seguir reproduzidas,

x(t) = 1.05e >t cos(6t — 18.4°) u(t)  (4)

s+7
s2+10s+61 (5)

X(s) =

Suponhamos que x(t) seja agora amostrado sob um periodo de amostragem T, = 0.1 segundos, de
modo que € necessaria a representacao através da Transformada <.

Nesta situacdo, a partir da tabela de pares de Transformadas Z'?,a funcdo no tempo discreto x[n] e o
respectivo Espectro de Frequéncias Complexas X (z) relacionados através das equacées (12) e (9), sdo:

x[n] = 1.054e~°5" cos(0.6n — 18.4°) u[n]  (13) X(2) = Z(x[n]) = i(z _2.5())8366)8 (14)
z2—z+0.

[x[n] = i‘X(Z)ZTL_le (12)J X(z2) = Tiox[n]z—n (9)
n=0

(2) Ver tabela de pares de Transformadas Z, slide 45.
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A Figura 4 mostra a localizacao dos pdlos e zeros de
X(z) no plano z, e um possivel caminho de integracdo
C ao longo do contorno definido pelo circulo
denominado “limite interno da ROC” para cOmputo da
Transformada Z Inversa (12).

IH

Foi dito “possivel” porque qualquer circulo
externo a este seria valido como contorno C para
computo de (12).

Note que ao mapearmos no plano z os 2 polos em
s de X(s) (Equacdo (5) e Figura 1) através de (10) com
f =1/T, =10 Hz, as posicbes mapeadas em z
coincidem com as posicoes dos 2 polos de X(z) dada
por (14).

44

A izl
Circulo de Raio Unitério

.

Figura 4: Root Locus de X(z) sendo a ROC representada
pela regidao sombreada.

z(z — 0.386)
z2 —z+0.368

X(2) =



As Figuras 5 e 6 apresentam o grafico tridimensional da Figura 4, respectivamente as superficies
de mddulo e dangulo do espectro X (z).

ang{X(z)}

Figura 5: Mdodulo do espectro X (z) com topo dos pdlos Figura 6: Angulo do espectro X (2).
limitado em 4.0.
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Propriedades da
Transformada 2

Reference Sequence Transform ROC
x[n] X(2) R
x1[n] X1(2) Ry,
x2[n] X2(2) Ry,
1 axy[n] + bxz[n] aXi1(2) + bX2(2) Contains Ry, N Ry,
2 x[n — np] 7" X (2) R, except for the possible
addition or deletion of
the origin or oo
3 zpx[n] X(z/z9) |zo| R
4 nx[n] —zd)‘jiz) R, except for the possible
addition or deletion of
the origin or oo
5 x*[n] X*(z%) R,
Re{x[n]} -;—[X(z) + X*(z")] Contains R,
Jmix[n]} i-l-]—[X(z) — X*(z*)] Contains R,
6 x*[—n] X*(1/z%) 1/ Ry
7 x1[n] * x2[n] X1(2) X2(2) Contains R;, N R;,
8 Initial-value theorem:

x[n] =0, n<0

=00

lim X(z) = x[0]



Pares de Sequence Transform ROC

Transformadas £ 1. 5[n) 1 All 2
1
2. u[n] = lz] > 1
3. —u[-n-1j ! 1zl <1
' 1-z71
4. 8[n—m]| " All z except 0 (if m > 0)
1 or oo (if m < 0)
H
5. a"uln] g 1zl > la]
1
6. —a"u[-n—1] T |z| < |a|
-1
az
7. na"u[n) A _az 17 |z > |a|
-1
az
8. —na"u[—n — 1] T ar iy 12| < |a|
1 — [coswp]z~!
. 1
9. [cos won]u[n] [ [Zeosagle 1 -2 |z} >
. [sin wp)z !
10. 1
[sin won]u(n] T~ Poosagle— + 22 |z| >
1 —[rcoswplz!
11. ["
[r" cos wonlu{] 1 —[2rcoswplz™! +r2z2 2> 1
. [r sinwg]z™!
12. [
[r" sin wonjuln] 1—[2rcoswplz=t +r2z—2 2] > 1
n B _ NN
13.{8’05”5.N Lool-az 12l > 0
, otherwise 1—agz1
14. Aa™cos(@n+ ¢p)u(n) Az[zcos ¢ — acos(¢ — 6)] |z| > |al

22— (2acos @)z + a?



Determinando a Transformada Z — Exemplo 1
Determine a Transformada Z da sequéncia x[n] = AS[n].

Solucdo: A partir da defini¢cdo, temos que a Transformada Z da sequéncia x[n] é obtida por

X(2) = Z{x[n]} = z x[n]z~" = Z AS[n]z™ = Az® = A
n=0

n=0

Ad[n] A
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Determinando a Transformada Z — Exemplo 2
Determine a Transformada Z da sequéncia x[n] = Au[n].

Solucdo: A partir da definicdo, temos que a Transformada Z da sequéncia x[n] é obtida por

(0]

X(2) = Z{x[n]} = z x[n]z—™ = i Aun]z™" = i Az = A i(z‘l)” _ %
n=0 n=0

Nn=—oo Nn=—oo =

onde usamos a forma fechada de uma série geométrica infinita, que requer |z71| < 1, ou |z| > 1.
Este conjunto de valores de z para os quais a série converge define a Regiao de Convergéncia, e se
torna bastante intuitivo se considerarmos a série na forma aberta, ou seja,

1 1
X(z)=Al+z 1 +z72+--+2z"+-] =A[1+E+z_2+m]
a qual converge unicamente para |z| > 1.

Z A

Auin] T-z1
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Determinando a Transformada Z — Exemplo 3
Determine a Transformada Z da sequéncia x[n] = Aa™u[n].

Solucdo: A partir da definicdo, temos que a Transformada Z da sequéncia x[n] é obtida por

(0/0) (0.0) A
X(2) = Z2{x[n]} = 2 Aatz " =A E(az"l)” =T, /Par laz™'| < 1, ou |z| > |al.
n=0 n=0

Esta forma fechada da série geométrica infinita tem uma Regido de Convergéncia de |az™1| < 1, ou
1z| > |al.

Aa™u[n]

1—az 1
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Determinando a Transformada Z — Exemplo 4
Determine a Transformada 2 da sequéncia x[n] = Aa"™e/®",n > 0; x[n] = 0,n < 0.

Solucdo: A partir da definicdo, temos que a Transformada Z da sequéncia x[n] é obtida por

1 —qelfz1

X(2) = Zixinl} = Y Aarelz =4 (aehz )" =
n=0 n=0

para [ae’?z71| < 1, ou |z| > |ae’?|, ou |z| > |a|, dado que |e/?| =1

z A
1 —aelfz1

Aameln
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Determinando a Transformada Z — Exemplo 5
Determine a Transformada Z da sequéncia x[n] = Aa™ cosfn,n = 0; x[n] = 0,n < 0.

Solucdo: A partir da definicdo, temos que a Transformada Z da sequéncia x[n] é obtida por

®© ®© On —jon
X(z) = Z{x|n]} = 2 Aa™cos(Bn)z " =A Z am [ej -I—Ze i ]z‘”
=0 n=0

gue pode ser escrita em dois termos, conforme

Ave Av
X(z)=52 a"efenz‘"+§z ne=jon,- Z(aem 1) +— Z(ae Ay

1 1
211 —qelfz 1 1 —qgeJ0z1

] para [aet/97z71| < 1.

52



O lado direito da equacao acima obtida pode ser combinado em um denominador comum, conforme

X() A 2—az (el +e779) B A(1 —az 1cosh)
273 (1—aelfz7)(1—ae 7927 1)| 1—az 1(e/? +eJ0) 4 a2z-2

E, colocando na forma quadratica de segunda ordem, encontramos

A(1l —az tcosH) _ Az(z—acos8)
1— (acosB)z 1+ a?z72 22— (2acos0)z + a?

X(z) =
AROC¢ |aet/9z71 < 1, 0u|z| > |al.

Z Az(z — acosB)

Aa™ cos On
z%2 — (2acos )z + a?
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Meétodos para determinar a Transformada Z Inversa

e A Transformada Z é muito utilizada na analise de sistemas discretos no tempo LIT, muitas vezes
sendo necessario determinar Transformadas Z de sequéncias e, com alguma manipulacao algébrica,
encontrar as Transformadas Z Inversas.

e Ha algumas possiveis formas de encontrar a Transformada Z Inversa como, por exemplo, através
do teorema da integral de Cauchy.

e No entanto, para algumas sequéncias tipicas encontradas na analise de sistemas LIT, ha
procedimentos mais informais disponiveis, dentre eles: o0 método de inspecao, a expansao em
fracOes parciais e a expansao em séries de poténcia.
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Determinacao da Transformada Z Inversa pelo Método de Inspecao

O meétodo de inspecao consiste simplesmente em familiarizar-se com certos pares de

Transformadas Z, reconhecendo-os “por inspecdo”, a partir dos pares de Transformadas Z mais
frequentemente utilizados (encontrados na Tabela de Pares de Transformadas Z).

Por exemplo, se queremos determinar a Transformada Z inversa de

1 1

Consultamos a Tabela de Pares de Transformadas Z, onde encontramos o par

a"u[n] PN I
1—az7V

2| > la].

n
Por inspecdo, reconheceremos que a sequéncia x|[n] = a™u|n] = (—) uln], com|z| > E‘
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Determinacao da Transformada Z Inversa pelo
Meétodo da Expansao por Fracao Parcial

Ha casos em que X(z) ndao pode ser explicitamente encontrada na Tabela de pares de

Transformadas £ , mas pode ser obtida uma expressdo alternativa para X(z), como a soma de
termos mais simples, os quais podem estar tabulados.

Nestes casos, sendo possivel encontrar a expansdo em fragdes parciais de X(z), as sequéncias
individuais podem ser obtidas facilmente em Tabelas de pares de Transformadas £.

Com o intuito de obter uma expansao em fragcOes parciais, vamos M
assumir que X(z) é expressa como uma razdo de polindmios em E bkg_k
z~1 (como frequentemente ocorre em sistemas LIT), conforme X(2) k=0
Z —

apresentado ao lado. — N
k=0
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Determinacao da Transformada Z Inversa pelo
Meétodo da Expansao por Fracao Parcial

M
ZN Z kaM—k
k=0

Uma express3o equivalente é X(z) =
N
M Z arzN K
k=0

A equacao acima deixa explicito que, para tais funcoes, havera M zeros e N polos em locais diferentes
de zero no plano Z.

SeM >N havera M — N polosemz=0o0u,se N> M havera N—M zerosem z = 0.

M

—k

Dito de outra forma, Transformadas Z da forma da equacao ao bz

lado sempre terao o mesmo numero de polos e zeros no plano X (z) = ";0

Z finito, e ndo terao polos ou zeros em z = . Z a7k
k=0
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Determinacao da Transformada Z Inversa pelo
Meétodo da Expansao por Fracao Parcial

Para encontrar a expansdo em fragdes parciais € mais conveniente expressar X(z) conforme

==

:(1 —cxz!)
bo k=1 onde 0s ¢, sdo os zeros ndo zero de X(z),

X(z) = a

‘(1—dz!) € 0sdy sdo os polos ndo zero de X(2).

il

1

Se M < N e ospblossdo todos de primeira ordem, entdo X(z) pode ser expressa como

N

X(z):z A

a1
iR

Multiplicando ambos os lados da equacdo por (1 — dz~ 1) e avaliando para z = d,,, os coeficientes
Aj, podem ser encontrados por

Ar=(1-dzHYX(2)|,_,-
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1 1

Consideremos a sequéncia x[n] cuja Transformada £ é X (z) = : 1z| > <.
(RFEDI(ETER) :
A A
Podemos expressar X(z) conforme X(2) = 11 — T 12 -
(1-321)  (1-327)
— (1 _1,-1 _ _ b —1 —
Onde A= (1-3z27') X(2)| _, ,=-1 A= (1-37") X, ,=2.

1,2
(1-32")  (1-327")

A partir da tabela de pares de Transformadas £ encontramos o par

Portanto, X(2) =

Z

a"uln]

a1 &> lal

Considerando a propriedade da linearidade da Transformadas £, podemos encontrar x[n], conforme

1" 1"
x[n] =2 (5) uln] — (Z) ulnj .
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Para ilustrar a expansao em fragdes parciais quando M = N, consideremos a sequéncia x[n] cuja
Transformada Z é
14271+ 272 (1+ z71)?
- -2 | — —1y’
1-35z"+%z72 (1-3z7')(1—-z7)

X(z) = 1z > 1.

O primeiro passo é dividir o polindbmio do numerador pelo polindmio do denominador, conforme

2
172 37 41 {24227 41
772-3z1+42

5z71 -1

Dado que os termos do resto da divisdo s3o de grau 1 (z1), ndo é necessario continuar a diviso e
X (z) pode ser expressa por

—1+5z71
(1 — —z‘l) (1-z"1)

X(2)=2+
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A partir daqui, procedemos como no caso anterior, determinando os coeficientes A; e A, através de

A = (1 — dkz-l)X(ZNz:dk'

Assim,
—1 45771 1
(i) e, -
(L= (1 -2 12
- =1 57" -
A2= (1_-_])1— m =8
! 2Z g/"k)’ Jz:l
De onde,
9 8
X(2) +
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A partir da tabela de pares de Transformadas £ encontramos os pares

sl .2 1
1\ z 1
(2) uln] =, T
uln] Z 1
1 -z

Considerando a propriedade da linearidade da Transformadas £, podemos encontrar x[n], conforme

x[n] = 28[n] — 9 (%)" uln] + 8uln].
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Determinacao da Transformada Z Inversa pelo
Meétodo da Expansao em Séries de Poténcia

Se a Transformada £ for dada na forma de uma série de poténcias (série de Laurent ) conforme

o0

X(z)= Z x[n]z™"

N=—00
= ...+ x[—Z]ZZ + x[—1]z 4+ x[0] +
+x[lz7 +x[2]z72 + - -

onde os valores x[n] da sequéncia sdo os coeficientes de z™", podemos determinar qualquer valor
particular da sequéncia encontrando o coeficiente da poténcia apropriada de z™™.

Consideremos X (z) conforme
X(2)=z"(1-3z27")A+zH1 -z
Multiplicando os fatores na expressdo de X(z), encontramos

X(@2)=z"-3z—-1+1z71.
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Por inspecado, observamos que

(1, n= -2,
—%, n=-—1,
x[n]=<¢ -1, n=0,
%, n= l,
L0, otherwise.

A partir da tabela de pares de Transformadas £ encontramos o par

Sfn—m] .2 , zm

E, portanto,

x[n] = 8[n+2] — 38[n + 1] — 8[n] + 18[n - 1].

64



Apéndice | — Reconstrucdo de x(t) a partir de suas componentes espectrais no planos = a + jw

Seja uma fungdo no tempo x(t) com instante inicial em t =0, e seja X(s) seu espectro de
frequéncias complexas, onde s = a + jw.

Seja x(t) construida a partir de seu espectro X (s) através da expressao

1 N (15)
x(t) = 27 j X(s)estds

s=a+jw
Interpretando a integral (15), esta “varre” todo plano complexo s = a + jw “procurando” as infinitas e
infinitesimalmente distantes entre si componentes espectrais X(s) no intuito de restituir a cada uma
delas a variacdo temporal, ponderando-as com a exponencial no tempo e5t, de mesma frequéncia

complexa s = a + jw que a componente espectral sendo ponderada.

Ocorre que o custo computacional de (15) é altissimo, visto que implica na varredura ponto a ponto
de todo o plano complexo s = a + jw. No sentido de reduzir este custo computacional vamos definir
uma estratégia de “varredura” do plano s = a + jw que evite esta situagcao, mas que seja equivalente.
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Uma maneira de “varrer” o plano s seria
particiona-lo em infinitos contornos
retangulares de dimensoes infinitesimais, como
mostra a Figura A.1.

Note que as fronteiras de cada quatro
contornos adjacentes se anulam devido aos
sentidos contrarios de integracao nas
fronteiras, resultando em um contorno
equivalente que envolve os quatro originais.
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Figura A.1l: Plano s =a + jw subdividido em infinitos
contornos retangulares de dimensdes infinitesimais. Cada
quatro contornos adjacentes equivalem a um contorno
envolvendo os quatro originais.
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Se cada quatro contornos adjacentes resultam
em um unico contorno de dimensoes
equivalentes a soma dos quatro originais,
podemos aplicar este procedimento em todo
plano s = a + jw e executar a “varredura” a h
procura de componentes  espectrais >
simplesmente executando a integral definida
por (15) ao longo de um caminho retangular
de lados tendendo ao infinito, conforme
mostra a Figura A.2.

»

Lo »

Figura A.2: Varredura do todo plano s realizada pela integracao
ao longo de um contorno retangular de lados L tendendo ao
infinito.
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Mas se os lados do contorno retangular tendem ]
ao infinito, um observador “sentado” no plano e |
S =a+ jw localizado em qualquer posi¢ao K SN

finita ndao podera distinguir as fronteiras do / ‘e \\
contorno da Figura A.2. 4 ¥ |

Sendo assim, a forma do contorno nao importa, \ } >
desde que suas fronteiras estejam no infinito. \
Portanto o contorno de integracao da integral
definida pela Equacdo (15) pode ser o mostrado “ /

: h e
na Figura A.3. N

Figura A.3: Varredura do todo plano s = a + jw realizada pela
integracao ao longo de um contorno circular de raio tendendo
ao infinito.
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Mas sabemos do Teorema de Cauchy que a
integral de uma fungcao complexa ao longo de
um caminho fechado definido sobre o plano
complexo de dominio da funcao é nula se o
caminho fechado nao engloba pelo menos um
polo ou singularidade da fungao complexa.

Sendo assim, vamos dividir o contorno da
Figura A.3 em dois contornos Cl1 e C2,
separados pela fronteira em s = «,,, de tal
forma que todos os polos de X(s) estejam a
esquerda da fronteiras = a,,, conforme
mostra a Figura A.4.
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Figura A.4: Varredura do todo plano s realizada pela integracao
ao longo dos contornos C1 e C2. Todos os pdlos de X(s) estdo
a esquerda da fronteira s = a,,.
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Mas, pelo Teorema de Cauchy, a integral A .

definida por (15) ao longo do contorno C2 é Sm +3%

nula. X X

Se fizermos, apods esta consideracao, o raio do X 4

contorno C1 tender efetivamente ao infinito

teremos o contorno definido na Figura A.5. X A >
oL

Note que este € o caminho de integracao X Aum

definido na equacao (3), e por mais estranho X

que possa parecer, estaremos realizar.1do a X x4

varredura sobre todo plano s=a+jw se

apenas fizermos a integral (15) sobre este Gy - j 0

caminho retilineo, que iniciaems = a,,, — joe

terminaem s = a,, + joo Figura A.5: Varredura do todo plano s = a + jw “a procura” de
= .

componentes espectrais realizada pela integracao ao longo do
caminho definido pela reta s = a,,. A reta s = «a,, esta a
direita de todos os pdlos de X (s).
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Apéndice Il — Pélos e Zeros no dominio S

Todo sistema LIT analégico, com uma entrada x(t) e uma saida y(t), € descrito no dominio

frequéncia complexa s = a + jw por uma fungdao de transferéncia (resposta em frequéncia)
H(s), conforme

H(s) = P(s)/Q(s),

onde P(s) e Q(s) sdo polindbmios da variavel independente s = a + jw , sendo

H(s) = Ly(©)}/Lix()} = Y(s)/X(s) .
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|:> Zeros sdo frequéncias s = a + jw no espectro de frequéncias complexas X(s) = L{x(t)} do
sinal de entrada x(t) em que P(s) =0, zerando a razdo H(s) = P(s)/Q(s), e zerando,
portanto, a amplitude do espectro Y (s) = L{y(t)} = H(s)X(s) da saida y(t) nas frequéncias
S = a + jw correspondentes as frequéncias dos zeros.

Zeros sdo, portanto, frequéncias complexas s = a + jw em que o sistema apresenta atenuagao
infinita.

|:> Pdlos sdo frequéncias s = a + jw no espectro de frequéncias complexas X(s) = L{x(t)} do
sinal de entrada x(t) em que Q(s) =0, tornando infinita a razdo H(s) = P(s)/Q(s), e
tornando infinita, portanto, a amplitude do espectro Y(s) = L{y(t)} = H(s)X(s) da saida y(t)
nas frequéncias s = a + jw correspondentes as frequéncias dos polos.

Pdlos sao, portanto, frequéncias complexas s = a + jw em que o sistema apresenta ganho
infinito.
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Quando se aplica um impulso §(t) na entrada x(t), dado que o espectro de um impulso 6(t) é
unitario, constante e formado por todas as frequéncias complexas s = a + jw , isto €,

X(s) =Li6(t)) =1,

o sistema terd como resposta o espectro da saida

Y(s) = Liy(t)} = X(s)H(s) = H(s),

gue tera componentes espectrais de magnitude significativa somente nas frequéncias dos pdlos.
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Apéndice lll — Pélos e Zeros no dominio £

Todo sistema LIT digital, com uma entrada x[n] e uma saida y[n], é descrito no dominio
frequéncia complexa z = Re{z} + jIm{z} = pe’? , por uma funcdo de transferéncia (resposta
em frequéncia)

H(z) = P(2)/Q(2),

onde P(z) e Q(z) s3o polindmios da variavel independente z = pe’? , sendo

H(z) = Z{y[nD}/Z{x[n]} = Y(2)/X(2) .
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I:> Zeros s3o frequéncias z = pe’® no espectro de frequéncias complexas X(z) = Z{x[n]} da
sequencia de entrada x[n] em que P(z) = 0, zerando a razdo H(z) = P(z)/Q(z), e zerando,
portanto, a amplitude do espectro Y (z) = Z{y[n])} = H(z)X(z) da saida y[n] nas frequéncias
zZ = pej9 correspondentes as frequéncias dos zeros.

Zeros sao, portanto, frequéncias complexas z = pef‘9 em que o sistema apresenta atenuacao
infinita.

I::} Pélos sdo frequéncias z = pel? no espectro de frequéncias complexas X(z) = Z{x[n]} da
sequencia de entrada x[n] em que Q(z) = 0, tornando infinita a razdo H(z) = P(z2)/Q(2), e
tornando infinita, portanto, a amplitude do espectro Y (z) = Z{y[n])} = H(z)X(z) da saida y[n]
nas frequéncias z = ,oej‘9 correspondentes as frequéncias dos polos.

Polos sao, portanto, frequéncias complexas z = pefe em que o sistema apresenta ganho infinito.

75



Quando se aplica um impulso §[n] na entrada x[n], dado que o espectro de um impulso §[n] é
unitario, constante e formado por todas as frequéncias complexas z = pefg , isto é,

X(z) = Z{6[n]} =1,
o sistema terd como resposta o espectro da saida

Y(z) = Z{y[n])} = X(2)H(2) = H(2),

gue tera componentes espectrais de magnitude significativa somente nas frequéncias dos pdlos.
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