Processamento Digital de Sinais

Outline:
As ferramentas para analise de Fourier que estudaremos neste modulo sao:
— Séries de Fourier - DFS

— Transformada Discreta de Fourier - DFT

— Transformada Rapida de Fourier - FFT



Transformada Discreta de Fourier - DFT

Uma forma de definir a DFT é partir da Transformada de Fourier de Tempo Discreto — DTFT, que
estudamos anteriormente.

+ oo

Na DTFT, X(ej‘“) = Z x(n)e-Jen
n=—0oo

— o0 dominio tempo "n" é discreto, no entanto, a soma sobre "n" é infinita, pois a DTFT é
adotada quando a sequéncia x(n) é definida para todo n.

— avariavel independente, o dominio frequéncia "®", é continua, pois se o sinal existe em todo
o tempo, a separacao das componentes espectrais no dominio frequéncia é infinitesimal e,
portanto, o espectro da DTFT é continuo.

A DTFT é til para analise tedrica de sinais e sistemas. No entanto, dado que a soma sobre "n" é

infinita, a computacao da DTFT representa uma dificuldade de implementacdao numeérica,

especialmente em sistemas de tempo real.



Transformada Discreta de Fourier - DFT

Em muitos casos, apenas sinais de duracao finita sao de interesse. Por exemplo, quando o sinal
em si é de duracao finita, ou apenas um segmento do sinal é de interesse.

Quando a sequéncia x(n) nado é definida para todo n mas, sim, para um numero limitado de
amostras n, pode ser utilizada uma outra representacao de Fourier, a Transformada Discreta de
Fourier — DFT.

A DFT é computavel e importante para implementacao de sistemas de DSP, pois na DFT:

— o dominio tempo "n" é discreto, e o somatdrio sobre "n" é finito.

— 0 dominio frequéncia "k" é discreto, e a DFT em si € uma sequéncia, em vez de uma funcdo de
variavel continua.



Transformada Discreta de Fourier - DFT

No entanto, apesar de computavel, transformar sinais do dominio tempo para o dominio
frequéncia através da DFT é computacionalmente custoso.

No inicio dos anos 1960, Cooley e Tukey desenvolveram um eficiente algoritmo para o calculo de
DFTs, denominado Transformada Rapida de Fourier — FFT.

A Fast Fourier Transform permitiu determinar o espectro de sinais em tempo real, constituindo
um marco historico no DSP.

Desde entao, uma grande variedade de algoritmos para FFT foram propostos, alguns deles
promovendo melhoras no algoritmo original, outros lidando com situacdes para as quais a FFT
nao foi projetada.

Presentemente, todos os processadores de DSP s3o capazes de calcular a FFT em software e,
para aplicacdes mais demandantes, sao utilizados dispositivos VLSI especificos.



Transformada Discreta de Fourier - DFT

Para definir a Transformada Discreta de Fourier, lembremos, inicialmente, que a Transformada de
Fourier de Tempo Discreto é expressa por
4o

X(e/®) = z x(m)e /o (1)

n=—oo

A equacgdo (1) ndo pode ser utilizada computacionalmente (numericamente) para analisar x(n). No
entanto, é possivel aproximar o espectro de x(n) a partir de amostras de X(ef‘”).

A ideia de amostrar X(ej“’) em pontos de frequéncia igualmente espacados &, de fato, a base da
Transformada Discreta de Fourier — DFT .

Note que a referida amostragem ocorre no dominio frequéncia (X(ej“)) é uma funcao da
frequéncia).

Sob esta interpretacao, a DFT corresponde a amostras no dominio frequéncia da Transformada de
Fourier de Tempo Discreto.



Transformada Discreta de Fourier - DFT

Para obter a DFT a partir da DTFT, a DTFT € amostrada em pontos de frequéncia igualmente espacados.

Dado que X(ef“)) é uma funcao peridodica em w, com um periodo de 2m, se tomarmos N amostras em

, ; A . 4 2
cada periodo de X(ef‘”), 0 espacamento entre os pontos de frequéncia sera de Wn

: A : . . 2
Assim, a frequéncia do conjunto de senoides que estamos buscando sera da forma Fnk, sendo k =
01,..,N—1.

Desta forma, a Transformada Discreta de Fourier para uma sequéncia x(n) finita, com N amostras, tais
que x(n) n3o é definida fora do intervalo 0 < n < N — 1, é expressa por

N-1

X(k) = z x(n) e—J(@2m/N)nk (2)

n=0

De fato, a equacdo (2) é similar a equacdo (1) que descreve a DTFT, se w = (2w/N)k. Ou seja,

X(e)

N-1 N-1

Z x(n)e—j(ZNk/N)n — Z x(n)e—j(Zn/N)nk ZX(k)

w=(2m/N)k
( /) n=0 n=0



Transformada Discreta de Fourier - DFT

Dado que X(ej‘“) é uma funcao continua de w,
em consequéncia, os valores da DFT X(k),
expressos por

N-1

X(k) = 2 x(n)e—j(ZF/N)nk

n=0

sao as amostras de X(ej“)) para valores de w
iniciando em w = 0, igualmente espacados de
2wk /N unidades, conforme figura ao lado, em que
é assumido N = 6.

X(e/?) = X(2)

X(e??) =X(3)

Circulo unitario para
avaliagio de X(e/®)

X(e/®) =X(1)

X(e?®) = x(0)

X(e/®) = X(4)

X(e?®) = X(5)




Transformada Discreta de Fourier - DFT

Conforme vimos quando estudamos Transformada Z, o eixo jw

do plano s mapeia no circulo de raio unitario no plano z. Isto &,
a

Z = pefe, sendop =efs; 0 = Zni.

fs

Lembre que, sea = 0 — p = 1, definindo assim o circulo de raio

unitario.

Note que os valores da sequéncia de amostras discretas X (k) da
Transformada Discreta de Fourier podem ser interpretados como
pontos no circulo de raio unitario da Transformada Z, em que
X(z) é amostrada a intervalos de 2 /N.

FIm

< z-plane

Unit Vor
circle N
Y

Re

Points on the unit circle at which
X (2) is sampled to obtain the
periodic sequence X[k] (N = 8).



Calculando a Transformada Discreta de Fourier — Séries Discretas de Fourier

Para calcular numericamente a DFT, faz-se a amostragem da Transformada de Fourier de
Tempo Discreto (DTFT), no dominio frequéncia.

O desenvolvimento é feito a partir da analise de sequéncias periodicas.

Sabemos, pela Analise de Fourier, que uma sequéncia periddica no tempo pode ser
representada através de uma combinacao linear de exponenciais complexas. Esta
representacao € denominada Série Discreta de Fourier.

A Transformada Discreta de Fourier € uma extensao da Série Discreta de Fourier para
sequéncias de duracao finita.



Séries Discretas de Fourier

= Qualquer sinal periddico discreto no tempo, com periodo N, pode ser expresso como uma
combinacao linear de N funcOes exponenciais complexas, conforme

N—-1
X(h)= zckep’ﬂmm (3)
k=0

onde j=+-1 e &’ =cosf+ sinb
= Sendo conhecido o sinal x(n), os coeficientes de Fourier podem ser calculados por

N-1
¢, =— D x(n)e @
N =0

= QOs coeficientes de Fourier formam o espectro discreto de frequéncias X (k) do sinal periddico
discreto no tempo x(n) de periodo N.



Séries Discretas de Fourier

Note que os coeficientes de Fourier sao geralmente complexos, provendo uma descricao do sinal no
dominio frequéncia.

O mdédulo e a fase dos coeficientes ¢, representam a magnitude e a fase da componente espectral de
x(n) na frequéncia normalizada w; = 2wk /N.

Estes coeficientes de Fourier formam, portanto, o espectro discreto de frequéncias do sinal x(n) .

A frequéncia normalizada wj pode ser desnormalizada se conhecermos a frequéncia de amostragem
(fs), ou ws =2m/T , onde T =1/f; é o intervalo entre duas amostras consecutivas, e f; é a
frequéncia de amostragem.

Como 0 < wy, < 2m, a frequéncia normalizada wj, assume valores no intervalo 0 < w;, < w;.

A sequéncia de coeficientes c; € periddica, com periodo N. Portanto, o espectro de frequéncias de
um sinal periddico sera também periddico.



Séries Discretas de Fourier

Para ilustrar, consideremos a sequéncia de periodo N = 4, definida em um periodo por
x(n)={0, I, 1, O} n=0,12,3

Os coeficientes c;, sao determinados a partir da equagao (4), conforme

1 —j2mkn/4 : 1 - -
¢, =— ¥ x(ne™’ k=0,..,3 ,assim, ¢ =—=| x(De™? +x(2)e ™
k 5 e
4 n=0 4
1 | IX(k)Ii
¢, =—[1+1]== 2l
0 i
4 2 sk i
1 & — 172 —1 1 g 1
C1=Z e’ +€Jn]=z(—l—]) 8T T T
lr & —j2n - »
c,=—|e " +e ] =0 ) 1 2 3 k
4 A figura apresenta o quadrado da magnitude do espectro
_ Ly _j3n2 “i3n | 1 , discreto X(k) do sinal x(n), representando a poténcia de
Cy _Z _e te - Z(_ +J) cada componente espectral (analisadores de espectro
usualmente apresentam as componentes espectrais em dBm,

ou seja, poténcia). 19



Transformada Discreta de Fourier

Quando um sinal ou uma sequéncia de tempo discreto é nao periodico, no entanto, nao podemos
usar Séries Discretas de Fourier para representa-lo.

Nestes casos, a representacao no dominio frequéncia € obtida através da Transformada Discreta de
Fourier (DFT).

Tal como acontece com a Série Discreta de Fourier, a DFT produz um conjunto de coeficientes, os
quais sao valores amostrados do espectro de frequéncia, a intervalos regulares.

O numero de amostras obtido depende do numero de amostras presente na sequéncia temporal.



Transformada Discreta de Fourier

Uma sequéncia x(n) discreta no tempo e ndo periddica é transformada em uma sequéncia X (k)
através da DFT, ou seja,

N-1

X(ky="YY x(nye ™™™~ k=0,1..,N-1 (5)
=0

A equacdo para determinacdo de X (k) define uma DFT de N pontos, em que a sequéncia X (k)
resultante é constituida por valores amostrados do espectro continuo X (e’®) de x(n).

Por conveniéncia de notacao, a equacao (5) é usualmente representada na forma

M-l
X(k) = ZI(H)WE_I k — Ojlj...jN —1 , onde W — e_jsz
=0



Transformada Discreta de Fourier

A Transformada Discreta de Fourier Inversa (IDFT) converte a sequéncia X (k) de coeficientes de
Fourier discretos na sequéncia x(n) discreta no tempo, e é definida conforme

N—1 N-1
x(m)y=—>Y X(k)e"™™ =—> X(kWw[" k=0,1,..,N-1
N i N 3

Cabe notar que a expressao para determinacao da DFT e a expressao para determinacao da IDFT
sao muito semelhantes, diferindo no sinal do expoente na IDFT (W,\?k”) ao invés de W,\’,‘" na DFT,
e pelo fator de escala 1/N, facilitando o desenvolvimento de algoritmos e o projeto em
hardware.

15



Transformada Discreta de Fourier — Direta e Inversa

As equacoes de analise e sintese da DFT sao, portanto, descritas por

N-1 N-1

X(k) = z x(n) e J@R/NE o gy z x(MWE | k=0,1,.. N—1.

n=0 n=0

Analise

Sintese 1= , 1
x(n) =+ Z X(k)e/@m/Nnk o, x(n) = N Z X(Hwy ™  n=0,1,..,N—1.
= 0

x(n) X(k)

Note que x(n) existe somente paran =0,1,...,N — 1 e que X(k) existe somente parak =0,1,...,N — 1.

16



Representacao de Sequéncias de Duracao Finita pela Transformada Discreta de Fourier

Uma sequéncia x(n) de duragao finita e N amostras € tal que x(n) nao existe (ndo é definida) fora do
intervalo0 <n<N-1.

Em algumas situacdes, pode ser necessario considerar que a sequéncia tenha uma duracao M > N. Para
tanto, basta completar a sequéncia x(n) com (M — N) amostras de valor zero.

A cada sequéncia x(n) de duragao finita é possivel associar uma nova sequéncia periodica, tal que

00}

#(n) = z x(n —rN).

r=—00

A sequéncia de duragao finita x(n) pode ser recuperada a partir de X(n), pela extracao de um periodo,
conforme

x(n) = x(n), 0<n<N-—-1,
0, em caso contrario

17



Representacao de Sequéncias de Duracao Finita pela Transformada Discreta de Fourier

Para ilustrar a DFT de uma sequéncia de duragao finita, consideremos a sequéncia x(n), conforme figura (a)
em que N = 5. (Note que, embora x(n) nao seja definida fora do intervalo 0 < n < 4, a figura assume

x(n) = 0 fora deste intervalo.)

Para determinar a DFT, podemos considerar x(n) como uma sequéncia com qualquer tamanho maior ou
iguala N = 5.

Considerando x(n) com N = 5 amostras, a sequéncia x(n) tornada periddica (X¥(n)) é conforme figura (b).

il

~

0 5 10 15 0 n

(b) 18



Representacao de Sequéncias de Duracao Finita pela Transformada Discreta de Fourier

Dado que a sequéncia formada tem valor constante no intervalo 0 < n < 4, a DFT pode ser assim
determinada

4
X(k) = Z e J2mk/SN o — 0,1, ..., 4.
n=0
4 4 4
X(O) — Z e0 = 5 )?(1) — z e—j(27T/5)71 =0 X(Z) — Z e—j(47t/5)n -0
n=0 n=0 n=0
4 4 4
)?(3) — Z e—Jj6m/5)N — )"((4_) — Z e—J(8T/5)n — )?(5) — Z e—J2Mn _ g
n=0 n=0 n=0
5, k =0,45,+10,...

X(k) = {O,

em caso contrario

19



Representacao de Sequéncias de Duracao Finita pela Transformada Discreta de Fourier
= A figura (c) apresenta os coeficientes da Série Discreta de Fourier de ¥(n), e também a magnitude
|X(ef“’)|, para enfatizar que os coeficientes da Série Discreta de Fourier sdo amostras de X(ef“’).

= Nota-se, na figura (c), que X (k) é uma sequéncia de amostras de X (e/%) para w = 2mk/5.

A figura (d) apresenta a sequéncia X (k), que é a DFT de cinco pontos de x(n), e que corresponde a um
periodo de X (k).

APS 1 4 . )?[k]
/D | X (/)] /1D /
A IV A A I
/ \ / \ /
\ \ \
. \ / \ / \
I/ \\ NN ’/ NP ’i \\
JEE AN I S B I I AN SN B
-1 0 i 2 3 4 5 6 7 8 g 10 11 k
0 2 4 )
(c)
05 X[k]
L & ——@—0 — 90— —0 & 2 & L 4 +
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 k
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Representacao de Sequéncias de Duracao Finita pela Transformada Discreta de Fourier

= Se, a0 invés de considerarmos x(n) com N = 5 amostras, considerarmos N = 10, conforme
figura (e), a sequéncia x(n) tornada periddica (X(n)) é conforme figura (f).

T

(e)

I I

x(n]

N —
n

10
(f)

21



Representacao de Sequéncias de Duracao Finita pela Transformada Discreta de Fourier

A DFT para X(n) pode ser determinada conforme

4

X(k) = z e~ J@mk/10n "} =0, 1,..,09.

n=0

e, na forma fechada, pode ser assim expressa

sin(mrk /2)
sin(mrk /10)

£ (k) = e~i(4mk/10)

Na figura ao lado, o grafico (a) apresenta a
magnitude e o grafico (b) apresenta a fase da
sequéncia periédica X (k) no dominio frequéncia
discreto.

| X[k]!
ts ’ '
’ LIPL.T.[ ].T,LTJ I
-1 0123456728910 15 20
(a)
L X [k]

x denotes indeterminate <
(magnitude = 0)

(b)

22



Representacao de Sequéncias de Duracao Finita pela Transformada Discreta de Fourier

= As figuras abaixo apresentam a DFT de 10 pontos X (k), que corresponde a um periodo de X (k).

= Afigura (g) apresenta a magnitude da DFT e a figura (h) apresenta a fase da DFT.

5 | X k]!
3.24 324

| I 124 | 124 l
————i—————————( 4 I . 4 ' @ ' 4 P f—
-10 0 10 k

(g)
4LX (k]
0.4 7

] 0.2 1'r|
———— e e e e e e el < ra ra P
10 0 l 10 k

027
-04 7 Valores

(h) indeterminados

23



Propriedades da DFT - Periodicidade

Se x(n) e X(k) s3o relacionadas pela DFT, conforme X(n) <> X (k).

N-1 Ml :
X(k+N)=Y x(n)e ProNginut = % x(me "™ = X (k)
=0 n=0

X (k) é periddica com periodo N, embora x(n) seja aperiddica.

24



Propriedades da DFT - Linearidade

Se x;(n) e x,(n) sao sequéncias de duragao finita e com N amostras,
ex;1(n) o X;(n) e x,(n) o X,(n),
entao

x(n) = ax, (n)+ bx, (n) ¢ X(k) = aX,(k)+bX, (k)

onde a e b s3o constantes arbitrarias.

25



Propriedades da DFT — Relacao de Parseval

A relacdao de Parseval estabelece que a energia do sinal pode ser calculada no dominio
tempo, a partir da sequéncia x(n), ou através de seu espectro no dominio frequéncia, a

partir da Transformada de Fourier X (k).

N-1

Z|x(n)|2 = yZP“")F

26



Propriedades da DFT — Sequéncias Reais

Se x(n) é real, entao

x(n)=x*(n) e X(kYy=X*(-k)

Isto é, a parte real de X (k) € uma fungao par ou é simétrica sobre k = 0, e a parte imaginaria
é uma funcao impar.

Este tipo de simetria em X (k) € denominada Simetria Hermitiana.

27



Propriedades da DFT — Convolucao

Convolucao no dominio do tempo torna-se uma multiplicacao ponto-a-ponto no dominio frequéncia.

Se x;(n) e x,(n) sdao sequéncias de duragdo finita, ambas com N amostras, com DFTs X;(k) e
X, (k), respectivamente, a convolugdo é definida por

x(n)= %(”)*xz (n) & X(k)= X1(k)X2(k)

Assim, uma operacao de convolucao pode ser executada realizando primeiro a DFT de cada

sequéncia no tempo, obtendo o produto das DFTs e, em seguida, aplicando a DFT inversa ao
resultado.

Esta operacao é denominada convolucao circular.



Propriedades da DFT — Deslocamento no tempo e em frequéncia

Um deslocamento (ou atraso) no dominio tempo é equivalente a uma multiplicagao por uma
exponencial complexa no dominio frequéncia.

x(n—m) < WX (k) W= ™

Um deslocamento (ou atraso) no dominio frequéncia é equivalente a uma multiplicacdo da
sequéncia no tempo por uma exponencial complexa.

W x(n) < X (k-1

A multiplicacido de uma sequéncia no tempo por uma exponencial complexa equivale a um
deslocamento no espectro de frequéncias.

29



Propriedades da DFT — Modulacao

Vimos que um deslocamento (ou atraso) no dominio frequéncia é equivalente a uma multiplicacdao da
sequéncia no tempo por uma exponencial complexa.

W x(n) < X (k-1)

|X (k)|
Se a funcao exponencial complexa for '
substituida por uma funcao senoidal real, a " original spectrum
multiplicacdo no dominio tempo é equivalente
a translacao do espectro de frequéncias
discreto conforme figura ao lado. 0 N-1 "k
o)l
1 1 modulated
x(n) cos2nin/N) & =X(k+ 1) +=X(k — 1) spectrum
2 2 ‘\ 1% ‘\
Esta é a operacdo de modulacdo realizada em * N1 Y £ Nori-d “

sistemas de comunicacoes.



Propriedades da DFT — Diferenciacao do dominio frequéncia

Diferenciacao no dominio da frequéncia esta relacionada com a multiplicacdao do sinal no
tempo por uma fun¢ao rampa.

Esta propriedade é util no cdlculo do atraso de grupo de filtros digitais que estudaremos a
frente.

dX
nx(n) < j d(i}?

31



DFT de um impulso - Exemplo

N—-1
De acordo com a defini¢do da DFT, X(k) = 2 x(n) e J@r/Nnk | =0,1,..,N — 1.
n=0
N-1
Substituindo x(n) = §(n), obtemos X(k) = z 5(n) e~ J(2m/N)nk
n=0
Dado que 6(n) = 1 paran = 0, e zero em todos os outros casos,
N-1

X(k) = Z §(n)e—I@R/Mnk = 1 o=i@E/MOGE =1 k =0,1,..,N — 1.
n=0
x(n) X (k)
Note que este resultado ndo impulso DFT do Impulso
depende de N. l1e 1¢6 @ o ¢ 9
—o—o—o n
0 N-—1 0 N-1




DFT de um pulso - Exemplo

De acordo com a definicao da DFT,

N-1 x(n)
X(k) = z x(n) e—J@r/N)nk | =01, ... N—1. Pulso (sequéncia constante)
n=0 A
Substituindo x(n) = A, paran=0,1,...,N — 1 (pulso de
duracao N e amplitude A, conforme figura ao lado), obtemos
> N
N-1 0 N-—1
X(k)= ) Ae JGm/Nnk | — 01, . N—1.

n=0



DFT de um pulso - Exemplo

N—-1
X(k=0)= ) AeJ@T/Nn0) = gN;
n=0
N—-1 N-—1
X(k#0)= ) AeJ@r/N)nk — » e—J@rk/Nn =12 .. N—1.
n=0 n=0

Usando a expressao na forma fechada para a série geométrica finita, temos

() .
1—e’UN 1 — e™J2mk ,
X(k)=A ———=A ———=0,k=12,..,N-1. Assim, X(k) = AN6(k).
1 —e"f(T) 1 _e‘J(W)"

x(n) X (k)

Pulso (sequéncia constante) DFT do pulso Lembre que a DFT é a DTET
A@ ® ) 9 ® AN @ amostrada em N pontos

(conforme vimos no slide 20).
n o ® o o k
0 N-1 0 N-1




IDFT - Exemplo

Mediu-se a tensao x(t) em um ponto de um
circuito, utilizando-se para tanto um osciloscopio
de armazenamento digital (Digital Storage
Oscilloscope - DSO).

O osciloscopio digitalizou o sinal x(t) e
armazenou a sequéncia x(n) resultante.

A seguir, utilizou-se a funcao DFT do osciloscopio,
de modo a determinar o espectro X(k) da
sequéncia x(n) através de X(k) = DFT{x(n)}.

Os graficos mostrados na tela do osciloscopio
para o modulo e a fase do espectro, bem como
seus valores numeéricos sao mostrados nas figuras
ao lado.
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IDFT - Exemplo

Pede-se:

a) Determine e plote a sequéncia x(n) armazenada na memaria do osciloscépio.

b) Sabendo que a frequéncia de amostragem utilizada na digitaliza¢ao de x(t) é f; = 256kHz,
determine as frequéncias analdgicas f; no intervalo de Nyquist, _Tfs < f,< % , que
correspondem ao indice k das componentes espectrais discretas do espectro X (k) .

c) Sabendo que a DFT é a DTFT sub-amostrada em N pontos no intervalo —m <0 <,
correspondendo a _TfS < f;< %, sendo 6 a frequéncia digital sobre o circulo de raio unitario

z = 1e/9 no plano z , plote novamente X (k) identificando as frequéncias analdgicas no eixo
horizontal do grafico de mddulo e fase de X (k).



a) Determine e plote a sequéncia x(n) armazenada na memaria do osciloscépio.

N=2g = O Ne—1
[
N-1 1+ 2T
1 N
X = — LXk-e J
N 70
Ki==0
1
5 ‘ 4 5
1 o
37 07 T X: 3
1f T g ; 5
Op © © 0
254 0
0 2 A 6 g e
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b) Sabendo que a frequéncia de amostragem utilizada na digitalizacdo de x(t) é f; = 256kHz, determine as
frequéncias analdgicas f; no intervalo de Nyquist, _Tfs < [, < %, qgue correspondem ao indice k das componentes

espectrais discretas do espectro X (k) .
fs

: | =
Dado que a DFT é a DTFT subamostrada em N pontos no intervalo —t < B <7 | correspondendoa —— <fa g
-

-~
& 2

no mundo analégico, sendo 8 a frequencia digital sobre o circulo de raio unitario z = 16 no plano Z, temos:

f N
o=n —> fa:z;s fa= 128 - KHz —> ko= = -

— , : fs ,
A correspondéncia acima entre 8, fae k na frequencia fa = — pode ser generalizada para :
2]

N fs fs
falk) = if[[ k< — [Lk- —,(k - N) . —
a(k) 1|:( <2), 5 N) i|

N Circulo de raio

unitario no plano z

Ig = fa(k) =
o| -KHz
32 S S . S
128 kHz i
64
96
128

-96 -32 kHz

k=
0 kHz

-64 —64 kHz
-32
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c) Sabendo que a DFT é a DTFT sub-amostrada em N pontos no intervalo —m < 6 < m, correspondendo a _Tfs < f;< %,

sendo 0 a frequéncia digital sobre o circulo de raio unitario z = 1e/? no plano z, plote novamente X (k) identificando
as frequéncias analdgicas no eixo horizontal do grafico de mddulo e fase de X (k).

15 —
Com base nos

resultados de (b),
temos: = o 0

o

- 100 0 fa(k) 100 200

KHz

200

100

arg( %) T

” 0
<]
@ ¢ l

- 100

W
0—

~ 200
~ 100 0 fa(k) 100 200
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Transformada Rapida de Fourier

= A DFT é uma transformada com elevado custo computacional. Em geral, uma DFT requer
N multiplicagdes complexas e (N — 1) adigdes complexas.

= A Transformada Rapida de Fourier — FFT foi desenvolvida por Cooley e Tukey em 1960 para resolver o
problema do custo computacional da implementacao da DFT.

= Aideia basica é reescrever a equacao da DFT em duas partes:
Ni2-1 Ni2—1

X(ky= Y, xQ@uWi*+W* Y xQn+DW 3 k=0,1,..,N-1
—0 =0

N = 2", com r sendo um inteiro positivo.

= X,(k) + W% X, (k)

A primeira parte, X, (k), é a DFT da sequéncia par, e a segunda parte, X, (k), é a DFT da sequéncia impar.

(I /2)-1 (I/2)-1 N/i2-1
X()y="Y x@mwE = Y x@nWy, X,() =) xQ@un+1W 3
n=0 n=0 =0

Cabe notar que o fator W2™* esta presente em X; (k) e em X, (k), e precisa ser computado uma Unica vez.



Transformada Rapida de Fourier

Os coeficientes da DFT sao obtidos combinando as DFTs das sequéncias par e impar, conforme

X(k)=X(k)+WE X, (k)  for k:O,l,...,%—l
X[k+%)=Xl(k)—W§Xz(k) for k=0,1,...,%—1

O fator complexo W,(,‘ é denominado fator de giro.

As subsequéncias sao, entao, novamente separadas em sequéncias pares e impares, até que
resultem unicamente DFTs de dois pontos.

Cada DFT de N /2 pontos é obtida combinando duas DFTs de N /4 pontos.
Cada DFT de N /4 pontos é obtida combinando duas DFTs de N /8 pontos, etc.

O total de etapas sera r, dadoque N = 2".



Transformada Rapida de Fourier

Computar a DFT de dois pontos é trivial.

A operacao basica é ilustrada na figura a seguir.

a=xy+JjYyo

Este processo de decimacao no tempo da FFT € denominado operacgao butterfly.

Este algoritmo é também referido como FFT radix-2 decimation-in-time.

Radix 2 refere-se ao fato de que DFTs de 2 pontos sao o bloco computacional
basico deste algoritmo.



Transformada Rapida de Fourier

A figura a seguir ilustra os trés estagios requeridos na computacao de uma FFT por decimacao

no tempo de 8 pontos.

Os fatores de giro sao usualmente pré-computados e armazenados em memoria.

X0) = 2-point
K4 — DFT Combine
2-point
X(2) = 2-point DFTs
«(6) —  DFT
X(1) = 2-point
x(5) — DFT Combine
2-point
X3) = 2-point DFTs
x(7) DFT
stage 1 stage?

— K(0)
Combine | e
4-point
DFTs
— X(7)
stage3
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Transformada Rapida de Fourier

Para que os coeficientes da DFT sejam obtidos na ordem natural, a sequéncia de entrada deve ser
reorganizada. Esse reordenamento é conhecido como reversao de bits (bit reversal).

O reordenamento é apresentado na figura a seguir.

Note que a representacao binaria do indice da sequéncia é reversa, conduzindo ao reordenamento da
sequéncia.

X0) = 2-point
X(4) —  DFT - — X(0)
Natural Binary form  Bit reversed Reordered Combine
order index 2-point )
0 000 000 0 X(2) = 2-point DFTs :
1 001 100 4 X(6) — DFT contine | &
2 010 010 2 < Lt
3 011 110 6
. DFTs
4 100 001 1 X(1) = 2-point
5 101 101 5 X(§) —— DFT Combine — X(7)
6 110 011 3 2-point
7 111 111 7 X3) —  2-point DFTs
X(7) = DFT

stage 1 stage? stage3
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Transformada Rapida de Fourier

A adocao da FFT representa uma reducao na complexidade computacional substancial,
especialmente quando N é grande.

Uma FFT de N pontos consiste em executar N /2 butterflies por estagio, com log, N estégios.
Cada butterfly implica em uma multiplicacao complexa e duas adicdes complexas.

. 7 N . . ~ ~
Assim, ha um total de ;logzN multiplicacdes complexas, em comparacio com as N?

multiplicagbes complexas necessarias para a para DFT, e Nlog, N adicdes complexas, em
comparagao com as N(N — 1) adigdes complexas necessarias para a DFT.



Transformada Rapida de Fourier

Uma outra versao do algoritmo radix-2 em que a decimacao é feita no dominio frequéncia é obtida
particionando a sequéncia no tempo em duas metades, ao invés de particionar em sequéncias par e
impar, conforme

(N/2)-1

X(ky= D x(md+ Nzl x(nyv'e

=0 n=MN/2
(I/2)-1 Ni2-1 N
= ) x(mW g +WE Y x(n+?)W1;“
n=0 =0

= (Nf_l [x(n)+(—l)kx(n+%)]W1§f

n=0



Transformada Rapida de Fourier

A sequéncia de coeficientes X (k) da FFT pode, ent3o, ser particionada em uma sequéncia par
e uma sequéncia impar, da forma

(N/2)-1

X(@2ky= 2, &(my,

(N/2)-1

X(@2k+l)= Y gy,

=0

onde

g, (m)= x(n)+x(n +%)

g,(n) =[x(n)—x(n +%]]W§ n=01...,(N/2)-1



Transformada Rapida de Fourier

A determinagdo das sequéncias g,(n) e g,(n) envolve a operacdo butterfly apresentada na
figura que segue.

a=xy+jy x6+jy6=a+b

b=x1+jy1

A operacao é semelhante a butterfly para o algoritmo por decimacao no tempo, exceto
guanto a posicao do fator de giro.



Transformada Rapida de Fourier

As sequéncias de coeficientes pares e impares sao divididas em duas
procedimento é repetido até que sejam necessarias apenas DFTs de 2 pontos.

A figura ao lado apresenta os trés
estagios de uma FFT de 8 pontos
de radix-2 com decimacao em
frequéncia.

Note que a sequéncia no tempo
aparece em sua ordem natural,
enquanto que a saida da FFT
ocorre em ordem reversa.

A complexidade computacional é idéntica a do algoritmo por decimacao no tempo.

x(0)

x(1)

x(2)

x(3)

x(4)

x(5)

X(6)

x(7)
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metades, e o mesmo

X(1)

X (4)

X(2)

X (6)

X (1)

X (5)

X{3)

X(7)



