Capitulo V

Sistemas Numeéricos

1 Introducao

Em capitulos anteriores estudamos diversas fungdes légicas. No proximo
capitulo veremos que operagdes aritméticas como soma e subtracido de
numeros binarios podem ser implementadas através da combinacdo de
funcdes logicas. Estas funcdes légicas aritméticas, quando reunidas em um
unico ClI, constituem uma Unidade Logica e Arimética (ULA) ou, em inglés, ALU
(Arithmetic and Logic Unit). Uma ULA é um componente I6gico fundamental de
um microprocessador, e todas as operagdes aritméticas por ela realizadas sao
efetuadas com numeros binarios.

Neste contexto, o presente capitulo estuda a aritmética com numeros binarios e
a conversao entre numeros em base binaria e nimeros em outras bases, como
as bases octal, decimal e hexadecimal.

2 Numeros Decimais

® Numeros em base decimal constituem os numeros com o0s quais

naturalmente estamos habituados a trabalhar. O termo “naturalmente” surge do
fato de possuirmos dez dedos nas méaos, o que levou os povos antigos que
deram origem a nossa civilizacdo a adotarem um sistema de contagem em
base dez.

® Um numero em uma base numérica qualquer pode ser decomposto em uma

soma de poténcias da base, ponderadas por um dos digitos do conjunto
de digitos que definem a base.

® Por exemplo, consideremos o nimero decimal 2718281 Na base decimal o

conjunto de digitos é {0,],2,3,4,5,6,7,8,@‘, e estes digitos constituem os
Fatores de Ponderagcao de cada Poténcia da Base. Dai, este numero pode
ser decomposto na forma:

Poténciada | 107 | 10* | 10° | |107{107|10°|10™
Base

Fator de 7 7 1 2 ) g )

Ponderacao

ou, em termos analiticos:

2718281=2x10° + 7x10" +1x10° +8x10* +2x102 +8x10° +1x10*



® Com um numero decimal formado por N casas ou digitos decimais

podemos efetuar a contagem numérica de até 10" objetos. Por exemplo, para

N =2 podemos enumerar objetos de O a 99, totalizando 10" =10° =100
objetos.

3 Numeros Binarios

® Na base binaria o conjunto de digitos é {0,]} , € estes digitos constituem os

Fatores de Ponderagdo no somatério de Poténcias da Base (2") que
representa analiticamente o numero.

® Cada digito binario do conjunto {0,]} € denominado bit (binary unit).

® Por exemplo, o nimero binario 1011101 pode ser decomposto na forma:

Poténcia da 4 2 1 % % }é %6

Base

Fator (bit) de

Ponderacao

ou, em termos analiticos:

1011101=1x22 +1x2° +1x 2t +1x 22 +1x 2™ )

® Para converter um numero binario em decimal basta efetuar o somatério de
poténcias 2" cujo bit de ponderacdo seja “1”:

1011101, = 4+1+1/2+1/4+1/16=5.8125 ©)



® Associado a qualquer numero bindrio existem os conceitos de Bit Mais
Significativo (MSB — Most Significant Bit) e de Bit Menos Significativo
(LSB - Least Significant Bit). Por exemplo, para o nimero 1011101 os
MSB e LSB das partes inteiras e fracionais sdo aqueles associados as maiores

poténcias 2" de cada parte:

Parte Inteira Parte Fracional
Poténcia da 4 2 1 }/ }/ }/ }/
Base 2 4 8 | /16
Numero Binario| ] 0 1 . 1 1 0 1
1 t t t
MSB LSB MSB LSB

® Com um nudmero binario formado por N bits podemos efetuar a contagem

numérica de até 2" objetos. Por exemplo, para N =4 podemos enumerar
objetos de 0 a 15, totalizando 2" = 2* =16 objetos:

Numero Binario de 4 bits Numero
b;(MSB) b, by by (LSB) Decimal
0 0 0 0 0
0 0 0 1 1
0 0 1 0 2
0 0 1 1 3
0 1 0 0 4
0 1 0 1 5
0 1 1 0 6
0 1 1 1 7
1 0 0 0 8
1 0 0 1 9
1 0 1 0 10
1 0 1 1 11
1 1 0 0 12
1 1 0 1 13
1 1 1 0 14
1 1 1 1 15

Tabela 1: Contagem binaria de 0 a 15. Os bits em vermelho mostram os
instantes da contagem em que € necessario langar mdo do recurso do bit
“vai-um” (carry) em consequéncia de ter sido esgotado a capacidade de
contagem dos bits menos significativos utilizados até o instante em
consideracgao.




3.1 Conversao Decimal para Binario

® Para converter para binario as partes ndo-fracional e fracional de um nimero

decimal utiliza-se, respectivamente, os métodos conhecidos como Divisao
Repetida e a Multiplicacao Repetida.

® Por exemplo, para converter o nimero decimal 45.3125em binario,
primeiramente decompomos 0 numero na soma das partes n&o-fracional e
fracional: 45.3125=45+0.3125.

® Dai, aplicamos a Divisdo Repetida a parte nao-fracional:
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® A seguir, aplicamos a Multiplicagido Repetida a parte fracional:



MSBj J,—LSB

C‘l‘r} 01 0 1
A /r\
0.3125 X 2 = 0.625 0
I
d
0.625 X 2 = 1.25 1
I
I
0.25 X 2 = 0.50 0
I
d
0.50 X 2 = 1.00 1

T

Parar quando a parte fracional é zero ou parar quando foi atingido
o namero desejado de casas decimais apds o ponto.

Figura 2: Conversdo do numero 0.3125, para seu equivalente em binario
através do meétodo Multiplicagédo por 2 Repetida.

e Porano. 45.3125,=1011010101,

4 Aritmética Binaria E ntre Numeros sem Sinal
4.1 Adigdo

® Para efetuar a adicdo A+ B entre duas palavras binarias 4 e B
executa-se entre cada bit de 4 e respectivo bit de B uma das 4 possiveis
operacdes basicas abaixo definidas, de acordo com o valor do bit de A e
respectivo bit de B :

0+0=0
0+1=1
1+0=1
1+1=10 - 0“1 ” no resultado é o “vai-um” (carry) gerado

por ter sido esgotado a capacidade de contagem.
O carry deve ser acrescentado a soma dos bits
imediatamente mais significativos a esquerda
daqueles que deram origem ao carry .



Exemplo 1: Calcule as somas binarias (a) 11+11 (b) 100+10 (c) 111+11

(d)110+100 fazendo simultaneamente a soma dos numeros decimais
equivalentes.

Solugao:
(a) 11 3 (b) 100 4 (c) 111 7 (d) 110 6
+11 +3 +10 +2 +11  +3 F100  +4
110 6 110 6 1010 10 1010 10

4.2 Subtracao

® A maneira mais eficiente para efetuar a subtragdo 4—B entre duas
palavras binarias 4 e B é executar a operacao A+CH{B} onde Cnﬁ] éo

. ~ I , .
operador denominado Complemento de 2. A operacdao C {}] é equivalente
a acrescentar o sinal “ —” ao numero binario.

® A operacao CH{B} efetuada sobre uma palavra binaria B ¢ dada por

CH{B} =C{ l}? +1 | onde CI{B} ¢ a operagéo de inversdo (NOT) do valor

légico de cada bit da palavra bindria B (operagdo conhecida como
Complemento de 1).

® Por exemplo, a diferenga 4—B entre os nimeros A=0110,=6, e
B =0100, =4,, é dada por:

A-B=4+C"{B =4+c{ b +1=0110+' 0100 +1=0110+1011+1 ©

Que resulta em:

1 011
+ 0 0 01
1 100
prosseguindo:
0110
+ 1100

descartar o carry — (1) 0 01 0 =2,



® Alternativamente, podemos implementar a operacéo CH{B} através do

seguinte procedimento: Efetuamos a leitura da palavra binaria B da direita
para a esquerda até encontrarmos o primeiro “1” e a seguir invertemos o
valor légico de todos os bits a esquerda do primeiro “1”.

® Por exemplo, vamos supor que queremos achar o Complemento de 2 do
nimero binario 4 =10110, = 22,,. Utilizando a técnica descrita no paragrafo
anterior temos CH{1011¢ =01010. Se o resultado estiver correto, entdo
A+ CH{A} =00000, porque a operacdo CH{A} é equivalente a efetuarmos o
acréscimo do sinal negativo, isto &, —CH{A} . Sendo, vejamos:

1 0110
+

01010
descartar o carry — (1) 0 00O0O

5 Aritmética Binaria E ntre Nimeros com Sinal em Complemento de 2
5.1 Adicao A+B

|:| Soma-se ambos 0s numeros e descarta-se o carry. Por exemplo, sejam as
seguintes somas de numeros de 8 bits:

= A e B sao positivos:

00000111 7
+ 00000100 + 4
00001011 1
- |Al >|B| com B <0:
00001111 15
+ 11111010 + —6
descartarocarry —— 3 1 00001001 9
- |A| <|B| com B <0:
00010000 16

+ 11101000 + —24
11111000 -8




* A e B sao negativos:

11111011 =5
+ 11110111 + —9
—14

descartarocarry ————3 1 11110010

= Qverflow (ocorre quando o numero de bits necessario para representar a
soma excede o numero de bits dos numeros sendo somados):

01111101 125
+ 00111010  + 58
10110111 183
T
sinal incorreto T
magnitude incorreta —— .

Nota: No exemplo acima, o numero resultante 183 requer 8 bits de magnitude
para ser representado. No entanto, na aritmética em Complemento de 2 o MSB
(o 8° bit no caso) € o bit representativo do sinal, sendo a magnitude
representada pelos bits menos significativos restantes a direita. Portanto, neste
exemplo, ocorre a adicdo de um carry ao MSB responsavel pelo sinal,
invalidando o resultado (overflow) na aritmética em Complemento de 2. Note
que somente pode ocorrer overflow quando A e B sao positivos ou A e B sao
negativos.

5.2 Subtraciao A - B

D Executa-se 4+ CH{B} e descarta-se o carry.
Exemplo 2: Calcule as seguintes somas de numeros de 8 bits:

(a) 00001000 — 00000011 (b) 00001100 — 11110111
(¢) 11100111 — 00010011 (d) 10001000 — 11100010

Solugao:
(@A) 8—=3=8+(-3)=5

00001000 Minuend (+8)
+ 11111101 2’s complement of subtrahend (—3)

Discard carry —— 1 00000101 Difference (+5)




(b) 12-(-9)=12+9=2]

00001100 Minuend (+12)
+ 00001001 2’s complement of subtrahend (+9)
00010101 Difference (+21)

() =25 = (+19) = =25+ (—19) = —44

11100111 Minuend (—25)
+ 11101101 2’s complement of subtrahend (—19)

Discard carry ——5 1 11010100 Difference (—44)

(d) =120 — (-30) = —120 + 30 = —90

10001000 Minuend (—120)
+ 00011110 2’s complement of subtrahend (+30)
10100110 Difference (—90)

6 Numeros Hexadecim ais

® Um numero em base binaria apresenta o inconveniente de necessitar um
grande numero de digitos para sua representagdo. Por exemplo, o numero 9

em base decimal é representado por um unico digito 9,,, mas se representado

em base binaria sdo necessarios 4 digitos (bits): 1001 =9,,.

D Note que quanto maior for a base menor sera o numero de digitos da
base necessarios para a representagao do numero.

® Uma forma conveniente para a representacéo de nimeros bindarios é a base

16 (base hexadecimal), porque 16 é uma poténcia inteira de 2 o que, conforme
veremos, facilita bastante a conversao entre as duas bases.

® Com um numero hexadecimal formado por N digitos podemos efetuar a

contagem numérica de até 16" objetos. Por exemplo, para N =1 podemos
enumerar objetos de 0 a 15, totalizando 16" =16" =16 objetos:



Decimal Binary Hexadecimal

0 0000 0
1 0001 1
2 0010 2
3 0011 3
4 0100 4
5 0101 5
6 0110 6
7 0111 7
8 1000 8
9 1001 9
10 1010 A
11 1011 B
12 1100 C
13 1101 D
14 1110 E
15 1111 F

Tabela 2: Contagem hexadecimal de 0 a 15 e equivalentes decimal e binario.

Note que na base hexadecimal o conjunto de digitos possiveis €
{0.1,2,3,4,5.6,7.89,A,B,C,D,E, i .

® Como em qualquer base numérica, o “vai-um” (carry) na base hexadecimal

ocorre em consequéncia de ter sido esgotado a capacidade de contagem dos
digitos menos significativos. Por exemplo, a continuagdo da contagem
hexadecimal da Tabela 2 seria:

10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 1A, 1B, 1C, 1D, 1E, 1F, 20, 21, 22, 23
24, 25, 26, 27, 28, 29, 2A, 2B, 2C, 2D, 2E, 2F, 30, 31, . . .

6.1 Conversao Binario para Hexadecimal

D Comecando da direita para esquerda, subdivide-se o numero binario em

grupos de 4 bits (nibbles), e substitui-se pelo equivalente hexadecimal da
Tabela 2. Se n&o for possivel formar um grupo completo de 4 bits a esquerda
do numero binario, acrescenta-se 1,2 ou 3 zeros para tanto.
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Exemplo 3:

Converta os seguintes niimeros binarios para hexadecimal:
(a) 1100101001010111 (b) 111111000101101001

Solucao:
(a) 1100101001010111 (b) 00111111000101101001
N N
C A 5 7 = CAST 3 F 1 6 9 = 3F169,

Dois zeros foram adicionados em (b) p/ completar o grupo de 4 bits a esquerda.

6.2 Conversao Hexadecimal para Binario

D Executa-se o processo inverso do apresentado na Secao 6.1, isto é,

substitui-se cada digito hexadecimal pelo nibble equivalente de acordo com a
Tabela 2.

Exemplo 4:

Determine os nimeros binarios correspondentes aos seguintes nimeros
hexadecimais:

(a) 10A46 (b) CF8E ¢ (c) 97424

Solugio:

(a) 1 0 A 4 ) C F 8 E 0 9 7 4 2
R 2 2 2 2 2 2 RN 2 2N 2
1000010100100 1100111110001110 1001011101000010

O MSB em (a) implicitamente deve ser interpretado como tendo 3 zeros
precedentes, de modo a formar um grupo de 4 bits.

6.3 Conversao Hexadecimal para Decimal
Exemplo 5:

Converta os seguintes nimeros hexadacimais para nimeros decimais:

(a) 1Cq (b) A85,6

Solugiio: ( convertendo 1° para bindrio e depois para decimal)
@ 1 C

RN

00011100 =2*+2>+22=16+8 + 4 = 28,
b) A 8 5

Ll il
101010000101 =2 +2° + 27 + 22 +2°=2048 + 512 + 128 + 4 + 1 = 2693,

11



Exemplo 6:

Converta os seguintes numeros hexadacimais para numeros decimais:
(a) ES (b) B2F8,¢

Solu¢io:

(@) ES;c =(EX 16) + (53X 1) = (14 X 16) + (5 X 1) = 224 + 5 = 229,
(b) B2F8,¢ = (B X 4096) + (2 X 256) + (F X 16) + (8 X 1)

= (11 X 4096) + (2 X 256) + (15 X 16) + (8 X 1)

= 45056 + 512 + 240 + 8 =45816,,

6.4 Conversao Decimal para Hexadecimal

Exemplo 7:

Converta o nimero decimal 650 para hexadecimal, utilizando a divisdo repetida.

Solucio:
resto:
% = 40625 - 0625 X 16 =10= A
%ﬁ2.5—-«~——--)0.5>(16:8= 8
2
— =0.125 0,125 X 16 =2 =2
16 - 1 l

[_Parar quando o numerador for 2 8 A namero hexadecimal

menor que o denominador. MsD T T_LSD

7 Numeros Octais

® Uma outra forma conveniente para a representacdo de nimeros bindrios é a

base 8 (base octal), porque 8 é uma poténcia inteira de 2 o que, conforme
vimos para a base hexadecimal, facilita a conversao entre as duas bases.

® Na base octal o conjunto de digitos possiveis é {0,1,2,3,4,5,6,7} .

® A enumeracgéo de objetos na base octal é como segue:

0,1,2,3,4,5,6,7,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 20, 21 ...

12



7.1 Conversao Octal para D ecimal

Exemplo 8:
Converter para decimal o numero 23743 .
Solucio:

8’ 8% 8' 8"

2 3 7 4

2374 = (2 X 8%) + (3 X 8) + (7 x8H + (4 x8%
=2 X512)+(3X64)+(7TX8) +(4X1)
= 1024 + 192 + 56 + 4

7.2 Conversao Decimal para Octal

Exemplo 9:
Converter para octal o nimero 35910.

Solucio:

resto:

399 = 44875 - 0875 X 8 = 7

= 0.625— 0.625 X 8 = 5 —\I'

>

8

T 5
Parar quando o numerador for
menor que o denominador MSD T

£

13

- 1276”)



7.3 Conversao Octal para Binario

|:| Substitui-se cada digito hexadecimal pela palavra binaria de 3 bits
equivalente, de acordo com a Tabela 3 a seguir:

Octal/binary conversion.

Octal Digit 0 1 2 3 4 5 6
Binary 000 001 010 011 100 101 110

7
111

Tabela 3: Equivaléncia entre digito octal — palavra binaria correspondente.
Exemplo 10:

Converta para binario:
(a) 134 (b) 254 (c) 1404 (d) 75264

Solucio:

@ 1 3 (b) 2 5 ¢ 1 4 0 d 7 5 2 6
L L a3 RIEAEY ERE A
001011 010101 001100000 111101010110

7.4 Conversao Binario para Octal

D Comecando da direita para esquerda, subdivide-se o numero binario em

grupos de 3 bits, e substitui-se pelo equivalente digito octal da Tabela 3. Se
nao for possivel formar um grupo completo de 3 bits a esquerda do numero
binario, acrescenta-se 1 ou 2 zeros para tanto.

Exemplo 11:
Converta para octal:
(a) 110101 (b) 101111001 (c) 100110011010 (d) 11010000100

Solucio:
(a) 110101 (b) 101111001
1 Ll
6 5 =65 S5 7 1=75714
(¢) 100110011010 (d 011010000100
Ll VAN
4 6 3 2=4632 3 2 0 4=23204;
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