Problema: incidéncia obliqua de onda EM na interface entre dois meios -
polarizacéo paralela e perpendicular

Uma onda plana se propaga no ar (meio 1) com fasor do campo elétrico definido por:

Ei(x,2) = (Eixi_ + Eiy-j_ + Eizk ).e ) (BxXB2:2)
(1)

onde

v v Vv ad ad
Eix:i= 9~  Eiy:= -4~ Eiz:= -6~ Bx:= 2.8 8z:= 3%
m m m m m

A onda que se propaga no meio 1 incide na interface meio 1-meio 2, e passa a se propagar no meio 2 com direcdo de propagacio
distinta da diregdo de propagacdo no meio 1, conforme mostra a figura abaixo. O meio 2 € um meio dielétrico (ndo-magnético), sem

perdas e com permissividade relativa er := 2.25.

AX

Pede-se:

a) Determine o angulo de incidéncia 6i e o angulo de transmiss&o 6t = 62 na figura acima.

b) Determine a frequéncia f da onda.

c) Determine nos pontos P1 e P2 de coordenadas P1 (x1:= Om,yl:= 0Om,zl:= Om)e P2 (x2:= 1m,y2:= Om,z2:= -1m. o fasor
do campo elétrico Er refletido na fronteira e que se propaga no meio 1)

d) Determine o fasor do campo elétrico Et transmitido através da fronteira e que se propaga no meio 2 nos pontos P1 e P3 de
coordenadas P1(x1=0 ,yl=0 ,z1=0 )eP3(x3:=1m,y3:= 0m,z3:= 1m.).

e) A densidade de poténcia média (parte real do vetor de Poynting) no meio 2.
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Solucao :

a) Comparando o argumento da exponencial complexa na expresséo de Ei na equagéo (1) acima com o argumento da exponencial
complexa na expressdo de Ei nos slides 20 e/ou 28 de [1], temos:

B1-sin(6i) = Bx

B31-cog(0i) = Bz

Dai, das projegcbes acima, obtemos:
. Bx .
0i := atan| — —>  0i = 33.69-deg

Bz

81=y (302 + (322 —  pl= 3606 8
m

Do er definido no enunciado para o meio 2 e do slide (23) de [1], temos:

Bl = wHgEo
g2 = w',/ Mo Eqg-ET

e, portanto,

B2:= Blfer B2 = 5.408~% )

Da Lei de Snell no slide 25 e/ou no slide 31 de [1] temos:

B1-sin(Bi) = B2-sin(6t)

Resolvendo p/ 6t:

ot = asn(ms—n(el)) )
B2

(2)->@):

ot = asn(mj ot = 21.703-deg
er

Nota: Observe que a lei de Snell vale tanto p/ o caso de onda incidente com polarizagéo paralela como p/ o caso de onda incidente
com polarizagao perpendicular. Vide equacédo (1.136b) e comentario imediatamente apds equacao (1.142b) em [2]. Observe também
que para os dois casos o angulo de reflexdo 6r é igual ao angulo de incidéncia 6i, isto & Or:= 6i .

b)

81 = - f;:cz'—Bl —>  f=172033MHz
-7t




c & d) Para determinar o campo elétrico da onda refletida, primeiro temos que determinar a polarizagéo da onda incidente. Da
expressédo de Ei na equacdo (1) acima observa-se que a onda incidente € uma superposicéo de duas ondas, uma com polarizagéo
paralela e outra com polarizagcéo perpendicular. Conforme slide 28 de [1], no caso de incidéncia sob polarizagdo perpendicular, Ei
tem apenas componente na diregéo y. E conforme slide 20 de [1], no caso de incidéncia sob polarizagéo paralela, Ei possui
componentes na diregao x e na direcao z. Consequentemente, € necessario decompor a onda do campo elétrico incidente Ei como
a superposi¢céo da onda EiParade polarizagéo paralela com a onda EiPerp de polarizacao perpendicular:

Ei = EiPerp + EiPara

Portanto, desta decomposicdo Ei = EiPerp + EiParae da expressao de Ei na equacéo (1) acima, e tendo em mente que no caso de
incidéncia sob polarizacéo perpendicular Ei tem apenas componente na direcéo y , e que no caso de incidéncia sob polarizagao
paralela, Ei possui componentes na dire¢éo x e na diregdo z, temos:

EiPerp(x,z) := Eiy-j_.e_j'(BX'XJrﬁZ'Z)

EiPara(x,z) := (Eix-i_+ Eiz~k_).e_j'(BX'X+BZ'Z)

Na origem do sistema cartesiano, na coordenada (x =0,y = 0,z = 0) onde a onda incidente Ei incide na fronteira e da origem a
onda transmitida Et e também a onda refletida Er, temos que as componentes nas dire¢cdes X,y e z do vetor campo elétrico EiPerp e
as componentes nas direcdes x,y e z do vetor campo elétrico EiParasao:

0
EiPerp(0,0) = | -4 |-
0

9
EiPara(0,0) = | 0
-6

Na fronteira na coordenada (x =0,y =0,z =0), o vetor campo elétrico EiPerp0 na direcéo de propagacéo da onda que incide na
fronteira sob polarizagéo perpendicular € a componente na diregdo y do vetor campo elétrico EiPerp :

\%

EiPerp0 := EiPerp(0,0), —> EiPerp0 = —4-—
m

De mesma forma, na fronteira na coordenada (x = 0,y = 0,z = 0), o vetor campo elétrico EiPara0 na dire¢gao de propagagao da

onda que incide na fronteira sob polarizacéo paralela é o vetor resultante na direcdo de propagacéo da onda obtido das
componentes nas direcdo x e z do vetor campo elétrico EiPara:

v
EiPara0 := J (EiPara(O,O)O)Z + (EiPara(O,O)2)2 —>  EiPara0 = 10.817-—
m

Note que, pelo principio da continuidade dos campos na fronteira, EiPerp0e EiPara0 dardo origem a onda transmitida Et e
também a onda refletida Er,que ser&o respectivamente obtidas a partir da aplicagédo dos coeficientes de reflexdo I e
transmissédo T aos campos EiPerp0e EiPara0 na fronteira, conforme desenvolvimento que segue:

Do slide 23 de [1], temos que as impedancias n1 e n2 respectivas aos meis 1 e 2 sdo dadas por:

"
M= = —  nl-37673.0

W,
2= [—— = 2= 251154.0



Os coeficientes de reflexdo I'Para e de transmisséo tParavalidos para a onda incidindo na fronteira sob polarizagdo paralela sao
dados por (ver slide 25 de [1]):

__ m2-coy(6t) — m1-cog(6i)
" m2-cos(6t) + m1-cos(6i)

T'Para —>  T'Para= -0.147

Para:= 2n2.cof0) —>  rPara= 0764
n2-co3(6t) + n1-coyOi)

Os coeficientes de reflexdo I'Perp e de transmisséo TPerp validos para a onda incidindo na fronteira sob polarizagédo perpendicular
sao dados por (ver slide 31 de [1]):

.: Mn2-coy(6i) — m1-cogyOt)

TPerp :
n2-cog(0i) + nl-cogOt)

T'Perp = -0.252

2n2-cog(0i
TPerp: m2-cos(0i)

= : TPerp = 0.748
n2-coy0i) + nl-cog(6t)

Do slide 23 de [1], temos que para a onda incidindo na fronteira sob polarizag&o paralela, o campo elétrico da onda refletida ErPara
e 0 campo elétrico EtParada onda transmitida séo dados por:

ErPara(x,z) = EiPara0-I'Para(cos(0r)-i_ + sin(6r)~k_)~e_jﬁl’(xgn(er)_z'cos(er))

EtPara(x, z) = EiPara0-Para (cos(0t)-i_ — sin(6t).-k ).e ) P2 (x-Sn(00+z cos(8y)

Do slide 29 de [1], temos que para a onda incidindo na fronteira sob polarizac&o perpendicular, o campo elétrico da onda refletida
ErPerp e o campo elétrico EtPerp da onda transmitida s&o dados por:

ErPerp(x,z) = EiPerp0-TPerp-e j-B1-(x-sin(6r)—z cos(r)) ;

EtPerp(x,z) = EiPerp0-TPerp-e J- B2:(x-sin(8Y +2 cos(61)) i

Mas, conforme ja discutido, a onda do campo elétrico E em qualquer coordenada é uma superposi¢cao da onda EParade

polarizac&o paralela com a onda EPerp de polarizagéo perpendicular, independente da onda ser incidente, refletida ou transmitida,
conforme expresso abaixo:

Er(x,z) := ErPara(x,z) + ErPerp(X, z)
Et(x,z) := EtPara(x,z) + EtPerp(X,z)

Para o ponto P1 (na fronteira), x1=0 e z1=0 e dai obtemos os fasores:

~1.319 7.681
v v
Er(x1,z1) = | 1.009 |-— Et(x1,z1) = | -2.991 |-—
m
~0.879 ~3.057

Para o ponto P2, x2=1m e z22=-1m e dai dai obtemos os fasores:

—0.374 — 1.264i 1.319 -106.479
Y TN Y,
Er(x2,z2) = | 0.286 + 0.968i |-— |Er(x2,22)| = | 1.009 | — arg(Er(x2,z2)) =| 73521 |-deg
m m
—-0.249 — 0.843i 0.879 -106.479

Para o ponto P3, x3=1m e zZ3=1m e dai obtemos os fasores:

5.663 — 5.189i
Et(x3,23) = | ~2.205 + 2021 |-~ S ~42.499
P =| —4 + Z. 'm |Et(X3,23)| =12991 | — arg(Et(XS,ZS)) - | 137501 deg
-2.254 + 2.065i

3.057 137.501



e) Como ambos os meios sdo sem perdas, a densidade de poténcia média é conservada em ambos os meios, incluindo a
fronteira. Dai temos que na fronteira (x=0 e z=0) o campo Et transmitido é:

7.681
v
Et(0,0) = | -2.991 |- —
m

~3.057

Cujo médulo é obtido a partir de suas componentes nas diregdes X, y e zZ:

Eo = J(Et(O,O)O)Z ¥ (Et(0,0)1)2 ¥ (Et(0,0)2)2 Eo - 8.792~%

E dai a densidade de poténcia média é obtida através de:

[E°j2
S.— N2/ s- 153883 MW



