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Vetor de Poynting

Conforme vimos nos capitulos anteriores, as frentes de onda de uma onda EM que se propaga no espaco R3 s3o investidas
de energia distribuida ao longo da superficie da frente de onda. Um exemplo disto é o Exemplo 3 do slide 36 Cap 1.5, em
gue a onda EM incide em um condutor e induz uma corrente elétrica I no mesmo. Se conectarmos um resistor R a este
condutor, a corrente I entrega uma poténcia P = RI? a este resistor, poténcia que é fornecida pelas frentes de onda da
onda EM incidente no fio.

O objetivo desta secao é, entdo, derivar uma relacdo entre a taxa no tempo de transferéncia de energia (=poténcia
transferida) e as intensidades dos campos E e H de uma onda EM que se propaga no interior de um volume fechado v
delimitado por uma superficie s.

No interior do volume v , 0 meio de propagacdao da onda EM apresenta permeabilidade magnética 1, permissividade
elétrica ¢ e condutividade elétrica o.

Vamos iniciar a analise da poténcia transferida pela onda EM a partir das equacdes de Maxwell em rotacional dos campos
EeH:

VXE 98 B H 1
X =] — =
VXE ot B=pH (1)

VXH J+ oD D=c¢E

XH = — =¢

IRH =g+, BT ®)
Consideremos a seguinte identidade vetorial (ver "Cross product rule" em
https://en.wikipedia.org/wiki/Vector calculus identities ):

V-(ExH)=H-(YxE)-E-(VxH) (3)

(1), (2) — (3) resulta:
B .98  m.
V-{ExH)=—H —=—E—~E=d (@)
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Vetor de Poynting

Em um meio de propagag¢ao usual, em que a permeabilidade magnética 1/, a permissividade elétrica & e a condutividade
elétrica o sao invariantes no tempo, os termos a direita em (4) podem ser re-escritos como :

0B 9(pH) _10(pH-H) c
5= 727 a at( ulH” ) ©)
oD . 09(eE) 10(eE-E) _
E'5t=% "6 ~2° at ( el ) ©
E-J= (aE)—a|E| (7)

notando que os resultados de (5) e (6) fazem uso da seguinte expressao do calculo basico:

6_u _ la(u-u)

= 8
ot 2 o0t ®)

(5), (6), (7) = (4) resulta:

V- (ExH) =~ (zelE]* + Zul]”) - o|Ef ®
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Vetor de Poynting

O teorema da divergéncia de Gauss (https://en.wikipedia.org/wiki/Divergence theorem ) estabelece que a soma (integral)
da componente normal de um campo F sobre uma superficie fechada s é igual a soma da divergéncia de F, dada por V-F,

em toda regido no interior de volume v delimitado pela superficie s:

gr-ds = ||| v-Eav (10)

Fazendo F = E X H em (10) e, a seguir, usando (9) no termo a direita de (10):
#(gxﬂ)-dg - -—ﬂf ZelE[* + Sul dv-ﬂf dEfdv
S

Note que a primeira integral a direita de (11) representa a taxa de variacao no tempo da energia (=poténcia) armazenada
respectivamente no campo elétrico E e no campo magnético H no interior do volume fechado v delimitado pela superficie

S.

A segunda integral a direita de (11) representa a poténcia 6hmica (perdas Joule) dissipada no volume v como resultado da
densidade de corrente de condugdo J = 0E fluindo no interior do volume ¥ em consequéncia do campo elétrico E.

Portanto, o lado direito de (11) pode ser interpretado como a taxa de reducdo no tempo da energia elétrica e da energia
magnética (poténcia elétrica e poténcia magnética) armazenadas no interior do volume vV, acrescida da perda de poténcia
causada pela poténcia 6hmica dissipada como calor no interior do volume v (perdas Joule).
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Vetor de Poynting

d 1 1
ﬁ(@xg).dg _ ‘&fﬂ (zelel + Sulal) dv-jff dEfdv

Para ser consistente com a lei de conservacdo de energia, o lado direito de (11) deve igualar a poténcia (taxa de variacao
no tempo da energia) que sai do volume vV atravessando a superficie S, quantidade que é representada pelo lado
esquerdo de (11).

Assim, E X H no lado esquerdo de (11) & um vetor perpendicular ao plano que contém os vetores E e H e que representa

a poténcia por unidade de area que sai do volume v atravessando a superficie S. Este vetor é denominado de vetor de
Poynting §, definido por:

S =E x H [VA/m?] (12)

Se os vetores E e H forem variantes senoidalmente no tempo, entdo ambos sdo representados por seus respectivos
fasores, e o vetor de Poynting S é dado por:

S =1(ExH") [VA/m*] (13)

onde {-}* é o operador que retorna o valor conjugado de seu argumento. O multiplicador 1/2 resulta da multiplica¢do por
1/v/2 dos valores instantdneos maximos de E e H para efeito de conversdo das magnitudes de E e H para seu valores
rms. A parte real de § dado por (13) representa o fluxo direcional de poténcia util em [W/m?] transportado pela onda EM.

A parte imaginaria de § dado por (13) representa o fluxo direcional de poténcia reativa em [VAr/m?] transportado pela
onda EM.

O vetor de Poynting S representa, portanto, o fluxo direcional de poténcia de uma onda EM. Para uma onda EM plana, o
vetor de Poynting S é alinhado com a dire¢ao e sentido de propagac¢ao da onda EM e expressa a densidade superficial de
poténcia distribuida na superficie das frentes de onda da onda EM.
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Polarizagao da onda EM

Vimos nos capitulos anteriores que uma onda EM plana é caracterizada pela direcdo de propagacao (por exemplo, direcao
z — vetor unitario E ), pela amplitude e fase dos campos E e H e pela frequéncia f da onda.

Vimos também que os parametros constitutivos g, € e u do meio determinam a constante de atenuag¢ao da onda a e a
constante de fase f.

Para completar a descricao de uma onda plana uniforme, precisamos conhecer a orientacao descrita por sua polarizagao,
i.e., como o como o vetor unitario de E se orienta no espago R3 (e, consequentemente, como se orienta o vetor unitario
de H, que é ortogonal ao vetor unitario de E).

Formalmente, a polarizagio da onda EM indica o caminho descrito pela ponta do vetor E em um plano no espaco R3 que é
ortogonal a dire¢do de propagagao. Por exemplo, a figura abaixo mostra a polarizagao vertical, em que a ponta do vetor E

ora aponta para cima, ora aponta para baixo, descrevendo uma linha vertical no plano P perpendicular a direcao z de
propagacao.

'
o
L 3

Vet it

.'T_

.'I ' .!-'. .-.:‘; .'._.
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Polarizacédo da onda EM

Consideremos a onda EM plana uniforme se propagando na direcdo z caracterizada pela equacdo (14) abaixo e mostrada
em azul na figura:

E(z,t) = Exi + Ejj = Egxcos(ot — Bz)i + Egycos(wt — Bz)j  [V/m] (14)

Note na equacdo (14) que o campo E(z,t) tem uma componente de amplitude E, na dire¢do x (em verde na figura) e tem
uma componente de amplitude Ey,, na diregdo y (em na figura).

A ponta do vetor E(zt) resultante das
componentes Eq, e Eg, traga um
segmento de linha inclinado de um
angulo t = tg™(E,,/E,), representando
uma onda polarizada linearmente (em
azul na figura).

Ver animagao em

https://www.fccdecastro.com.br/PPT/OLT C3 A1S7.pptx

Ondas e Linhas de Transmisséo Cap I11.2 — Polarizacdo da onda EM Prof Fernando DeCastro 7


https://www.fccdecastro.com.br/PPT/OLT_C3_A1S7.pptx

Polarizagao da onda EM

Consideremos agora uma onda EM plana uniforme se propagando na dire¢ao z caracterizada pela equacao (15) e mostrada
na figura abaixo.

E(z,t) = Exi = Egycos(wt—Bz)i  [V/IM] (15)

Note na equacgdo (15) que o campo E(z,t) tem uma Unica componente de amplitude E, na direcdo x, mostrada no tempo
em (a) na figura abaixo paraz = 0. A figura (b) mostra a representacio no espaco R3 do vetor E para os pontos

ou_n

correspondentes no tempo (de “a” até “e”).
O préximo slide mostra a animagdo da onda E(z, t) definida por (15) , denominada onda EM verticalmente polarizada.

X
= a
—b
A
c
W0 7 =
‘—d
_El] | F_E
1 1.5 2
(a) Tempo (periodos) (b)
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Polarizacédo da onda EM

_ Polarizacao
L . linear vertical

Ver animagao em

https://www.fccdecastro.com.br/PPT/OLT C3 A2S9.pptx
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Polarizagao da onda EM
Uma onda EM plana uniforme se propagando na direcao z caracterizada pela equacgao (16) é denominada de onda EM

horizontalmente polarizada.

O préximo slide mostra a animagdo da onda E(z, t) horizontalmente polarizada definida por (16);

E(z,t) = Eyj = Egycos(wt — Bz)f [V/m] (16)
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Polarizacédo da onda EM

linear horizontal

Ver animagao em

https://www.fccdecastro.com.br/PPT/OLT C3 A3S11.pptx
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Polarizagao da onda EM

Até o momento analisamos a onda EM plana E(z,t) uniforme se propagando na dire¢do z com uma componente de
amplitude Eq, na direcdo x e/ou com uma componente de amplitude E, na dire¢do y, mas ndo incluimos na andlise a
possibilidade de as componentes estarem defasadas entre si, seja no tempo t, seja na distancia percorrida na direcao z de
propagagdo. Para contemplar esta defasagem, vamos incluir na definicdo de E(z, t) os angulos de fase ¢, e ¢,, respectivos
a cada componente, conforme mostra (17). Veremos que os angulos ¢, e ¢, sdo fundamentais para definir outros dois
modos de polarizacao da onda EM — a polarizagao eliptica e a polarizagao circular, conforme veremos adiante.

E(z,t) = E, i+ Eyj = Eoxcos(wt — Bz + ¢, )1 + Eoycos(wt — Bz + qby)]: [V/im] a7)

Para ¢, = ¢, = 0° (17) se torna idéntica a (14) e este &, entdo, o caso ja analisado no slide 7. Se, para este caso,
quisermos por exemplo tracar o caminho que a ponta do vetor E descreve no plano P perpendicular a dire¢do z de
propagacao (ver slide 6), estando P localizado em z = 0, a equacao (17) simplifica para

E(0,t) =E, I+ Ey]: = Ep,cos(wt)i + Eoycos(wt)]: [V/m] (18)

Em t = 0, ambas as ondas polarizadas linearmente assumem seus valores maximos de amplitude, 31':
de modo que, de (18) temos E(0,0) = E,L + Eg,J, correspondendo ao ponto “a” na figura.

Emt=T/4,sendo T =1/f o periodo no tempo da onda EM de frequéncia
f = w/(2m), resulta que wt = m/2 e ambas as ondas polarizadas linearmente

assumem seus valores minimos de amplitude (zero, no caso), de modo que, de g ————- 1_- 1 Em

I
I
(18) temos E (0, 2) = 01 + 0j , correspondendo ao ponto “b” na figura. | ral b
- I
T

Se tragarmos o caminho que a ponta do vetor E descreve no plano P apds E
transcorrer um ciclo completo de duracdo T, obtemos o segmento de

linha em na figura, indicando que a onda é polarizada —
linearmente. O angulo de inclinagao 7 é o angulo que essa linha faz com

eixo x, dado por T = tg™}(E,o/E,q). T= tg'l(Eyo/EXO)
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Polarizagao da onda EM

A polarizagdo linear ocorre quando as componentes E, e E,, estdo em fase:

¢y — ¢, =0° (19)

ou quando as componentes E, e E,, estdo defasadas de 180°:

¢y — ¢ = +180°. (20)

Quando a diferenca de fase ¢, — ¢, entre as componentes E,, e E, ndo é 0° ou +180° a polarizacdo que ocorre ¢ a
denominada polarizagdo eliptica , em que a ponta do vetor E descreve uma elipse no plano P apods transcorrer um ciclo
completo de duracao T do periodo da onda EM.

Quando a diferenga de fase ¢,, — ¢, entre as componentes E,, e E, € +90° a polarizacdo que ocorre é a denominada
polarizagao circular, que é um caso particular da polarizacao eliptica, conforme veremos a seguir no Exemplo 1.
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Polarizagao eliptica da onda EM

Exemplo 1: Uma onda EM plana E(z, t) uniforme de frequéncia f = 2.4 [GHz] se propaga no espaco livre na dire¢do +z . O
campo E da onda EM apresenta uma componente de amplitude Eg, na diregdo x e uma componente de amplitude E,, na
direcdo y. ¢, e ¢y, sdo os angulos de fase respectivos de cada componente. Dependendo dos valores de Egy, Eq,, ¢ € ¢,
a ponta do vetor E descreve varios tipos de linhas e curvas fechadas no plano P perpendicular a dire¢do +z de propagacao,
apos transcorrer um ciclo completo de duragdo T do periodo da onda EM. O tipo de linha e/ou curva fechada descrita no
plano P definem o tipo de polarizacdo: Linha (polarizacao linear), elipse (polarizacao eliptica) ou circulo (polarizacao
circular).

Pede-se: Plote a linha ou curva que a ponta do vetor E descreve no plano P perpendicular a direcdo +z de propagacao
para as seguintes situagdes:

(@) Eox =1.0[V/m], ¢, =0°, Ep, =1.0[V/m], ¢, =0".

(b) Egx = 1.0[V/m], ¢, =0°, Eg, = 1.0 [V/m], ¢, = 180°.
(c) Eox = 1.0 [V/m], ¢, =30°, Eqy, =1.0[V/m], ¢, =0°.
(d) Eox = 1.0 [V/m], ¢, =60°, Ey,, =1.0[V/m], ¢, =0°.
(e) Eox = 1.0 [V/m], ¢, =90°, Eq,, = 1.0[V/m], ¢, =0°.
(f) Eox = 1.0 [V/m], ¢, =30°, Eqy, =2.0[V/m], ¢, =0".
(8) Eox = 1.0 [V/m], ¢, =30°, Eo, =4.0[V/m], ¢, =0".
(h) Egx = 1.0[V/m], ¢, = 180°, Ey, = 4.0 [V/m], ¢, = 30".
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Polarizagao eliptica da onda EM
Solugao:

Para a solucdo deste exemplo vamos usar o script Mathcad Exemplol.xmcd disponivel em
https://www.fccdecastro.com.br/ZIP/OLT C3 E1S14.zip .

f := 2.4GHz

2.1t rad 1
12.491-cm = — =503.-— = — =0.417-ns
b A m 'x’/ f

w= 2.mf = 15.08- 24 A=
ns

- | o

Ex(EOx,z,t, dx) := EOx-cos(w-t — 3-z + Px) Ey(EOy, z,t, dy) := EQy-cos(w-t — B-z + dy)

t:=0,0.01.T..T z:= 0\
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Polarizagao eliptica da onda EM

(@) EOx:= 1.0X ¢x:= 0° EOQy:= 1.0-X ¢y := 0°
m m
r-
X
0.3T
7 y

Ex(EOx,z,t, | } } |

X(E0x, 2,1, ¢x) -1 -0.5 0 0.5 1
—-0.51
-

Ey(EQy, z,t, dy)
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Polarizagao eliptica da onda EM

v o FOvee L0 by 180°
(b) Fx= 10— @xi=0° By;= 10— gy:=180

Ex(EOx, z,t, px I ;
( ¢x) AP “bs

- 0.5

=

Ey(EOy, z,t, ¢y)
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Polarizagao eliptica da onda EM

(©) Eox= 10~ Ox:=30° EQy:= 102 dy= 0°
m m

Ex(EOx, z, t, $x)

-1

-T

Ey(EQy, z,t, ¢y)
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Polarizagao eliptica da onda EM

(d) m:= IOX %ﬁ= 60° M= 10X %:= 0°
m m

0.5

Ex(EOx, z, t, $x) I ) t

|
(=]
o4
w
[e—

-0.5r

-T

Ey(EOQy, z,t, dby)
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Polarizagao eliptica da onda EM

(e) EOx = 1.0X xi=90° EQy:= 1_().1 Dye= 0°
m m

0.31

Ex(EOx, z, t, $x) t

|
[=]
L
o
(e
()]
(==

- 031

Quando a diferenca de fase ¢, — ¢,
entre as componentes E, e E, € +90°a
polarizagdao que ocorre é a denominada
polarizagao circular, que é um caso

particular da polarizagdo eliptica. Ey(EOy, z,t, dy)
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Polarizagao eliptica da onda EM

() E0x= 1.0X x:=30° EQy:= 2_().X y= 0°
m m

Ex(EOx,z,t, dx) _5 5 /1 b

-2

Ey(EOy, z,t, dy)
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Polarizagao eliptica da onda EM

(@ E0x:-= 1.0% Ox:=30° EQy:= 4,0§ dya= 0°

Ex(EO0x,z,t,px) | !
( x) -4 -2 Mz 4

—4-

Ey(EOQy, z, t, dy)
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Polarizagao eliptica da onda EM

h = 1.0— = ° = 4 .- = o
) Fs= 10— x=180° RQy=40— =30

Ex(EOx,z,t, px) @
\ |

—4

Ey(EQy, z,t, ¢y)
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Polarizagao eliptica da onda EM

Y A Ver animagdo em

https://www.fccdecastro.com.br/PPT/OLT C3 A4S24.pptx

Polarizacao
eliptica
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Polarizagao circular da onda EM
Conforme vimos na solugdo do item (e) do Exemplo 1 (ver slide 20), quando a diferenga de fase ¢, — ¢, entre as
componentes E,, e E, € +90° a polarizacdo é circular, que é um caso particular da polarizagdo eliptica. A polarizacdo
circular é de importancia significativa em diversas aplicacdes praticas. Por exemplo, abaixo e no préoximo slide é mostrado
uma antena para recepg¢ao de sinais de satélite, e que é projetada para receber uma onda EM circularmente polarizada na
frequéncia f = 137 MHz. A polarizagdo circular € mandatdria para transmissao e recepgao de sinais de satélite porque
torna o enlace entre a antena do satélite e a antena da estacao terrena minimamente dependente do posicionamento

angular do satélite em relagao a estacao terrena.

Dipolo cruzado de 0.5A @ f = 137 MHz -
polarizagdo RHCP - p/ satcom c/ satélite NOAA
(National Oceanic and Atmospheric
Administration) - ver
http://hans.mayer.tv/html/crossdipole137.html

AtillD:510 mm E:coax 500,361 mm

F:2 coax 75Q2,
361 mm parallel

250
G:50 Q2 antenna

cable
K

i‘—Z= 50 2

©-

f:= 137MHz — frequencia de operagéo

p:= 0.66 — fator de velocidade do cabo

c = 2.998 x 1082 — velocidade da luz
S

A\:=—=2.188m — comprimento da onda no espaco livre

=
f
Xg:=p-A=1444m —> comprimento da onda no cabo

ﬁ = 361.064-mm — 1/4 do comprimento da onda no cabo
4

Zo:= 7500 — impedancia caracteristica de cada cabo em
paralelo no trafo de Ag/4

Zop := 25 =37.5Q) — impedancia caracteristica resultante do paralelo
2

dos dois cabos de impedancia Zo no trafo de Ag/4

Zin:= 500 — impedancia de entrada no trafo de Ag/4

Zop2

Zin

Zl::=

=28.125Q ~25Q — impedancia na saida do trafo de Ag/4
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Polarizagao circular da onda EM
Dipolo cruzado de 0.5A @ f = 137 MHz - polarizagdo RHCP - p/ satcom c/ satélite NOAA




Polarizagao circular da onda EM

Ver animagao em

https://www.fccdecastro.com.br/PPT/OLT C3 AS5S27.pptx

Ey
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Polarizagao circular da onda EM

Para uma onda circularmente/elipticamente polarizada, é necessario especificar o seu sentido de rotacdo, que depende da
diferenca de fase ¢, — ¢, entre as componentes E,, e E,:

¢y — ¢x = —90° para uma onda circularmente polarizada a direita (RHCP — Right-Hand Circular Polarization). (21)

¢y — ¢, = +90° para uma onda circularmente polarizada a esquerda (LHCP — Left-Hand Circular Polarization). (22)

Ver animagao no proximo slide.

O sentido de rotacao também se aplica a polarizacao eliptica. Pode-se ter polarizacao eliptica a esquerda (LHEP - Left-Hand
Elliptical Polarization) e polarizacao eliptica a direita (RHEP — Right-Hand Elliptical Polarization):

¢y — ¢ < 0° para uma onda RHEP. (23)
¢y — ¢x > 0° para uma onda LHEP. (24)

Importante notar que para (21), (22), (23) e (24) serem validas é necessario que a amplitude das componentes Eg, e E,
sejam positivas, conforme abaixo:

E(z,t) = E, i+ Ey]: = Eg cos(wt — Bz + ¢, )i + Eoycos(wt — Bz + gby)]: [Vim]

Caso a amplitude de uma das componentes for negativa, soma-se 180° a fase da componente. Por exemplo, a componente
Eq, € negativa em (25) abaixo:

E(z,t) = E, 1+ Ey]: = Eg cos(wt — fz + ¢, )i — Eoycos(wt — Bz + d)y)]: [V/m] (25)

Nesta situagdo, para que (21), (22), (23) e (24) sejam validas, € necessario somar 180° a fase da componente Ey,
colocando (25) na forma de (26) abaixo:

E(z,t) = E,i+ Eyj = Egxcos(wt — Bz + ¢, )T + Eoycos(a)t — Bz + ¢y + 180°)]: [VIm] (26)
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Polarizagao circular da onda EM

1 _ %r N e , Polarizagdo circular direita (RHCP) —

w ; \\ vetor do campo E gira no sentido
. \ " hordrio aos olhos do observador

posicionado no eixo +z olhando para a
origem do sistema cartesiano.

Ver animagao em
https://www.fccdecastro.com.br/PPT/OLT C3 A6S29.pptx

Polarizagao circular esquerda (LHCP) —
vetor do campo E gira no sentido anti-
horario aos olhos do observador
posicionado no eixo +z olhando para a
origem do sistema cartesiano.
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Polarizagao circular da onda EM
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Representacao fasorial da polarizacao da onda EM

Alternativamente, a polarizacao da onda EM pode ser representada de forma fasorial. Consideremos a equacao para
E(z,t) abaixo.

E(z,t) = Exi + Eyj = Egxcos(wt — Bz + ¢,)i + Eqycos(wt — Bz + qby)]: [V/m]

A equacao acima pode ser colocada na forma fasorial de (27) abaixo:

E = Eoxe/xe™ P71 + By, e/Pve IF%)  [V/m] (27)

Para uma onda LHCP, ¢, = 0°, ¢, = +90° e Ey( = Ey . Dai, paraz = 0 temos de (27) que:

E = Eoyl + Eox /%) = Eo, (1+ jj)  [VIm] (28)

Para uma onda RHCP, ¢, = 0°, ¢, = —90° e Ey( = E,( . Dai, para z = 0 temos de (27) que:

E = oyl + Egx e 7"/%] = Eo, (i~ jj)  [VIm] (29)

Ondas e Linhas de Transmissao Cap lll.2 — Polarizagao da onda EM Prof Fernando DeCastro 31



	Slide 1: Vetor de Poynting, polarização da onda EM  
	Slide 2
	Slide 3
	Slide 4
	Slide 5
	Slide 6
	Slide 7
	Slide 8
	Slide 9
	Slide 10
	Slide 11
	Slide 12
	Slide 13
	Slide 14
	Slide 15
	Slide 16
	Slide 17
	Slide 18
	Slide 19
	Slide 20
	Slide 21
	Slide 22
	Slide 23
	Slide 24
	Slide 25
	Slide 26
	Slide 27
	Slide 28
	Slide 29
	Slide 30
	Slide 31

