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Reflexao e transmissao de ondas EM planas em fronteiras

Varias situacdes de andlise e projeto de sistemas de telecomunicagdes envolvem o comportamento de campos EM na
fronteira entre varios tipos de meios de propaga¢ao da onda EM, incluindo meios sem perdas, meios com perdas, meios

condutores e meios condutores perfeitos (PEC — perfect electric conductor, em que a condutividade o é muito grande, como
0 ouro ou o cobre).

Neste contexto, é instrutivo e util analisar a reflexao de uma onda EM plana normalmente incidente do espaco livre em um
half space (meio-espaco) de um material arbitrario. A geometria é mostrada na figura abaixo, onde o half space definido
paraz > 0 é caracterizado pelos parametros permissividade € [F/m], permeabilidade p [H/m] e condutividade ¢ [mho/m].
A polarizagdo da onda EM é tal que o campo elétrico E [V/m] é orientado de acordo com o eixo x do sistema cartesiano de
referéncia do espaco R3. Note na figura que uma onda EM com campo elétrico E; se propaga no espaco livre no sentido do

eixo +z e incide na fronteira do espago livre com o material de parametros €, u e 6. Uma parcela da onda incidente E; se
reflete na fronteira e retorna na forma de uma onda EM refletida E,. que se propaga no sentido do eixo -z. Uma outra
parcela de E; atravessa a fronteira e se propaga no meio com parametros ¢, )L e o no sentido do eixo +z na forma de uma

onda EM transmitida com campo elétrico E;.
o XA

Regiao 1 meio arbitrario

EUT
MN—— Ei
E: —UUL TIN— E:

Regiao 2

espaco livre \
€o Up fronteira
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Reflexao e transmissao de ondas EM planas em fronteiras
No espaco livre, i.e., para z < 0, se propagam as ondas do campo elétrico E; e do campo magnético H;, ambas incidentes na
fronteira. A partir das equagdes (23) e (33) do Cap I.3 Ej e H; sdo dados por:

E = Ege~Tk0Zi [v/m] (1) H; = 5—06‘1""02]“ [A/m] (2)

onde E, [V/m] é a amplitude do campo elétrico incidente, k, = 2711 [rad/m] é a constante de propagac¢do no espaco livre,
— = 2.99792458 x 10°
0<c0

[m/s] é a velocidade de propagacdo da luz no espaco livre, &, = 8.8541878128 x 10712 [F/m], yy = 4w X 1077[H/m] e

A= % [m] é o comprimento de onda no espaco livre da onda EM de frequéncia f [Hz], c =

Mo = Lo = 120m ~ 377 [QQ] é a impedancia caracteristica do meio de propagacado (no caso, o espaco livre) da onda EM.

€o
No mesmo espago livre para z < 0 se propaga a onda EM refletida na fronteira, cujos campo elétrico E. e o campo
magnético H, sao dados por (ver equagdes (23) e (33) do Cap I1.3):

E, = EgTe/%oz [v/m]  (3) H, = —’%efkozz [A/m]  (4)

onde I' é o denominado coeficiente de reflexao. I' indica a parcela da onda incidente E; que se refletiu na fronteira e
retorna na forma da onda EM refletida E) . Note em (3) e (4) que o argumento das exponenciais é positivo, indicando que a
onda EM refletida E, se propaga na diregao - z.

Da equagao (13) do Cap lll.1, para o half-space z < 0 (Regido 1) o valor negativo do vetor de Poynting &, = %Er X H. =

*

1 Kz A EoT  ikoza 1 Knza Eo'T* _ikoza Eo|?|T|% & I A

=~ E, l'e/*o% x (—nLef"OZj> = ~Ele/o%} x (— ‘:7 e JkOZ]> = —%E [VA/m?] indica que a poténcia da onda
0 - 0 - 0

EM refletida na fronteira esta se propagando na direcao - z, o que corrobora com o paragrafo anterior.
Note também que o sinal “—” em (4) indica que a onda do campo magnético refletido H, apresenta uma inversao de fase

de 180° em relagao a onda do campo magnético incidente H; dado por (2). Este sinal “—” em (4) decorre da solugdo da
Equacdo de Helmholtz para o campo magnético, conforme vimos na deducdo da equacdo (33) nos slides 16 e 17 do Cap I1.3.
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Reflexao e transmissao de ondas EM planas em fronteiras
No meio arbitrario com parametros €, i e g, i.e., para z > 0, se propagam as ondas do campo elétrico E; e do campo
magnético H,, ambas transmitidos através da fronteira. A partir das equagdes (40) e (44) do Cap 1.4 E; e H, sdao dados por:

& = EOTe_sz [V/m] (5)

He = "= e "% [A/m] (6)

onde y é a constante de propagacao complexa dada pela equagao (37) do Cap 1.4, abaixo reproduzida por comodidade de
visualizacao:

Yy =a+jp =jwue (1—£> [1/m] (7)

e onde T é o denominado coeficiente de transmissao. T indica a parcela da onda incidente E; que atravessou a fronteira e
se propaga adiante no half-space z > 0 na forma da onda EM transmitida E;. A constante 1 é a impedancia caracteristica
do half-space z > 0 dada pela equacdo (45) do Cap 1.4, abaixo reproduzida:

_ o

Q
» [Q] (8)

O proximo passo em nossa analise da reflexao da onda EM na fronteira entre o espago livre e
um meio arbitrario serd determinar os coeficientes I' e T a partir dos pardmetros dos dois ~tenl
meios. Para tanto, vamos considerar que a fronteira é uniforme e tem uma espessura
infinitesimal, de modo os campos elétrico e magnético tangenciais a fronteira precisam ser
iguais em ambos os lados 1 e 2 da fronteira, conforme mostra a figura ao lado (i.e. os campos
mantém continuidade ao atravessar a fronteira) . Em outras palavras, é necessario que: Hian1 Heanz

Etan1 = Etanz [V/m] (9)

E tan2

fronteira

Hign1 = Hegnz [A/m] (10)
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Reflexao e transmissao de ondas EM planas em fronteiras

O plano da fronteira encontra-se em z = 0 (ver figura no slide 2). Exatamente na fronteira em z = 0 ha uma onda EM
incidente E; e uma onda EM refletida E, no lado 1 (espaco livre). Estas duas ondas se superpde de modo que de (1) e (3)

temos:
Etan1 = Ei + Er = Eq + EoT'  [V/m] (11)

Exatamente na fronteira em z = 0, mas agora no lado 2 da mesma (meio arbitrario com parametros g, i e o), hd uma onda
EM transmitida E; , de modo que de (5) temos:

Etanz = ﬂ = EoT [V/m] (12)

Substituindo (11) e (12) em (9) resulta:
1+I'=T (13)

Agora, fazendo a mesma andlise para o campo magnético. Exatamente na fronteira em z = 0 hd uma onda EM incidente
H; e uma onda EM refletida H, no lado 1 (espago livre). Estas duas ondas se superpde de modo que de (2) e (4) temos:

E EoT
Hean1 = i + ﬂ = 77_2 - i [A/m] (14)

Exatamente na fronteira em z = 0, mas agora no lado 2 da mesma (meio arbitrario com parametros ¢, i e ¢), ha uma onda
EM transmitida H; , de modo que de (6) temos:

E,T
Heanz = ﬂ = T [A/m] (15)
Substituindo (14) e (15) em (10) resulta:
1-T T
=— (16)
Mo n
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Reflexao e transmissao de ondas EM planas em fronteiras

Resolvendo o sistema de equacdes definido por (13) e (16) para as incognitas I' e T resulta em:

n—"o
['= 17
n+ N (17)
2n
n+ 1N

Note que (17) e (18) constituem uma solucdo geral para a reflexao e transmissdao de uma onda EM normalmente incidente
na fronteira entre o espaco livre e um material arbitrario, onde n é a impedancia intrinseca do material e 7 é a impedancia
do espaco livre.

A partir deste resultado, e considerando a figura no slide 2, nos préoximos slides vamos analisar trés casos de particular
interesse em telecomunicacdes: (1) A Regido 2 é um meio sem perdas, (2) a Regido 2 € um meio bom condutor e (3) a
Regido 2 é um meio condutor perfeito. A analise sera baseada na transferéncia de poténcia através da fronteira e na
reflexao de poténcia na fronteira, e , para tanto, usaremos o conceito de Vetor de Poynting, visto no Cap Ill.1.
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Reflexao e transmissao da onda EM plana em fronteira entre o espaco livre e um meio sem perdas

Para o caso em que o half-space z > 0 é um material dielétrico sem perdas, fica implicito que a condutividade o é zero e a

permeabilidade u e a permissividade € sao valores reais (i.e., ndao-complexos). A constante de propagag¢ao y neste caso é
puramente imaginaria e dada por

Y =JjB = jwue = jko /Ui & [rad/m] (19)

onde ky = w+/lHpEy, [rad/m] é a constante de propagacdo para uma onda EM plana no espago livre. O comprimento de
onda da onda EM que se propaga no meio dielétrico sem perdas é

P S T - 20
"B T oyEE Vme 20)

onde Ay = c¢/f [m] é o comprimento de onda no espago livre da onda EM de frequéncia f [Hz]. A velocidade de
propagacao (=velocidade de fase) da onda EM que se propaga no meio dielétrico sem perdas é

w 1

c
B VEE Ve

Up

[m/s] (21)

Importante notar em (20) e (21) que o comprimento de onda 4 e a velocidade de fase v, no dielétrico sdo menores por um
fator

r em relagdo ao comprimento de onda A, e a velocidade de fase ¢ da onda EM que se propaga no espago livre. A
rer

impedancia caracteristica do half-space z > 0 é obtida da equacao (8) do slide 4:

Cjop @ |y (22)
TI—T—\E—TIO\/:—T [€©2]

onde ny = ? = 120m = 377 [€1] é a impedancia caracteristica do espaco livre.
0
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Reflexao e transmissao da onda EM plana em fronteira entre o espaco livre e um meio sem perdas

Note que para este caso em que o half-space z > 0 é um material dielétrico sem perdas, a impedancia caracteristica n dada
por (22) é um numero real, e dai, os coeficientes de reflexdao I' e transmissao T dados por (17) e (18) resultam também em
numeros reais. Em consequéncia, o campo E e o campo H encontram-se em fase tanto na Regido 1 como na Regido 2 (ver

figura no slide 2).

O fluxo direcional de poténcia das ondas EM que se propagam na Regidao 1 e na Regiao 2 pode ser determinado através do
Vetor de Poynting S, especificamente através da equagdo (13) no slide 5 do Cap Ill.1.

Para o half-space z < 0 (Regido 1) o vetor de Poynting S~ é determinado da equagdo (13) do Cap Ill.1 a partir do campo E
total e do campo H total que resultam da superposi¢ao da onda incidente e da onda refletida, tanto para E como para H,
conforme equacoes (1), (2), (3) e (4) : )
* . . E, .
ST =3EXH' =3 (Ei+ Be) x (Hi+ Hy) = 3(Eoe 0% + EgTelo71) x ( R e”‘°zf> =
nt Sl 1 tr J 0 A
* * vk 2

12(Eoe‘fk02 + EOI‘efkoz) X j ELejkoz — Me—jkoz = fcﬂ(e—jkoz + Fejkoz)(ejkoz _ F*e—jkoz) —
2= —\ o Mo — 21 .

[éreal,entdo* =T

2
— k (1 F*e_JZkOZ + Fe]Zkoz |F|2) kl Ol ( _ |1‘*|2 + Fe]Zkoz _ Fe—]Zkoz) —
2770 _ 210
A|E0|2 (e]2koz_e—]2koz) A|E0|2
=k (1 — |T|? + 2jT , > = k—— (1 —|T|?> 4+ 2jT'sin(2kyz)) [VA/m?] (23)
210 2] 210

Para o half-space z > 0 (Regido 2) o vetor de Poynting S* é determinado da equac3o (13) do Cap Ill.1 e das equagdes (5)
equagao (18)

e (6):
" k|E0| |T|2 /' Eol® |

n+no ‘

St =1 x H* = L, x H," = 2E,Te V2 i x (2L ev7j) =k E,Te /B2 50" o+ipz =
= 2= 7N o 2L 7L 2 - n i 2n 21
o |2 an? equacao (17)
_ E |Eo|? 77+771) | El 0|2(n+?70)2 _ k\ |E |2 21 =Af|EO|2i(1 _ |l"|2) [VA/ 2]
= 2 = 2 =0 2 T = 2 m (24)

Note de (23) e (24) que S~ = 8™ na fronteira em z = 0. Isto indica que quando a onda EM atravessa a fronteira o fluxo
direcional de poténcia complexa (fluxo de poténcia util e fluxo de poténcia reativa) é conservado na vizinhanca
infinitesimal da fronteira entre o espaco livre e o material dielétrico sem perdas.
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Reflexao e transmissao da onda EM plana em fronteira entre o espaco livre e um meio sem perdas

Vamos agora analisar o fluxo direcional de poténcia util na Regidao 1 e na Regido 2.

Para obter o fluxo direcional de poténcia util P~ na Regido 1 (i.e. a poténcia util em [W] que atravessa um plano de area 1
m? perpendicular a direcdo de propagac¢do no eixo z) vamos usar a seguinte expressdo (o produto escalar entre o vetor de
Poynting S~ e o vetor unitario k se faz necessario para que o resultado seja uma poténcia escalar):

P~ = %Re(g‘- k) [w/m?

(25)
Substituindo (23) em (25):
_ 1 ~|El? e N\ 1E|? 5
P™= ZRelk - (1= IT1" + 2jTsin(Zkoz)) - k) =5 (1 —1T%) [(w/m2] (26)
0 0

De maneira similar, de (24), para obter o fluxo direcional de poténcia util P* na Regido 2 (i.e. a poténcia util em [W] que
atravessa um plano de drea 1 m? perpendicular a dire¢do de propagacdo no eixo z) fazemos:

1 - 1 - 1 - 1 1
P* = —Re(S§*- k) ==Re <E |Eol>— (1 —|T?) - E) =—|E > — (1 —[T|*) [W/m?] (27)
2 2 No 2 No

Portanto, como P~ = P* para o caso em que o half-space z > 0 (Regido 2) é um material dielétrico sem perdas e a Regi3o 1
€ o espaco livre, entdo, para este caso, o fluxo direcional de poténcia util é conservado quando a onda EM se propaga da
Regido 1 para a Regido 2. Em termos praticos isto significa que uma onda EM se propagando no espaco livre, quando esta
incide e penetra em uma parede de material dielétrico de baixas perdas (teflon, poliestireno, polietileno, etc ...), a
atenuacao resultante por perdas dielétricas é desprezivel no interior da parede.
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Reflexao e transmissao da onda EM plana em fronteira entre o espaco livre e um meio bom condutor

Para o caso em que o half-space z > 0 é um material bom condutor (mas ndao um condutor perfeito), a constante de
propagacao y é dada pela equagao (46) no slide 31 do Cap 1.5, abaixo reproduzida:

y=a+jB=(1+)) /%=(1+j)% [1/m] (28)

onde § = 1/a é o skin depth (ver equacgdo (51) no lide 33 do Cap I1.5). A impedéancia caracteristica do meio bom condutor é
dada pela equacao (47) no slide 31 do Cap Il.5, abaixo reproduzida:

= | L2E _ qeiase |2H L
n= 4o =1e [L =4 10 (29

Como a impedancia caracteristica 7 do meio bom condutor dada por (29) tem um angulo de fase de 45° entdo o campo H
esta atrasado de 45° em relagao ao campo E. E dai o coeficiente de reflexdao I' e o coeficiente de transmissao T dados por
(17) e (18) serdo valores complexos.

Passamos agora a determinar o fluxo direcional de poténcia das ondas EM que se propagam na Regido 1 e na Regido 2
através do Vetor de Poynting S, da mesma forma que fizemos para o caso em que a Regido 2 € um dielétrico sem perdas.

Dado que a Regidao 1 (z < 0) é o espaco livre sem perdas, e dado que quando a onda EM atravessa a fronteira o fluxo
direcional de poténcia complexa (fluxo de poténcia util e fluxo de poténcia reativa) é conservado na vizinhanca infinitesimal
da fronteira, entdo basta determinar §~ para z = 0. Efetuando um desenvolvimento algébrico similar ao do slide 8 e
mantendo em mente que agora I' e T sao valores complexos, obtemos:

~ |Eql?

- 1 % A|E0|2
§7(z=0)=3ExH(z=0) =k~

A-Ir2+T-T) =k
No 210

(1—|T? +2jIm(T)) [VA/m?]  (30)

Para o half-space z > 0 (Regido 2) o vetor de Poynting S$* é determinado através de

S*=1E X H' = 3B x Hy' = 3 Te i x (2L ev7)) = f ByTe(@tipz o o~(emipps = LR o-2e - [vA/m?] (31)
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Reflexao e transmissao da onda EM plana em fronteira entre o espaco livre e um meio bom condutor

Substituindo T dado por (18) em (31) e a seguir substituindo I dado por (17) e fazendo simplificacdes algébricas obtemos:

2
2| 21 £ (22l 2_4mn”
7 |Eol 77_'_170| —2az ~ |Eol 02 —2a7 - |Eol In+ngl? =20z — f; |Egl?  4n —2az _
— k ——e = k— k_ - 2 -

9 R 2 = 2n* — 2n* = 2 |n+nol

~ 1 _ ~ |E 1 . -
k= - IC|2 + T —Te M=&%n—(1—|r|2+2; Im(T"))e ™24 [VA/m?] - (32)

R 0

Note de (30) e (32) que §~ = §* na fronteira em z = 0. Isto indica que quando a onda EM atravessa a fronteira o fluxo

direcional de poténcia complexa (fluxo de poténcia util e fluxo de poténcia reativa)

€ conservado na vizinhanca
infinitesimal da fronteira entre o espaco livre e 0 material bom condutor.

Vamos agora analisar o fluxo direcional de poténcia util na Regido 1 e na Regiao 2.

Para obter o fluxo direcional de poténcia util P~ na Regido 1 (i.e. a poténcia util em [W] que atravessa um plano de drea 1
m?2 perpendicular a direcdo de propagac¢do no eixo z) vamos usar novamente a parte real do produto escalar entre o vetor
de Poynting §~ dado por (30) e o vetor unitario E , de modo que o resultado seja uma poténcia escalar:

R 1 IoI2 _1o (7Bl . -
P™= SRe(S™- k) =Re - A—Ir?+T=T- k) =R e\k= (1-IT*+2jIm@) - k| =
0
11E,|*

== 1—|T|? (33)
2 e (1—1IT[*)  [w/m?]

O fluxo direcional de poténcia atil P* na Regido 2 vamos usar a parte real do produto escalar entre o vetor de Poynting S
dado por (32) e o vetor unitario E , de modo que o resultado seja uma poténcia escalar:

1 1 2 N\ 1 2 )
pt = —Re(5+ k)_—R ( ln"l (1—|T|2+T =T*)e 20z, 5>_§R < ln"l (1 — |T)% + 2j Im(I))e 292 'K>=
0

1B,

No

(1 -T2 e™2%%  [w/m?) (34)
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Reflexao e transmissao da onda EM plana em fronteira entre o espaco livre e um meio bom condutor

Note de (33) e (34) que P~ = P™ na fronteira em z = 0. Isto indica que quando a onda EM atravessa a fronteira o fluxo
direcional de poténcia de poténcia util € conservado na vizinhanca infinitesimal da fronteira entre o espaco livre e o
material bom condutor.

2
Note também em (33) que podemos definir uma densidade de poténcia incidente na fronteira dada por P; = %lb;;’l
0

[W/m?], de modo que (33) pode
0

ser colocada na forma P~ = P; + B. [W/m?] . Isto indica que o fluxo direcional de poténcia util na Regido 1 ( z < 0) pode
ser decomposto em um fluxo de poténcia util devido a onda incidente e em um fluxo de poténcia util devido a onda
refletida. Esta mesma analise é vdlida para equacdo (26) para o caso em que a Regido 2 é um material dielétrico sem
perdas.

1|Eo|?IT|?

[W/m?] e uma densidade de poténcia refletida na fronteira dada por P. =

Observe ainda que a densidade de poténcia $* no condutor (Regido 2) dada por (32) decai exponencialmente de acordo
com o fator de atenuagdo e 2%? 3 medida que a onda transmitida através da fronteira se propaga ao longo do eixo +z.
Isso significa que a energia estd sendo dissipada nas perdas Joule do meio bom condutor (mas imperfeito) a medida
que a onda se propaga no meio na dire¢do +z. A poténcia do sinal, e também a intensidade dos campos E e H,
decaem para um valor insignificante bastando que a onda EM se propague uma distancia de algumas poucas skin
depth 6 ao longo do caminho de propagac¢do. Para qualquer condutor razoavelmente bom esta distancia é
extremamente pequena em frequéncias de microondas e acima.
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Reflexao e transmissao da onda EM plana em fronteira entre o espaco livre e um meio condutor perfeito

Quando a Regido 2, i.e., o half space z > 0 (ver figura no slide 2), € um PEC (perfect electric conductor) considera-se que
a condutividade o tende ao infinito nesta regiao, i.e., 0 = co. Dai, de (28), a > 0 e § = é — 0. De (29), n = 0. E,
consequentemente, de (17) ' = —1 = 1e/18% e de (18) T = 0.

Os campos E e H decaem infinitamente rapido com a distancia quando a onda EM se propaga em um PEC e sdo
identicamente nulos no interior do PEC.

O PEC pode ser imaginado como um “curto circuito” para o campo elétrico E incidente na fronteira entre espaco livre
(Regido 1) e PEC (Regiao 2).

Para o half-space z < 0 (Regido 1) as ondas de E e H resultam da superposi¢ao das respectivas onda incidente e onda
refletida dadas pelas equacdes (1), (2), (3) e (4), mantendo em mente que I' = —1 quando a Regido 2 é um PEC:

| e~>

. . . . elkoz _ g=Jkoz
E = Ei + Er = (Eoe—Jkozz + Eorejkozz) — Eo(e—Jkoz _ ejkoz)z = —2jE0< 2j )

= —2jE, sin(koz)i [V/m] (35)
E, . E,T . E,, _. . 2E, [e/koZ + g~ Tkoz
H=H;+H, = —e'JkOZ“——e]kOZ“> = — (e /koZ 4 glkoZ)j = j
= = = <770 L Mo L Mo ( )i Mo 2 .
2E, .
= n—COS(koZ)J [A/m] (36)
o )

Note que na fronteira em z = 0, onde ocorre o “curto circuito” do campo elétrico devido ao PEC, E =0 [V/m]
conforme equagado (35). Note também que na fronteira H = 277& [A/m] conforme equacdo (36).
0
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Reflexao e transmissao da onda EM plana em fronteira entre o espaco livre e um meio condutor perfeito

Para o half-space z < 0 (Regido 1) o vetor de Poynting S~ € determinado da equagdo (13) do Cap Ill.1 a partir do campo E
total e do campo H total que resultam da superposi¢ao da onda incidente e da onda refletida, tanto para E como para H,
conforme equacoes (35) e (36) :
- _1 « _ 1 1 o . 2Eq AY
ST=zEXH" =3 (Ei + Er) X (Hi + Hr) = 5(—2]E0 sin(kyz)i) X n—cos(koz)]
ot Sl it 0 J

Eo|?

= —2j sin(koz) cos(kyz) k. [VA/m?] (37)

0

Note que a parte real de §~ dado por (37) é nula, indicando que nenhuma poténcia util é transmitida para a Regido 2
constituida pelo PEC.
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Reflexao e transmissao da onda EM plana sob incidéncia obliqua a fronteira

Consideremos agora o caso em que uma onda EM plana uniforme, ao se propagar, incida obliquamente na fronteira
entre a Regido 1 e a Regidao 2, conforme mostra a figura abaixo. Os meios 1 e 2 sao meios dielétricos e sem perdas.

Observe na figura ao lado, que o angulo de incidéncia é 6;,
o angulo de reflexao é 6, e o angulo de transmissao é 6,.

H4a dois casos a considerar:

* Polarizagao paralela
* Polarizag¢ao perpendicular

Regido 1
€1, Mg

\ fronteira

Regiao 2

€2, Wy

Ondas e Linhas de Transmissao
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Incidéncia obliqua a fronteira — polarizagao paralela

Para o caso de polariza¢do paralela, o vetor campo elétrico E esta contido no plano xz (que é o plano de incidéncia),
enquanto que o vetor campo magnético H esta ortogonal ao campo elétrico E, com H incidente e transmitido saindo do plano xz
e H refletido entrando no plano xz conforme mostra a figura abaixo.

Regido 1
€1 M

Campo
refletido
E,, H,

Er

4 X
Regiao 2
€2, Ko

Campo
transmitido
Et ’ Ht

Campo
incidente
Ei ’ Hi

/ >
z

\ fronteira

Ondas e Linhas de Transmissao
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Incidéncia obliqua a fronteira — polarizagao paralela

Definicdo dos campos incidentes:

E; = Ef(cos 6; 1 — sin 0;k)e /P (xsinbi+z cos ) (38)

ﬂ — E_(l) e—jﬁl(x sin 8;+z cos Gi)j (39) Regiéo 1
771 €1, Ha
Campo N E,
refletido
E,, H,
P1 = w\lo&1 e P = w+\[lUps; sdo as

constantes de propagacao das regides 1 e 2,

N, = ,? en, = ,? sao as impedancias
1 2

caracteristicas das regides 1 e 2. 6; é o

0,

4 X
Regiao 2

€y W

Campo
transmitido
E:, H;

angulo de incidéncia, 6, é o angulo de

)
~ . A - Y
reflexdo, 8, é o angulo de transmissao. 0. k/
I

Nos préximos slides analisaremos e c
interpretaremos a equacao (38). Uma vez feita a ) .ar'npo
(s ~ ) . H, incidente
analise da equacdo (38), a interpretacdo da / E H
ir 'h

equacao (39) é imediata dado que o meio 1 é
um dielétrico sem perdas.

>
Z

\ fronteira

Ondas e Linhas de Transmissao
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Incidéncia obliqua a fronteira — polarizagao paralela

E(‘; cos 6; é a projecgao de E;

E; = Ef(cos 0; 1 — sin 0;k)e /P (xsinbi+zcos ) (38)

A X
/ Regido 1

€1 }Jl

Eisenf; é a projecdo de Ej
- Campo

sobre o eixo z refletido

E,, H,

T

ANTENNA (I TO 2' OF
STIFF WIRE SOLDERED
TO BANANA PLUG)

E(i, € a magnitude de E; medida com um field strength meter na diregao

» (polarizacao) perpendicular a direcao de propagacao .da onda. A

sobre o eixo x orientagdo da antena do field strength meter p/ medir E} é mostrada
\ na figura abaixo (a orientagao deve ser paralela ao vetor Ej).

Regidao 2
€2 Mo

Campo

transmitido
Et ’ Ht

)o

EBC
Ji TRANSISTOR
CONNECTIONS

B L

IN64 CE__

! .00l |p1,

/777 CHASSIS GROUND

,,,,,,, - CamPO

\ eiK H; incidente

Ei: Hi

field strength meter

.

z
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Incidéncia obliqua a fronteira — polarizagao paralela

Este termo expressa a localizagao ao longo do caminho de propagacao da onda
incidente em que o campo E; esta sendo considerado. A localizagdo onde E; esta
sendo considerado é dada pela coordenada (x, z) na expressao de E;

4

i - 1) ,—JP1|(c sin Bz cos 6;)
E; = E; (Cos 0; 1 — sin Hlk)e Ba( ; l
A X -
Regido 1 Regiao 2
A A\ 4
€, £y, K P .~ ‘ .o
v 2 E a projecao da E a projecao da
Campo coordenada x coordenada z
refletido sobre a direcdo de sobre a direcao
E., H, propagacao de propagacao
Campo l l
transmitido
E., H; A localizacdo do campo E; na diregao
- de propagacao é dada pela soma das
2 duas projegdes, isto é, (xsin8; +
z cos 6;)

Campo
incidente
Ei ’ Hi
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Incidéncia obliqua a fronteira — polarizagao paralela

Através de analise semelhante com base nas projecdes vetoriais feita nos slides anteriores para o campo elétrico
incidente Ej, obtemos as seguintes expressdes analiticas para os campos refletidos e transmitidos:

Definicao dos campos refletidos:

E.=E} F(cos 0,1 + sin HTE)e_jﬂl(x sin 6r— z cos 6y) (40)
—EgF . .
Hr — e—jﬁl(x sin 8,—z cos Qr)j‘ (41)
Definicdo dos campos transmitidos:
E. = E{ T(cos 8, i — sin .k )e~/B2(x sin b +z cos 0y) (42)
t
Ht — E e—jﬁz (x sin B¢+z cos 9t)]A (43)

= = 5 5 5 — /@ — ,@ 5
onde f; = w\/lUp&1 € P, = w+/lpE, S0 as constantes de propagacdo das regides 1 e 2, n; = ., &2 ;, 540 as
impedancias caracteristicas das regides 1 e 2, 8,- € o angulo de reflexdao, 8; é o angulo de transmissdo. I" é o coeficiente de
reflexdo dado por (17) e T é o coeficiente de reflexao dado por (18) comng =1, en = 1,.
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Incidéncia obliqua a fronteira — polarizagao paralela

Para efeito de determinar os coeficientes de reflexao I' e de transmissao T, note que a condi¢do geral de continuidade dos
campos tangenciais E, e H, na fronteira entre os dois meios deve ser obedecida, ou seja, as seguintes condi¢cdes devem

ser obedecidasemz = 0:

Ei +E. =E; (44) —> valida p/ a componente E, do campo elétrico (que é a componente de E
tangencial a fronteira — ver figura no slide 16).
Hi +H, = H, (45) —> vélida p/ a componente H, do campo magnético (que é a componente de H

tangencial a fronteira — ver figura no slide 16)

Considerando que E(i, = EJ = E{ na fronteira em z = 0, substituindo em (44) as equacdes (38), (40) e (42) e
substituindo em (45) as equacodes (39), (41) e (43) obtemos para z = 0:

cos; e JB1xsinbiy T cos g e /P1xSIN6r— T cogp, e ~/F2% Sin b (46)
1 p—JB1xsin6; _ I o —JB1xsin 6 _ T o —JB2x sin 6 (47)
N1 N1 N2

Note que os angulos de fase (argumento das exponenciais complexas) respectivas aos trés termos de (46) e de (47) sao
funcao da coordenada x:

2; = —(BysinB))x (48)
Ly = —(p1sinb;)x (49)
Ly = —(BysinB;)x (50)
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Incidéncia obliqua a fronteira — polarizagao paralela

Dado que a condi¢do de continuidade dos campos tangenciais E, e H, na fronteira em z = 0 entre os dois meios deve ser
obedecida para todo x, entdo para que esta continuidade seja obtida a razao de variacdo da fase em relacao a variacao de
x deve ser a mesma nos trés termos de (46) como também nos trés termos de (47). Ou seja, as derivadas % de (48), (49) e

(50) devem ser iguais entre si:
p1sinf; = f1sinf, = B, sin 6, (51)

Para que a igualdade de (51) seja obedecida é necessario que o angulo de incidéncia 8; seja igual ao angulo de reflexao
0, e que f;sinf;=pf,sinB;. Esta condicdo nada mais é do que a Lei de Snell da fisica (ver
https://en.wikipedia.org/wiki/Snell%27s law ). Substituindo estas condi¢des nas equacgdes (46) e (47) e resolvendo para os
coeficientes de reflexdao I'" e de transmissao T obtemos:

1M, cos 8; — n, cos O;

"~ 1, cos 8, +n,cosb;

(52)

T 2 1, cos b;

- 1, cos 8; + 1, cos b; (53)

Note que para incidéncia normal, situagdo em que 68; = 8, = 8; = 0 , as equagdes (52) e (53) simplificam para

N2 —M 21,

['= 54 T =
M2+ M 54 Ny + 1

(55)

que sao as equacdes (17) e (18) do slide 6 do Cap IV.1.
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Incidéncia obliqua a fronteira — polarizagao paralela

Note que o numerador de (52) é nulo para 71, cos8; = 14 cos 8; resultando I' = 0, situagdo em que T=1+T =1, e,
portanto a onda é transmitida totalmente ao meio 2 sem qualquer perda por reflexao na fronteira.

O angulo de incidéncia 8; que anula o numerador de (52) resultando em um coeficiente de reflexdao I' = 0, é denominado
Angulo de Brewster 6,. O angulo de Brewster 8, é determinado, portanto, da solu¢do de 7, cos8, = n, cos 8, para 8, e

gue resulta em:
cos 6, = n—zcos 0 = —— #0/ 2 \/7 cos 0, (56)

N Ho 51

Usando a relagao trigonométrica cos 0, = \/1 — (sin6;)? e usando (51) na referida relagdo trigonométrica obtemos:

2 —
cosf, =+/1— (sinf)? = [1— bi >(sin6;)? = [1— (a) Ho? 1) ng;)z= [1- i(sin 0,)? (57)
: (oFoE) £

Substituindo (57) em (56) com 6; = 8,, obtemos:

£ € £
cos O, = g_l cosf; = g_l 1-— 8—1 (sin ;)2 (58)
2 2 2

Simplificando (58) e resolvendo para 6, resulta em:

sin @, = = > -1 &2
b 8, = tan — (59)
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Incidéncia obliqua a fronteira — polarizagao perpendicular

Para o caso de polarizagao perpendicular, o vetor campo magnético H esta contido no plano xz (que é o plano de
incidéncia), enquanto que o vetor campo elétrico E esta ortogonal ao campo magnético H , com E incidente, refletido e
transmitido saindo do plano xz conforme mostra a figura abaixo.

C " 1 X ”

r;fﬁfdo Regiao 1 Regiao 2 Campo

E H E’l’ “1 EEJ l.lz trﬂn.smf”dﬂ
r: r

Etr Ht

7o\
\./__
Y

E:N\\H,

Campo
incidente
Ei ’ Hi
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Incidéncia obliqua a fronteira — polarizagao perpendicular

Através de andlise semelhante a analise das projecdes vetoriais feita para polarizacao paralela, obtemos as seguintes
expressoes analiticas para os campos incidentes com polarizacao perpendicular:

Definicado dos campos incidentes:

Ei — E(i)e—jﬁl(x sin 6;+z cos 01-)]'\ (60)

Ei

H; = — (—cos 6; 1 + sin 0;k ) ~/P1(x sin 0i+2 cos 6;)

N1

ﬂl = W\/Ho&E1 € ,82 = W+/Upgé sao as

constantes de propagacao das regides 1 e 2,

N, = ,? en, = ,? sao as impedancias
1 2

caracteristicas das regides 1 e 2. 6; é o
angulo de incidéncia, 6, é o angulo de
reflexdo, 8, é o angulo de transmissao.

(61)

Campo
refletido
E., H,

Regiao 1
€1 M

Regido 2 Campo
€, Wy transmitido
Etl Ht
%
v
H

)o

Campo
incidente
Ei ’ Hi

A
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Incidéncia obliqua a fronteira — polarizagao perpendicular

De mesma forma, através de analise semelhante a analise das projecdes vetoriais feita para polarizacao paralela, obtemos
as seguintes expressoes analiticas para os campos refletidos e transmitidos com polarizacao perpendicular:

Definicao dos campos refletidos:

C . 1 X =
reafrlzlt)iZo Regidao 1 Regiao 2 Campo
FE. = ETTe JB1(xsinbr—zcosbr)7  (62) E H €1 My €, Wy transmitido
Ly 0 J ro Nl E,, H,
E'T . . Hy
H, = 0 (cos 0,1 + sin Hrk)e_fﬁl(x sin 6=z cos 6r) (63)
— M - n Er
N B,
v
Hy
0
Definicdo dos campos transmitidos: ‘ ( | ) 0,
. . X 3/ v 2
& — ESTe JjB2(x sin B¢+z cos Qt)]_ (64) 0, \
EgT A : Yo —JB2(x sin 8¢ + z cos O;) (
H, = — (—cos 0, { + sin §,:k)e /P2 t ) (65)
— 2 - -

Campo
incidente
Ei ’ Hi

onde [; = w\/lUp&1 € P2 = w+/lpE, S0 as constantes de propagacdo das regides 1 e 2, n; = /? en, = /? sao as
1 2

impedancias caracteristicas das regides 1 e 2, 8,- € o angulo de reflexdao, 8; é o angulo de transmissao, I" é o coeficiente de
reflexao dado por (17) e T é o coeficiente de reflexao dado por (18) comng =n, en = n,.
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Incidéncia obliqua a fronteira — polarizagao perpendicular

De maneira similar a que procedemos para polarizacdo paralela, para efeito de determinar os coeficientes de reflexdaoI" e
de transmissdo T com polarizacdo perpendicular, note que a condi¢do geral de continuidade dos campos tangenciais E,, e
H, na fronteira entre os dois meios deve ser obedecida, ou seja, as seguintes condi¢cdes devem ser obedecidasem z = 0:

Ei +E. =E; (66) — s valida p/ a componente E, do campo elétrico (que é a componente de E tangencial a
fronteira — ver figura no slide 24).

. +H.=H, (67) —> vdlida p/ a componente H, do campo magnético (que é a componente de H tangencial a
- fronteira — ver figura no slide 24).

Considerando que E(i, = EJ = E{ na fronteira em z = 0, substituindo em (66) as equacdes (60), (62) e (64) e
substituindo em (67) as equacgdes (61), (63) e (65) obtemos para z = 0:

e~ JB1xsin 6y 1p—JB1x sin O — To—JB2x sin 6 (68)
-1 . : I . : —T . :

—cos §; e IA1¥sinbi 4 — cos g, e IF1¥SIN0r = — o5 9, e IF2¥ SN0 (69)
Ut M1 N2

Note que os angulos de fase (argumento das exponenciais complexas) respectivas aos trés termos de (68) e de (69) sdo
funcao da coordenada x:

2; = —(B;sinb;)x (70)
Ly = —(B1sin 6 )x (71)
Ly = —(BysinB)x (72)
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Incidéncia obliqua a fronteira — polarizagcao perpendicular

Dado que a condi¢do de continuidade dos campos tangenciais E, e H, na fronteiraem z = 0 entre os dois meios deve ser

obedecida para todo x, entao para que esta continuidade seja obtida a razao de variagcao da fase em relagao a variacao de
x deve ser a mesma nos trés termos de (68) como também nos trés termos de (69). Ou seja, as derivadas % de (70), (71) e

(72) devem ser iguais entre si:
ﬂl sin 9i = ﬁl sin 97« = ,82 sin 9(,' (73)

Para que a igualdade de (73) seja obedecida é necessario que o angulo de incidéncia 6; seja igual ao angulo de reflexdo 0,
e que [ sin8; = 3, sin B;. Esta condicdo é novamente a Lei de Snell ja referida no slide 22. Substituindo estas condicdes

nas equacoes (68) e (69) e resolvendo para os coeficientes de reflexdo I' e de transmissdo T obtemos:

[ N, cos B; — 14 cos 6, (74)
1, cos 8; + 14 cos 6,

2 1, cos 6;

= 75
N, cos B; + 14 cos 6, (75)

Note que para incidéncia normal, situacdo em que 8; = 8, = 8; = 0 , as equacgdes (74) e (75) simplificam para

- 2
F_le M T = M2

Mt Mt m
que sdo as equacodes (17) e (18) do slide 6 do Cap IV.1.

Para a polarizacdo perpendicular ndo existe um Angulo de Brewster.
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Incidéncia obliqua a fronteira — reflexao total

A Lei de Snell discutida no slide 22 pode ser reescrita como sin8; = (8,/f,) sin6; = /&, /€, sin0; .

Consideremos o caso (tanto p/ polariza¢do paralela como p/ polarizagdo perpendicular), em que a permissividade do meio
1 é maior que a permissividade do meio 2, i.e., &,> &,. Este é o caso, por exemplo, de uma onda luminosa se propagando
em um meio 1 constituido de vidro (&; = 50 [pF/m] - ver https://pt.wikipedia.org/wiki/Permissividade ) sendo o meio 2 o

espaco livre (¢, = 8.85 [pF/m] ).

Dado que /&;/€, > 1, a medida que 8; aumenta, o angulo de refragdo 6, ird aumentar, mas a uma taxa maior do que 6,
aumenta. Quando 8; aumenta ao ponto de resultar 8, > 90° a onda incidente sera totalmente refletida, ndo havendo onda

transmitida no meio 2.

O angulo de incidéncia 6, para o qual 8, = 90° é chamado Angulo Critico 8., onde

) =)
Sin QC = —
&1

Para angulos de incidéncia 0, iguais ou maiores que o Angulo
Critico 0., a onda incidente é totalmente refletida, de tal forma
qgue a onda transmitida ndo se propagara para a regiao 2.

N

(76)
E,, H

&

AN

r

4 X

\
/

%
0, \L
.
/Ei,Hi
/

Regidao 1

Regiao 2

€1, W

€, Hy
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Exemplo 1: Uma onda EM plana se propaga no ar (Regido 1 na figura abaixo) com fasor do vetor campo elétrico E incidente
dado por:

Ei(x,2) = (E}; i+E,j+E} E) o—J (Bxx+Bs7)

onde E}C =9.0 [V/m], EJL, = —4.0 [V/m], E} = —6.0 [V/m], B, = 2.0 [rad/m] e B,, =3.0 [rad/m].

A onda que se propaga na Regidao 1 incide na fronteira e passa a se propagar na Regiao 2
com direcao de propagacao distinta da direcdo de propagacdo na Regidao 1, conforme
mostra a figura ao lado. A Regido 2 é um meio dielétrico (e ndo-magnético), sem perdas e
com permissividade relativa ¢, = 2.25. 1 X

Pede-se:

(a) Determine o angulo de incidéncia 8; e o angulo de transmissao

0, (ver figura ao lado).

(b) Determine a frequéncia f [MHz] da onda EM. E,, H.
(c) Determine no ponto P1 (0.0, 0.0, 0.0) [m] localizado na fronteira \ -
e no ponto P2(1.0, 0.0,—1.0) [m] localizado na Regido 1 os '.r
respectivos fasores do campo elétrico E, refletido . Ee, Hy

(d) Determine no ponto P1 (0.0, 0.0, 0.0 ) [m] localizado na fronteira O, ( ) 0,

e no ponto P3 (1.0, 0.0, 1.0) [m] localizado na Regido 2 os Cy R
respectivos fasores do campo elétrico E; transmitido. 5 k 7

(e) Determine a densidade de poténcia média (parte real do vetor
de Poynting) na Regi3o 2. (
(f) Mostre numericamente que as componentes do campo elétrico
tangenciais a fronteira (componentes x e y) se anulam entre si na \

fronteira em x=z=0, demonstrando assim a continuidade dos fronteira
campos ao atravessar a fronteira (i.e., mostre numericamente que
na fronteira as componentes tangenciais x e y obedecem a

Regidao 1 Regidao 2
relagcao E; + E, = E; ou, equivalentemente, E; +E, — E, = 0).

£, W4 £5, Wy
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Solugao:

Para a solu¢gdo deste exemplo vamos usar o script Mathcad Exemplol.xmcd
https://www.fccdecastro.com.br/ZIP/OLT C4 E1S30.zip .

Sejam os vetores unitarios dos eixos x,y e z do sistema cartesiano R3 dados por:

1 0 0
i =10 =11 k =10
0 0 1

Uma onda plana se propaga no ar (Regiao 1 da figura abaixo) com fasor do campo elétrico definido por:

Ei(x,z) = (Eix-i_+ Eiyj_ + Eiz-k_)-e_j'(BX'X+BZ'Z) A)

v v v d d
onde  Fix:= 9.0— Eiy:= 40—  Fiz:= 60—  Bx=20——  fz:= 30—
m m m m m

disponivel em

Aonda que se propaga na Regido 1 incide na fronteira e passa a se propagar na Regido 2 com dire¢cdo de propagacao distinta da
direcao de propagacao na Regido 1, conforme mostra a figura abaixo. A Regiao 2 € um meio dielétrico (e ndo-magnético), sem perdas

e com permissividade relativa er := 2.25.
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N
-\Err Hr —
h _____"'V Et: Ht
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(a) Comparando o argumento da exponencial complexa na express&o de Ei(x, z) na equagao (A) acima com o argumento
da exponencial complexa na equacgio (38) do slide 17 do Cap IV.2 para o campo incidente Eicom polarizagao paralela,
ou, alternativamente, comparando o argumento da exponencial complexa na expressao de Ei(x, z) na equagéo (A) acima
com o argumento da exponencial complexa na equacao (60) do slide 25 do Cap IV.2 para o campo incidente Eicom
polarizagao perpendicular, obtemos::

Bx = B1-sin(6i)  (B)
Bz =B1l-cos(6i)  (C)

Dai, de (B) e (C) obtemos:

0i = atan(gj =33.69° (D)

y4

Note que, pela Lei de Snell, 0 angulo de incidéncia 0ié igual ac angulo de reflexao or.

Aconstante de propagacac (31 na Regiao 1 é a soma vetorial de suas componentes 3xe 3znas diregdes x e z:

2 2 rad

B1:=+(Bx) + (Bz) =3.606—
m

Do er = 2.25 dado no enunciado para a Regido 2 e das definicdes para 31e 32no slide 17 do Cap IV.2 ,obtemos:

Bl = w[HoEo
B2 = UJ'.,’ Mo Eq-ET
e, portanto,

d
B2 = Bl+fer = 5.408 —
m
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Da Leide Snellno slide 22 do Cap IV.2 temos:
B1-sin(0i) = (32-sin(6t)

Resolvendo p/ 6t:

ot = asin(m] (E)

32

(D)—(E):

ot = asin( Sin(ei)) =21.703°
Er

Nota: Observe que a lei de Snell vale tanto p/ 0 caso de onda incidente com polarizagéo paralela como p/ o caso de onda incidente
com polarizagéo perpendicular. Observe também que para os dois casos o angulo de reflexao 6r € igual ao angulo de incidéncia 6,

isto & Or := 0i.

(b)

81
81 = — =SB0 ME
C 2.7
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(c) & (d) Para determinar o campo elétrico da onda refletida, primeiro temos que determinar a polarizagio da onda incidente. Da
expressao de Eina equacgao (A) acima observa-se que a onda incidente € uma superposi¢cdo de duas ondas, uma com polarizacao

paralela e outra com polarizagao perpendicular. Conforme equagao (60) no slide 25 do Cap IV.2, no caso de incidéncia sob
polarizagao perpendicular, Ei(x, z) tem apenas componente na direcao y. E conforme equagao (38) no slide 17 do Cap IV.2, no caso

de incidéncia sob polarizagao paralela, Ei(x,z) possui componentes na diregao x e na diregao z. Conseqlientemente, € necessario
decompor a onda do campo elétrico incidente Eicomo a superposi¢céo da onda EiParade polarizacdo paralela coma onda EiPerpde
polarizacédo perpendicular:

Ei = EiPerp + EiPara

Portanto, desta decomposi¢ao Ei = EiPerp + EiParae da expressao de Eina equagao (A) acima, e tendo em mente que no caso de
incidéncia sob polarizagao perpendicular o campo Eitem apenas componente na direcao y, € que no caso de incidéncia sob
polarizagao paralela o campo Eipossui componentes na dire¢ao x e na diregao z, temos:

EiPerp(x,z) = Eiy-j ¢ ) (P x+B22) (F)

EiPara(x,z) : —j+(Bx-x+Pz:2) (G)

(Eix-i_ + Eiz-k )-e

De (F) e (G), na coordenada (x = 0,z = 0) onde a onda incidente Eiincide na fronteira e da origem a onda transmitida Et e também a
onda refletida Er , temos que as componentes nas diregdes X,y e z do vetor campo elétrico EiPerp e as componentes nas diregoes
X,y € z do vetor campo elétrico EiParasao:

0 9
\%
EiPerp(0,0) = | -4 |-— EiPara(0,0) =| 0 |—
m

0 -6

€ que estao de acordo com os valores do campo incidente dados no enunciado.
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Na fronteira, na coordenada (x = 0,z = (), 0 vetor campo elétrico EiPerp0da onda EM incidente na fronteira sob polarizagao
perpendicular e sob angulo de incidéncia 6i € a componente EiPerp(0, O)1 na direcao y do vetor campo elétrico EiPerp(0,0) dado

por (F) :
. . \%
EiPerp0 = ElPerp(O,O)1 =-4—
m

De mesma forma, na fronteira na coordenada (x = 0,z = 0), 0 vetor campo elétrico EiPara0da onda EM incidente na fronteira sob
polarizacéo paralela e sob angulo de incidéncia 6i € o vetor resultante da soma vetorial da componente EiPara(0,0) N2 direcéo x

e da componente EiPara(0,0) ,na diregao z do vetor campo elétrico EiPara(0, 0) dado por (G):

_ \%
EiPara0 := J (EiPara(O,O)0)2 + (E1Para(0,0)2)2 = 10.817—
m

Note que, pelo principio da continuidade dos campos na fronteira, EiPerp0e EiPara0dardo origem a onda transmitida Et e também a
onda refletida Er, que serao respectivamente obtidas a partir da aplicacao dos coeficientes de reflexdo I' e transmissao T aos
campos EiPerpOe EiParaOna fronteira, conforme desenvolvimento que segue:

Das definicdes para n1 e m2 no slide 26 do Cap V.2, temos que as impedancias n1 e 12 respectivas aos meios 1 e 2 séo
dadas por:

nl = ’& =376.73-Q
€9

Ho
EgEr

=251.154-Q2
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Os coeficientes de reflexdo I'Para e de transmissdo TPara validos para a onda EM incidindo na fronteira sob polarizagdo paralela
séo dados pelas equagbes (52) e (53) no slide 22 do Cap IV.2:

[Para = N2-cos(6t) — nl-cos(O1) 0147
N2-cos(0t) + n1-cos(61)

2m2-cos(O1)
mn2-cos(Ot) + ml-cos(01)

TPara := =0.764

Os coeficientes de reflexao I'Perp e de transmisséo TPerp validos para a onda EM incidindo na fronteira sob polarizagao
perpendicular sdo dados pelas equagdes (74) e (75) no slide 28 do Cap IV.2:

__ M2-cos(0i) —ml-cos(bt)

I'Perp : =-0.252
Mn2-cos(01) + ml-cos(Ot)

2m2-cos(0i)
Mn2-cos(01) + m1-cos(6t)

TPerp = =0.748

Das equagbes (40) e (42) do slide 20 do Cap IV.2, temos que para a onda EM incidindo na fronteira sob polarizagao paralela, o
campo elétrico da onda refletida ErParae o campo elétrico EtPara da onda transmitida sdo dados por:

ErPara(x,z) := EiPara0-I'Para:(cos(6r)-1_ + Sin(er).k_)_e—j'BL(x‘sin(Gr)—z-cos(er))

EtPara(x, z) := EiPara0-TPara-(cos(01)-i_— sin(0t)-k )-¢ ) P2 (xsin(@D+z cos(60))
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Das equagdes (62) e (64) slide 26 do Cap IV.2 temos que para a onda EM incidindo na fronteira sob polarizagdo perpendicular, o
campo elétrico da onda refletida ErPerp € 0 campo elétrico EtPerp da onda transmitida sdo dados por:
ErPerp(x,z) := EiPerp0-T'Perp-e J-P1- (x:sin(Br)—z cos(6r)) J

EtPerp(x,z) := EiPerp0-TPerp-e J-P2: (x-sin(Bt) +2-cos(0)) J

Ocorre que a onda do campo elétrico E em qualquer coordenada € uma superposicao da onda EPara de polarizacdo paralela com
a onda EPerp de polarizagao perpendicular, seja a onda incidente, refletida ou transmitida. Portanto, temos que:

Er(x,z) := ErPara(x,z) + ErPerp(x,z) (H)

Et(x,z) := EtPara(x,z) + EtPerp(x,z) (I)

Para o ponto P1 (na fronteira), x1 =0 € z1 =0 e dai, de (H) e (I) obtemos os fasores:

~1.319 7.681
A% v
Er(xl,z1) =| 1.009 |— Et(x1,z1) = | -2.991 |-—
m m

-0.879 ~3.057

Para o ponto P2 (na Regido 1), x2=1m e z2 = -1m e dai, de (H) e (I) obtemos os fasores:

—0.374 — 1.264i 1.319 ~106.479
v — v
Er(x2,72) = | 0.286 + 0.968i |-— |Er(x2,22)| =| 1.009 | — arg(Er(x2,22)) =| 73.521 |-°
m m
~0.249 — 0.843i 0.879 ~106.479
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Para o ponto P3 (na Regido 2), x3=1m e z3 = Im e dai, de (H) e (I) obtemos os fasores:

5.663 — 5.189i 7 631 42.499
v SN e
= _ i V
Et(x3,23) 2205+ 2021 m |Et(x3,23)] =|2.991 || —  arg(Et(x3,73)) = | 137.501 |-°
~2.254 + 2.065i 3057) 137.501

(e) Como ambos 0s meios sdo sem perdas, a densidade de poténcia média é conservada em ambas Regiéo 1 e Regiéo 2,
como também é conservada na fronteira. Dai basta calcular a densidade de poténcia média na fronteira. Na fronteira (x=0 e
z=0) o campo Et transmitido é:

7.681
\Y%
Et(0,0) = | —2.991 | —
m
~3.057

Cujo modulo é obtido a partir de suas componentes nas diregdes x, y e z:

Eo = J(Et(0,0)0)2 ; (Et(0,0)1)2 ; (Et(0,0)2)2 Fo = 8.792.~
m

E dai a densidade de poténcia média na Regido 2 (e também na Regiao 1) é obtida através de:

(\/Eo]z
2 W
g .= V2l S = 153.883 -
M2
m
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(f) Da equacéo (44) do slide 21 do Cap V.2 e da equacéo (66) do slide 27 do Cap IV.2 :

0
\%
Ei(0,0) + Er(0,0) —Et(0,0)=| 0 |—
m

~3.822

Note no resultado acima que as componentes do campo elétrico tangenciais a fronteira (componentes x e y) se anulam entre si
guando elas se superpde na fronteira em x=z=0, 0 que demonstra a continuidade dos campos em ambos os lados da fronteira.
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Exemplo 2: Uma onda EM plana com polarizagao paralela se propaga no ar (¢4 =1.0) e incide na fronteira com um meio
dielétrico de &, = 9.0 sob um angulo de incidéncia 8, conforme figura abaixo. O angulo de incidéncia 6, é tal que nao
ocorre reflexao na fronteira (angulo de Brewster). Determine o angulo de refragdo 6, .

Solugao:

Da equacao (59) do slide 23 com 8; = 6, :

. [ fe2) Ce:
01 = atan |— | = 71.565°
VL) Erl )

Da equacao (56) do slide 23 com 8, = 6; :
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Ondas estacionarias

Conforme vimos no Cap IV.1, o meio 1 propaga ndao somente a onda incidente como também propaga a onda refletida
gerada por reflexao na fronteira com o meio 2.

Ocorre que a superposicao das ondas incidente e refletida produz um padrao de interferéncia entre a onda incidente e a
onda refletida ao longo do eixo z, e esta onda resultante da interferéncia entre a onda incidente e a onda refletida é
denominada de onda estaciondria. Em determinados posicdes z as ondas incidente e refletida se interferem
construtivamente e em outras posi¢cdes z se interferem destrutivamente, conforme mostra a figura abaixo. A distancia no
eixo z entre um valor maximo Vmax da onda estaciondria (interferéncia construtiva entre as ondas incidente e refletida) e
um valor minimo Vmin (interferéncia destrutiva entre as ondas incidente e refletida) é sempre de Ag/4.

A onda estacionaria abaixo (representada pelo envelope resultante da superposicdo das ondas incidente e refletida em
instantes de tempo distintos) é gerada por uma onda E' = 1.0cos (wt — fz)I [V/m] que incide na fronteira z = 0, e que

T T
apresenta um coeficiente de reflexao I' = Fo/ =0.5.Comol =05= EO/Ei , 0 campo E resultante da superposi¢cao das
0

Eg
ondas incidente e refletida é dado por E = 1.0cos(wt — Bz)i + 0.5cos(wt + Bz)L [V/m].
2 :
Vmin - Vmax -~
—> Note na figura que |E| varia
1 de 0.5 [V/m] a 1.5 [V/m] a cada
E zZ = /1g/4-
>0 —> As diversas ondas mostradas
" em sao snapshots
(= fotos instantaneas) das
-1 ondas incidente e refletida em
instantes de tempo distintos.

-2 -1,7% -15 -126 -1 -0,9% -05 -025 O
z (em comprimentos de onda)
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Ondas estacionarias

Vamos determinar numericamente os valores de amplitude da onda estacionaria E(z,t) = 1.0cos(wt —
Bz)i + 0.5cos(wt + Bz)i resultante da superposigdo da onda incidente 1.0cos (wt — Bz)i [V/m] e da onda
refletida 0.5cos(wt + Bz)I, conforme definido no slide anterior.

Determinando o fasor da onda estacionaria E(z,t), notando que I' = 0.5 é o coeficiente de reflexdo:

; | 5z _ € - o 140.5e%b7
E(Z) = 1.0e /P2 + 0.5¢/h% = — (1.06_]BZ+0_531BZ) — .
e]BZ e]ﬁZ

[V/m]

Como queremos determinar a amplitude da onda estacionaria, o que nos interessa € o moédulo do fasor
E(2):

|E(2)| = E +|2;.ii|2]ﬁz| = |1+ 0.5e%/F7| = |1+ 05e5%] = |1 + 0.5
Determinando |E(z)| para varios valores de z de interesse, obtemos: z |E(Z)|
0 |1+(0.5)(1.0)|=1.5
A4 |1+(0.5)(—1.0)|= 0.5
A2 |1+(0.5)(1.0)|=1.5
-30/4 |1+(0.5)(—1.0)|= 0.5
-\ |1+(0.5)(1.0)|=1.5

Note na tabela acima que que a distancia no eixo z entre um valor maximo Vmax = 1.5 da onda
estaciondria (interferéncia construtiva entre as ondas incidente e refletida) e um valor minimo Vmin

(interferéncia destrutiva entre as ondas incidente e refletida) é sempre de /'lg/4.
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ROE - Relagao de Ondas Estacionarias (SWR — Standing Wave Ratio)

A razdo entre a amplitude maxima Vmax e a amplitude minima Vmin da onda estacionaria é conhecida como relagao de

onda estacionaria (ROE) ou standing wave ratio (SWR):

__ Vmax _ 1+|T|
ROE = Vmin 1—|T| (77)

A equacdo (77) resulta da expressdo geral do mddulo fasor E(z) que representa a amplitude da onda estaciondria

(numericamente discutido no slide anterior) :

E incidente E refletido

|E@2)| = |Eo" + Eo'TeF?| = |Eo*||1 + |T|e/4Te?/F?| = |Eyt||1 + |T|e/B2+4D)| (78)

Note o efeito do argumento 23z + 4I" da exponencial em (78):
2Bz + 2T =0 - eJ@F242D) = 1 & Ymax = |E||1 + ITI| = |Eo'|(1 + IT])

2Bz + 4T =1 - e/ @F7+4D) = —1 5 Vmin = |Ey'||1 = IT|| = |Eo*|(1 = ITI)

2 Minimo Maximo
= S Wmax
1 Vmin & 0<|I'I<1.0
£
E 0
L
-1

-2
-2 -1,7% -15%5 -125 -1 -0,7% -05 -025 O
z (em comprimentos de onda)
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Ondas estacionaria gerada na fronteira ar/condutor perfeito

Ver animacgdo em https://www.fccdecastro.com.br/PPT/OLT C4 A1S45.pptx

Tr
I‘:EO_ N2 T’l 0—120m [Q]=—1=1,Oej1800 AX
EOL N2 + N1 O + 1201 [.Q]
' = 1.0e/18%° significa que a onda refletida tem mesma amplitude EL | Bt =0
0 0o =

mas esta defasada de 180° da onda incidente, conforme mostra a 'UUU'I,_,

animacao abaixo.

T=14+T=0 —I N '.In Eq"

Vmax 1+ [T Eo
ROE = G =T~ ny =120m[Q] |M2=0
Vmax Vmax Vmax &0, UL
me len 19/4 5 0 :
Meio 1 Meio 2

. \ Z

fronteira
(plano xy)

condutor
perfeito
g =
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Ondas estacionaria gerada na fronteira ar/ dielétrico sem perdas

['=Ey/E'= @)z +m)  T=1+4T  n=120mu/e) [0
Frequency =1GHz - t=1.16T sec (I'=-05 t=0.5)

1.5 | | | " Medium 1 [Medium2 !
1 | | I : (8}_,].'.'_):(1,1) (ar‘}lr)=(g’1) ...... :. ..................
—Transmitted

........................ T |
AVAVAVAVAVAY,

- ncident
- Reflected
- |ncident + Reflected

0.2 0.4 0.6

Standing Wave Patterns - SWR= |E|

), . = (14[TJ(1-T]) = 1.510.5=3

max
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Onda estacionarias geradas por reflexao nas fronteiras entre multiplas camadas dielétricas

E - —
ho=25=2S % =120n i /e) [0] T=1+T
ki Terr Tk Frequency =1 GHz - t=1.14T sec
2 Medium 1 " Medium 2 Mediurf 3
(e,m)=(1.1) (=) (€ =G, 1)
—Incident | 1 | ':' &< o )
—Reflected |

« Left Traveiﬁlling Wave in Medium 2

— Right Tra}:/elling Wave in Medium 2

F i
-%5 A 0.5 0 0.5
z (m)

k=1 k=2
Standing Wave Patterns (SWR)

2 ‘ |
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Ondas estacionaria — animagao regime transiente até o regime permanente (steady state)

Ver animacgdo em https://www.fccdecastro.com.br/PPT/OLT C4 A2S48.pptx /
fronteira

(plano xy)
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Exemplo 3: Uma onda EM plana se propaga no espago livre (g,.; =1.0) e incide na fronteira com um meio dielétrico de
permissividade &, = 9.0, conforme mostra a figura. A onda do campo incidente E; se reflete na fronteira gerando a onda

do campo refletido E, .As ondas Ej e E,. se superpdem na Regido 1, interferindo-se mutuamente ora construtivamente ora

destrutivamente, e assim estabelecendo uma onda estacionaria com maximos e minimos na Regiao 1. Pede-se: Determine

a razao entre os valores maximo e minimo da onda estacionaria estabelecida na Regidao 1 pela interferéncia mutua entre as
ondas Ej e E;. XA

Regiao 1
MN—— Ei
E. —L MN— E:

Era U Reg|§0 2

nyY

espaco livre \
€0 Ho fronteira

Solugao:

Para a solucdo deste exemplo vamos usar o script Mathcad Exemplo3.xmcd disponivel em
https://www.fccdecastro.com.br/ZIP/OLT C4 E3549.zip .

Das definigdes para n1 e n2 no slide 26 do Cap V.2, temos que as impedancias m1 e 2 respectivas as regides 1 e 2 sdo
dadas por:

Ho K
Nl = = 376.73-Q N2 = |—— =125.577.0
ggerl € Er2
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Da equagéo (17) no slide 6 do Cap IV.1, temos que o coeficiente de reflexdo I na fronteira resulta em:

p.onz-mt

: =-0.5
M2+l

Da equacéo (77) no slide 44 do Cap IV.3, temos que a razdo Vmax/Vmin = ROE, resulta em:

_ e r

ROE : =
1 - |T]
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