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By the 1860s, he had gathered
together all the laws of
electricity and magnetism,
and added one of his own. The
complete set is still known as

Maxwell’s Equations.

You can apply them
anywhere —just add in the
electromagnetic properties

of materials and solve the
equations.
_
/],
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You can use the equations for
radio waves, microwaves, light,
X-rays and all the others of the
electromagnetic spectrum -
something Maxwell predicted.

Sadly he did not live to see
even the beginning of the
verification of the prediction.
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Maxwell's Equations ensu}e that the transmitter and receiver in your mobile phone are designed to work
effi cuently and safely the waves carrylng the messages are guided, with very little leakage.

Be/tween mobiles; the v(aves travel through the all’il 1 much the same way as the

many eIectr‘orﬁagnetlc waves in space ‘“ imunication through remote
sensing to the latest exploration in the’§q]‘ "%em and beyond
kg
And, for good measure, the | |mag|ng / ' *“ﬁ Maxwell’'s specification stemmed from
technology for the mobile phone - oneofhisfirst research interests: how
screen can be traced back over & M we see coloured light. He developed it
150 years to Maxwell's specification. |/ toexplainhow to produce full-colour -~
It was announced to the Royal X Images on screens using only red’ J y
Society of Edinburghin 1855and -, 9reepandblue light, and demonstrated
f / o A5 e | | thistoanastouhded audience at R
ully written up on their journal, the | ) (ofdonis aflnstitut!o 1861,
Transactions, in 1857. ‘ o

Maxwell s strategy, adapted to Sujts
moder‘~ technology, is all around you - / ,
from mobule pnone and dlgltalfcameraf S
screensthrough colour tele)nsnor;to the
large displ sgeensm Sports ars arenas
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Maxwell realizou estudos em visao e optica
tendo, por exemplo, demonstrado que se
pode produzir uma fotografia a cores
utilizando filtros vermelho, verde e azul e
sobrepondo as trés imagens assim obtidas.

Esta é a imagem da
primeira fotografia a
cores na histdria, obtida
por Maxwell, utilizando
este método.



James Clerk Maxwell é um dos cientistas mais
influentes de todos os tempos. Na foto, com a
esposa Katherine Maxwell e o doguinho Toby, em
1869.

Albert Einstein reconheceu que as origens da
teoria da relatividade especial estavam nas
teorias de Clerk Maxwell, dizendo: "O trabalho
de James Clerk Maxwell mudou o mundo para
sempre".

A pesquisa de Maxwell sobre a radiacao
eletromagnética levou ao desenvolvimento da
televisao, telefones celulares, radio e telescopios
infravermelhos.

Em 1873 Maxwell publicou o Tratado sobre
Eletricidade e Magnetismo, livro que contém
todas as suas ideias sobre este tema, e que

condensa todo o trabalho desenvolvido ao longo = =

dos anos.

O maior telescopio astronébmico do mundo, no
Observatério Mauna Kea no Havai, € nomeado
em homenagem a Maxwell.
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Electic Field

I A = Wavelength
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Ondas Planas

Ondas sao um meio de transportar energia ou informacao.

= Propagacdao de ondas eletromagnéticas (EM) é regida pelas Equacdes de
Maxwell.

A existéncia das ondas EM previstas e analiticamente tratadas por Maxwell foi
investigada por Hertz, que conseguiu gerar e detectar experimentalmente
ondas de radio.

= Exemplos de ondas EM incluem ondas de radio, sinais de TV, feixes de radar e
raios luminosos, dentre outros.

= As ondas EM compartilham 3 caracteristicas principais:

(1) Viajam em alta velocidade,
(2) Apresentam caracteristicas ondulatdrias ao se propagarem,
(3) Sao irradiadas a partir de uma fonte, e se propagam em um meio fisico.
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Ondas Planas

Equacoes de Maxwell: Teoria Eletromagnética Unificada.

= Toda a teoria da interacdao eletromagnética “ondas com meio” é baseada nas
Equacdes de Maxwell.

= As EquacOes de Maxwell foram escritas em 1860, e sao equacdes empiricas,
sem prova de convergéncia, mas que até hoje descrevem a propagacao e a
interacao das ondas eletromagnéticas com 0 meio com uma precisao
incomparavel.

= Aonda EM é dual, como o préprio nome diz: elétrica/magnética.

= Uma componente dela é o campo elétrico E (V/m), e a outra o campo
magnético H (A/m).

= O campo elétrico da origem ao campo magnético e o campo magnético da
origem ao campo elétrico, e assim eles vao gerando um ao outro, ao longo do
espaco.
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Ondas Planas

As Equacoes de Maxwell resumem todas as leis do eletromagnetismo.
Campos Eletromagnéticos devem satisfazer as quatro Equacdes de Maxwell,
apresentadas a seguir em sua forma diferencial:

Onde:
Lei de _ 0B ) :
Faraday VXE= 3¢ V/m V X = operador rotacional
V - = operador divergente
Lei Circuital FxH=]+ 6_D {A/mz\ E = intensidade do campo elétrico (V/m)
de Ampere 0t . B - densidade de fluxo magnético (T=HA/m?2)
Loi de Gauee 7.D=p (C/ ﬂ H = intensidade do campo magnético (A/m)
| u - m
"L J = a densidade de corrente elétrica (A/m?)
Lei de Gauss D = densidade de fluxo elétrico (C/m?)
para Campos V-B=0 T/m . fos fs 3
p,, = densidade volumétrica de carga elétrica (C/m3)

Magnéticos
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Ondas Planas Propriedades dos meios

Condutividade | Permissividade | Permeabilidad
elétrica elétrica e magnética
o (mho/metro) e (F/m) u (H/m)
Espaco Livre c=0 €=¢g L= Ly
Dielétricos sem perdas c=0 €= €8 L= g
Dielétricos com perdas c#0 €=¢¢8 L=,
Bons condutores C=® €=¢g L= g
* o é um coeficiente que e & é um coeficiente que mede * U éum coeficiente que mede
mede a capacidade do 0 quanto o meio concentra 0 guanto o meio concentra
campo elétrico em as linhas do campo elétrico as linhas do  campo
colocar as cargas livres magnético

do meio em movimento

(E e H s3o campos vetoriais nos quais os vetores do campo sao
tangentes as linhas do campo)
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Ondas Planas Densidade de Fluxo Elétrico

7% E = _ 0B [V/ 2}  Uma outra forma de
St m expressar o Campo
] Elétrico

VXH=]+— / 2 — FV C . -
5t LA/m D=¢E —— = — * & & um coeficiente que
mm - m mede o quanto o meio
7.D = concentra as linhas do

Pv [C/ m3} campo elétrico

V-B=20 [T/m}

D = densidade de fluxo elétrico (C/m?)
E = intensidade do campo elétrico (V/m)

€ = permissividade elétrica do meio (F/m)
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Ondas Planas

Densidade de Fluxo Magnético

VXE= —@ [V/mz}

ot
V X H + —5D [ }
= 2
J 57 A/m

V-D=p, [C/mf‘}

7820

* Uma outra forma de expressar
o Campo Magnético

( A * 1€ um coeficiente que mede
B—,qy HA HA .
pH 2 T 0 quanto o meio concentra as
2 . ...
Jmm - m p, linhas do campo magnético

 Também denominada indugdo
magnética

B = densidade de fluxo magnético (T=HA/m?)

H = intensidade do campo magnético (A/m)
L = permeabilidade magnética do meio (H/m)

Ondas e Linhas- 2017/l
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O ENNNERER Densidade de Corrente Elétrica

* Ao aplicar o Campo Elétrico
no meio, o quanto ele fard as
VXE = — — [V /mz} cargas livres no meio se
moverem e se transformarem
em corrente (quanto mais

5D
VXH=]+— [A/m% cargas livres, maior a
ot oE (mho vV_ A W condutividade).
e _/

V-D=p, [C/mﬂ * o é um coeficiente que
mede a capacidade do

7-B=0 [T/m} campo eleltr/co em co/(?car
as cargas livres do meio em
movimento

J = densidade de corrente elétrica (A/m?)

E = intensidade do campo elétrico (V/m)
o = condutividade (mho/m)
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Ondas Planas Espaco Livre

* No espaco livre, a relacdo entre a densidade de
fluxo elétrico e o campo elétrico é dada pela

SB- N permissividade do espaco livre (g;) .
VXE= —E V/m2
5\ : D =¢,E, g, =8.854x102 F/m
D e ™
VXH=]4+— 2
J 5t A/m?|
B N * No espaco livre, a relacdo entre a densidade de fluxo
V-D=p, ¢/m3 magnético e o campo magnético é dada pela
) : permeabilidade magnética do espago livre () .
V-B=0 T/m

B=pH, K= 41x107 H/m

Ondas e Linhas- 2017/l
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Ondas Planas Normalizacdo pelo Espaco Livre

* Muitas vezes se utiliza a caracterizagdo do meio
normalizada em relacéo a p, e g, .

VXE=— 6_B V/m2 * Permissividade relativa (g,): Por exemplo, um meio
ot - : que tiver um g, = 2, significa que a permissividade
6D ,) elétrica do meio é duas vezes a permissividade do
VxH=]+ St \A/m ) espaco livre (g,) .
g ) € = gp&r g, = 8.854x1012F/m
V-D=p, ¢/m3
N * Permeabilidade relativa (u.): Por exemplo, um
V-B=0 \T/ m/ meio que tiver um W, = 2, significa que a

permeabilidade magnética do meio é duas vezes a
permeabilidade do espaco livre (p,).

L= Uoly Mo = 4mx107 H/m
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O L ENNERER Equacdes de Maxwell

VXE-= oB[ 2\
= 757 \V/m/

VxH= +6D/ 2
=)t A

V.szv C/m3

V:-B=0 T/m

D=¢E C/m?

BzuH{T

] =cE A/m?

- /

Quadro resumo

E = intensidade do campo elétrico (V/m)

B = densidade de fluxo magnético (T=HA/m?)

H = intensidade do campo magnético (A/m)

D = densidade de fluxo elétrico (C/m?)

J = densidade de corrente elétrica (A/m?)

p,, = densidade volumétrica de carga elétrica (C/m3)
¢ = permissividade elétrica do meio (F/m)

L = permeabilidade magnética do meio (H/m)

o = condutividade (mho/m)

Ondas e Linhas- 2017/l
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Ondas Planas Analise das Equacdes de Maxwell

Lembrar que:

V X =rotacional (produto vetorial do operador V)

V.= divergente (produto escalar operador V)
Lei de 6B d

= —— V=—=1i+ +—k de i, j e k sdo vet
Faraday VXE 5t pll. ay]_ onde i, j e k sdo vetores
unitarios do sistema cartesiano
: . _ (red
Lei Circuital 7 xH = 6D Dimensao de (V) = (m™})
de Ampere XH=]+ E
HA HA
B=uH - _ = _
Lei de Gauss V-D=p, H mm mz_T
N J
Lei de Gauss D = ek L — £2
para Campos V-B=0 mm m
Magnéticos ~ N
J=oE mhoV _ A
m m m?
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Ondas Planas

12. EM: Rotacional do Campo Elétrico

B = uH
“
Lei de 0B [ )
Faraday VXE= S5t V/m//, -

B = densidade de fluxo magnético

V X = rotacional (produto vetorial do
operador V)

ad = 0 ~ 0 ~ > £~ . =
V_6x£+8y‘£+az k;onde i, j e k sdo
vetores unitarios do sistema cartesiano.

Dimensdo de (V) = (m™1)
Dimensdo de (E) = (V/m)

Soma das
tensées/drea

V/m?

Se temos no espaco linhas de campo magnético H
variando no tempo, em um contorno que engloba
essas linhas existe um potencial impresso.

Se este contorno for aberto, entre os terminais
pode-se medir uma tensao V que existe enquanto
0 campo magnético que atravessa esse contorno
hipotético varia, e que é equivale a soma de todas
as tensdes no caminho fechado.

Se dividirmos V pela area da superficie
subentendida por esse contorno fechado, teremos
o que resulta da equacdo, em V/m?.

Esta equacao avalia a capacidade de o campo
magnético, variando no tempo, gerar uma tensao
em torno do contorno circular que o compreende.

Esta avaliacdo é feita a partir da caracteristica
magnética do meio. Quanto maior for a
permeabilidade magnética do meio, maior sera a
tensao obtida, porque o rotacional do campo
elétrico € o contorno do caminho fechado
(V/m)(m1)=V/m?.

Ondas e Linhas- 2017/l
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Ondas Planas 12, EM: Rotacional do Campo Elétrico

= A onda eletromagnética é resultante da relacao (MH)
de causa e consequéncia do que acontece entre Y

EeH. 5B

= Uma varia¢ao no tempo do Campo Magnético H VXE=-— E
estabelece como consequéncia uma variagao
espacial no Campo Elétrico E.

"= Quem controla o quanto a variacdo no tempo

do Campo Magnético H implica na variagao Derivada
. L , o Derivada
espacial no Campo Elétrico E ¢é a (variac3o) -
boI.d d 7 . d . . Id (Varlagao)
permeabilidade magnética do meio (u). espacial do no tempo
Campo
L do Campo
: .. . Elétrico "
Ao examinar a proxima equagdo Magnetico

veremos que acontecerd um
fenémeno dual, uma variacdo no
tempo do E gera uma variagdo R
espacial no H. Desta forma, as duas =S ltoo itk
equacdes se intertravam, o que leva
a propagacgdo (var. de H -> var. de E ->
var. de H...).

V = derivada espacial =

onde i, j e k sdao vetores

unitarios do sistema
cartesiano.
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O ENNERED

22, EM: Rotacional do Campo Magnético

J]=cEl D=c¢E

\ v
Lei Circuital oD

de Ampére VXH:]"’E

Variacao espacial f
Magnético tempo do
Campo Elétrico

D = densidade de fluxo elétrico
J = densidade de corrente de conducgao

V X =rotacional (produto vetorial do
operador V)

0 ~ -~ - A
\7—6—1+a—] —Zk,ondeg,]_eksao

vetores unitarios do
sistema cartesiano.

Dimensao de (V) = (m)

Ondas e Linhas- 2017/l

Esta equacdo avalia a capacidade de o campo elétrico,
variando no tempo, gerar uma variacao espacial no
campo magnético.

A variagcao espacial no superficie d
campo  magnético é

originada pela densidade
de corrente de conducao
(J, em A/m?) que ocorre
qguando o meio é
condutor, com

condutividade ©.

Quanto maior for a condutividade o, mais rapido as
cargas irdo se mover (corrente). O campo Elétrico no
interior do fio serd E=V/d e E faz com que as cargas se
movam, e elas se moverao tanto mais rapido quanto
maior for a condutividade do meio.

oE = densidade de corrente de conducdo (A/m?3),

sendo o m? a seg¢do transversal do fio. .

J gera as linhas de H, pois basta que exista

, H
uma corrente para aparecerem as linhas
circulares (em razao do rotacional) de H /
em torno da corrente. ) J

Maria Cristina Felippetto De Castro



A interacao entreE e H

Ondas Planas

B = uH

<

6B
VXE:_E

5DKD=8E
VXH=]+E

] = densidade ||D = densidade
de corrente || de corrente de
de conducdo || deslocamento

Maria Cristina Felippetto De Castro
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Ondas Planas A interacao entreE e H

* Se a tensdo V usada para gerar a corrente de conducao for senoidal,
teremos uma variacao senoidal no tempo da densidade de corrente de

conducao J. (1)

B = uH

<

6B
|7><E=—E

5DKD=8E
VXH=]+E

] = densidade ||D = densidade
de corrente || de corrente de
de conducdo || deslocamento

Maria Cristina Felippetto De Castro
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Ondas Planas A interacao entreE e H

* Se a tensdo V usada para gerar a corrente de conducao for senoidal,
teremos uma variacao senoidal no tempo da densidade de corrente de
conducao J. (1)

* A variacdo espacial de H (VV X H) nao é mais parada no tempo mas, sim,

B = uH varia com a excita¢ao senoidal dada no gerador de tensao, que ocasiona
N a variacao senoidal na densidade de corrente J. (2)
6B * Nas vizinhancas do ponto em que estamos considerando J, teremos uma
VXE=—— - . .
Ot variacao espacial de H, variando no tempo. (2)
D =¢E
SD <« e
VXH=] + —

68

] = densidade | D = densidade
de corrente || de corrente de
de conducdo || deslocamento
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Ondas Planas A interacao entreE e H

* Se a tensdo V usada para gerar a corrente de conducao for senoidal,
teremos uma variacao senoidal no tempo da densidade de corrente de
conducao J. (1)

* A variacdo espacial de H (VV X H) nao é mais parada no tempo mas, sim,

B = uH varia com a excita¢ao senoidal dada no gerador de tensao, que ocasiona
N a variacao senoidal na densidade de corrente J. (2)
6B * Nas vizinhancas do ponto em que estamos considerando J, teremos uma
VXE=—— - . .

Ot variacao espacial de H, variando no tempo. (2)

 Se a variacao espacial de H esta variando no tempo, olhando para a
primeira equacao (3),
D =¢E
8D
VXH=] + —

68

] = densidade | D = densidade
de corrente || de corrente de
de conducdo || deslocamento
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Ondas Planas A interacao entreE e H

* Se a tensdo V usada para gerar a corrente de conducao for senoidal,
teremos uma variacao senoidal no tempo da densidade de corrente de
conducao J. (1)

* A variacao espacial de H (V X H) nao é mais parada no tempo mas, sim,
. B = uH varia com a excita¢ao senoidal dada no gerador de tensao, que ocasiona

N a variacao senoidal na densidade de corrente J. (2)

6B * Nas vizinhancas do ponto em que estamos considerando J, teremos uma
VXE=—— - . .
Ot variacao espacial de H, variando no tempo. (2)

 Se a variacao espacial de H esta variando no tempo, olhando para a
primeira equacao (3), se conclui que ela vai gerar uma variacao espacial
5D‘/D = ¢E do campo elétrico também variando no tempo (V X E) (4), e quem

VxH=] _|__ controla o quanto esta variacdo no tempo do campo magnético se
transforma em variacao espacial do campo elétrico nas vizinhancas

@ @ préximas é a permeabilidade magnética do meio.

] = densidade | D = densidade
de corrente || de corrente de
de conducdo || deslocamento
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Ondas Planas A interacao entreE e H

* Se a tensdo V usada para gerar a corrente de conducao for senoidal,
teremos uma variacao senoidal no tempo da densidade de corrente de
conducao J. (1)

* A variacao espacial de H (V X H) nao é mais parada no tempo mas, sim,
. B = uH varia com a excita¢ao senoidal dada no gerador de tensao, que ocasiona

N a variacao senoidal na densidade de corrente J. (2)

7 xE = 6B * Nas vizinhancas do ponto em que estamos considerando J, teremos uma

Ot variacao espacial de H, variando no tempo. (2)

 Se a variacao espacial de H esta variando no tempo, olhando para a
primeira equacao (3), se conclui que ela vai gerar uma variacao espacial
5D‘/D = ¢E do campo elétrico também variando no tempo (V X E) (4), e quem

VxH=] _|__ controla o quanto esta variacdo no tempo do campo magnético se
transforma em variacao espacial do campo elétrico nas vizinhancas

@ @ préximas é a permeabilidade magnética do meio.

* Se temos uma variacao espacial do campo elétrico E variando no tempo,
na segunda equacdo teremos (¢0E/ot). (5)

] = densidade ||D = densidade| ¢ Este termo (€0E/ot) variagdo no tempo do campo elétrico também leva a
de corrente || de corrente de uma varia¢do espacial do campo magnético (V x H), e quem controla o
de conducdo || deslocamento quanto esta variacdo no tempo do campo elétrico se transforma em

variacao espacial do campo magnético nas vizinhangas proximas é a
permissividade elétrica do meio.
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Ondas Planas A interacao entreE e H

* Se a tensdo V usada para gerar a corrente de conducao for senoidal,
teremos uma variacao senoidal no tempo da densidade de corrente de
conducao J. (1)

* A variacao espacial de H (V X H) nao é mais parada no tempo mas, sim,
. B = uH varia com a excita¢ao senoidal dada no gerador de tensao, que ocasiona

N a variacao senoidal na densidade de corrente J. (2)

7 xE = 6B * Nas vizinhancas do ponto em que estamos considerando J, teremos uma

Ot variacao espacial de H, variando no tempo. (2)

 Se a variacao espacial de H esta variando no tempo, olhando para a
primeira equacao (3), se conclui que ela vai gerar uma variacao espacial
5D‘/D = ¢E do campo elétrico também variando no tempo (V X E) (4), e quem

VxH=] _|__ controla o quanto esta variacdo no tempo do campo magnético se
transforma em variacao espacial do campo elétrico nas vizinhancas

@ @ préximas é a permeabilidade magnética do meio.

* Se temos uma variacao espacial do campo elétrico E variando no tempo,
na segunda equacdo teremos (¢0E/ot). (5)

] = densidade ||D = densidade| ¢ Este termo (€0E/ot) variagdo no tempo do campo elétrico também leva a
de corrente || de corrente de uma varia¢do espacial do campo magnético (V x H), e quem controla o
de conducdo || deslocamento quanto esta variacdo no tempo do campo elétrico se transforma em

variacao espacial do campo magnético nas vizinhangas proximas é a
permissividade elétrica do meio.

J—-H—E—H —E — H — -~
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Ondas Planas A interacao entreE e H

0B oD
= —— VxH= —
V XE 5t ]+5t

Portanto, as equagdes (V X E) e (V X H) se intertravam
e, no momento em que se tem uma excitacao externa
por uma corrente de conducao J variando no tempo, a
interacao entre E e H se estabelece, resultando em uma
alternancia entre E e H no meio, ambos variando no
tempo. Ou seja, se estabelece uma onda.
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Ondas Planas 32, EM: Divergente de D

= Fazer o produto escalar do operador V por
um campo vetorial (no caso, campos D ou

B), significa fazer a divergéncia do campo.
Lei de Gauss V-D:pv ), signif ‘ Versenc P

= Fisicamente a divergéncia de um campo
indica a intensidade da fonte das linhas do
D = <E campo na posicao (coordenadas x, y, z) em

gue é calculado.

D = densidade de fluxo elétrico (V/m?) _ R
A fonte das linhas do campo elétrico sao as

p, = densidade volumétrica de cargas elétricas que se tem na posicdo do
carga elétrica (C/m3) campo elétrico em que se estiver

: calculando o divergente.
V . = divergente (produto escalar operador V) g

= Estas cargas elétricas sao medidas pela
densidade volumétrica de carga elétrica

P, ,emC/m3.

Permissividade elétrica €& é um
coeficiente que mede o quanto o meio
concentra as linhas do campo elétrico.
= Se existe uma concentracao volumétrica
de cargas (sejam positivas, sejam
negativas), as fontes das linhas do campo
elétrico estarao ali.
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Ondas Planas 42, EM: Divergente de B

Lei de Gauss para Campos V-B=20
Magnéticos

= A divergéncia de B é sempre zero
porque nao existe uma carga

magnética.
B = HH = O campo magnético é sempre gerado
por uma variacao do campo elétrico,
B = densidade de fluxo magnético (A/m?) ou uma corrente, mas jamais por uma

“carga magnética”.
V - = divergente (produto escalar operador V)

Permeabilidade magnética u é um
coeficiente que mede o quanto o
meio concentra as linhas do campo
magnético.
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Ondas Planas A partir das Equacoes de Maxwell

Ja vimos que ha um mecanismo de interacao entre E e H que é responsavel pela
propagacao da onda eletromagnética.

A equacao de propagacao da onda sera obtida a partir das duas equacoes de Maxwell
em rotacional (em rotacional de H e em rotacional de E).

Ondas Planas no espaco livre sao o caso mais simples de propagacao de uma onda
eletromagnética.

Consideremos uma onda que chega na antena receptora, irradiada por uma antena
transmissora.

No enlace entre duas antenas, as ondas proximas a \

antena saem na forma esférica mas, a medida que elas

vao se afastando, tornam-se planas. )

Isso ocorre porque, na quase absoluta maioria dos
casos, as antenas estdao uma no campo distante da
outra (as antenas nunca estdao proximas, de tal forma
gue as frentes de onda possam ser esféricas).

Portanto, no campo distante, os raios sao tao grandes,
gue a onda ja é plana.
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Ondas Planas

O campo elétrico E é sempre perpendicular
ao campo magnético H por causa do
rotacional.

No caso do espaco livre, a direcao de
propagacdao da onda é perpendicular (ou
transversal) a ambos (E e H).

Este modo de propagacao € chamado TEM —
Onda Transversa Eletromagnética.

Todos os pontos de uma frente da onda
possuem mesma magnitude e fase.

Ondas e Linhas- 2017/l
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Ondas Planas A partir das Equacdes de Maxwell

Para deduzir a equacao da onda plana,
partiremos das equacdes de Maxwell,

considerando, agora,

Lei de OB - A -

VXE=—— qgualguer meio homogéneo isento

Faraday Ot de concentracdo volumétrica de cargas
elétricas (p,=0):

Lei Circuital oD

de Ampére VXH=]+E

Lei de Gauss V-D=p, D=c¢k
B=puH

Lei de Gauss
para Campos V-B=20 ] =okE
Magnéticos —

. Py =
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Ondas Planas A partir das Equacoes de Maxwell

Note que:

A partir das condicdes de espaco livre (ou das condicdes de qualquer meio nao
condutor em que p,=0) as Equag¢des de Maxwell podem ser reescritas como:

D = ¢gyE, & = 8.854x10"2 F/m S5
B:M()H,H():‘HTX].OJH/m VXE:_E
] — GE) o=0 6D
VXH=]+—

Py = 0 , ho espaco livre de cargas Ot
V-D=p,

V:-B=0

Meio Linear: € independe de E.
Homogéneo: € independe das coordenadas.
Isotropico: € independe da direcdo do campo aplicado.

VXE= oH
- M05t
VXH= OF
~ 0%t
D=0
B=20

Maria Cristina Felippetto De Castro
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O ENNERES Equacdo de Helmholtz

cH
VX(VXE):Vx(qLET)

OE
Ot

Vx(VxE)=-—p—(VxH) @ VxH=

0’/

l..n...

-

0 OE OE O’E
VX(VXE)=—-p—-(0E+¢ = —O — — LE—
( )=~y ( u) Mo Mo

Usando a propriedade vetorial do operador V:

VxVxA=V(V-A)- VA

- 0 (V-D=0)
V(V-E) - 'TE——u.n:rr':{r—p.,_\r.j @V -E=0
or2
OE E":E _ Equacao de Helmholtz
V’E = PO —— + WE Equacdo da Onda

ot or?

Para deduzir a equacao da
onda plana, partiremos da
Equacao em Rotacional do
Campo Elétrico, aplicando
o operador rotacional aos
dois lados da equacao.

“Rotacional do rotacional de um
campo €& o gradiente do
divergente do campo, menos o
operador nabla de segunda
ordem aplicado ao campo.”

\72A——Axl+—Ay]+—Azk
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O ENYERES Equacdo de Helmholtz

-

9 cE 0°E .
V°E = o = + P ¥ Interpretacdo da
' ' Equacdo de
Variagcdes no tempo de primeira Helmholtz

ordem e segunda ordem do campo
elétrico geram variacdes espaciais
de segunda ordem também do
campo elétrico.

* Quem controla esta inter-relacao entre variacdes temporais de primeira ordem e
segunda ordem s3o as propriedades eletromagnéticas do meio:

Condutividade o (mho/metro), Permissividade ¢ (F/m), Permeabilidade p (H/m)

* Ou seja, a equacao de Helmholtz nos diz como a variacao no tempo do campo elétrico
se transforma em variacao espacial do mesmo.

» Esta variacao espacial de E simultanea com a variacao temporal do mesmo indica que
ha propagacao do campo E no espaco com velocidade de propagacao dada pela
relacdo entre a variacao espacial e a variacao temporal de E.
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Equacao de Helmholtz para

Ondas Planas campos harménicos

Campos harmonicos sdao aqueles cuja variacao no tempo é senoidal ou co-senoidal.
(Ondas Harmodnicas no Tempo = Ondas Senoidais ou Co-senoidais)

- OE :
Para estes casos, & = el®t e Y = ]wE )

e a equacao de Helmholtz pode ser reescrita como:

O subscrito s em
E faz referéncia a
sinal  harmoénico

& 2k % o . \q
V’E = ].LtT,;—I + pe ——— VE; = jop(o + joe)E; —
O

or?

(senoidal)
E 2 o s 8 " - s
VE; —yE; =0 —— y=/jop(o+ jos) = a+ jB
Equacao de Constante de
Helmholtz para Propagacao da Onda

Campos Harmonicos

Maria Cristina Felippetto De Castro
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Equacao de Helmholtz para
campos harmonicos

Ondas Planas

Buscamos agora, a solucdo para a equacdo diferencial V*E; — y’Es =0

* A fungao E, que buscamos como solu¢ao para a equagdo diferencial
acima tém que ser tal que a fun¢do E, e sua derivada de ordem dois
sejam iguais (mantenham a mesma forma funcional entre si), de modo
gue, ao efetuarmos a subtracao entre os termos, resulte zero.

* A funcao que é solucdao da equacao diferencial sera, portanto, uma
exponencial.

—

Ve N\

[ \
i r2 2
Da mesma forma que determinamos VE; —vy°E; =0

podemos determinar T"EH_; — ‘yIH_.; =0

\_ /

_
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Equacao de Helmholtz para
campos harmonicos

Ondas Planas

Para determinar a solucao da Equacao de Helmholtz para campos harmdénicos no
tempo, consideremos uma onda plana com campo elétrico somente com a
componente na direcao x, se propagando na direcao z, conforme figura abaixo.
Para este caso, E serd dado por E (z) = E_(2)i

E (1) B

N |l z
/ N 57 ¢

y - -

Como E ndo depende de x e y na onda plana da figura acima, o termo V2E na equacio
2 2 — ’ . . ~ \ .
V7E; —v°E; =0 se reduz a uma Unica derivada em relacdo a z (as derivadas em

)
relacdo axeaysdozero), d°Ey 5
5 — Y En‘ =0

dz* -
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Equacao de Helmholtz para

Ondas Planas campos harmonicos

Aplicando o Teorema da Superposicao as duas solucdes independentes
para a equacao diferencial abaixo

PEs
cdq;'- v'E, =0 temos:

E.(z) =Efe V2 + E~etV*

4 4

Onda se Onda se
propagando no propagando no
sentido do eixo z sentido contrario do
eixo z

onde E* e E- sdo amplitudes arbitrarias constantes.
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Equacao de Helmholtz para

Ondas Planas campos harmonicos

Lembrando que, na solugdo encontrada, E,(z) = Ete V% + E-e*7Z,

Y € a constante de propagacao da onda, conforme:

v = VJjop(o + jwe) = a + jB

| T~

[ é a constante de

[1/m] fase (o quanto ela
\4 altera a fase enquanto

o € a atenuagdo da se propaga no eixo z)

amplitude da onda a medida [rad/m]

que ela se propaga no eixo z
[neper/m]

Ondas e Linhas- 2017/ Maria Cristina Felippetto De Castro



Equacao de Helmholtz para
campos harmonicos

Ondas Planas

E.(z) =Ete V2 4+ E"e*V? Atenuac3o da Caracteristica
l l onda de oscilatoria da
o . acordo coma propagacao de
Onda se propagando naa se propagancio distancia que acordo com
no sentido do eixo z no sentido contrario
(incidente) de z (refletida) ela propaga cos(fz)

Se considerarmos, ainda, e VZ = g~ 2o~ JbZ

quey = a + jf, temos: +yz

e — ptazp+jpz

Restaurando o dominio tempo nas equacoes fasoriais:

eTV? = =% =IB7 5 o= cos(wt — B2)

etV? = o*t@ZptiBz _ o+ @Zcos(wt + B2)
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Equacao de Helmholtz para
campos harmonicos

Ondas Planas

Portanto, a expressdao no tempo (t) e no espaco (z) da componente na direcao x
do campo elétrico (E,) que se propaga num meio, quando ele é excitado por um
campo elétrico de frequéncia angular ®, e com caracteristicas de propagacao a e
B dadas pela pelas propriedades do meio (y é fungao de , € e ¢), é dada por:

E.(z,t) = Ete % cos(wt — fz) + E~e% cos(wt + Bz)

Onde:

— E* e E~ s3o0 as amplitudes das ondas (constantes reais) que se propagam no
sentido positivo e negativo, na coordenada z = 0.

— e~ % e % expressam o quanto a onda se atenua, a medida que se propaga.

— O parametro B em cos(wt — fz) expressa quantos radianos a fase da onda
varia por unidade de distancia percorrida pela onda.

— O parametro ® em cos(wt — fz) expressa quantos radianos a fase da onda
varia por unidade de tempo transcorrido.
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Ondas Planas Velocidade de propagacao da onda

A velocidade de propagacao (ou velocidade de fase da onda), define a
velocidade na qual um ponto fixo de fase da onda se propaga, em funcao dos
parametros do meio.

Para determinar a velocidade de propagacao, precisamos observar um ponto fixo na
onda (marcar um ponto).

A onda esta se movendo ao longo do eixo z, a medida que o tempo t passa, entao
vamos considerar (wt + z) constante em

E.(z,t) = Ete % cos(wt — fz) + E~e% cos(wt + fz)

/ Ete™7%; \
Para manter um ponto _ constante + fz

. wt — fz = constante » —
fixo na onda devemos 0)

dire¢do +za medida W

K que o tempo aumenta.

_/
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Ondas Planas Velocidade de propagacao da onda

Az

A velocidade de propagacao é dada por u, = I

wt — fz = constante —— z = (constante — wt)/(—[)

o dz _ 0 (constante — wt) _w
P at ot y "B
_w _ _2m

Uy, 3 onde w = 2mf = —
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OndaS P|ana5 Comprimento de onda

O comprimento de onda é definido pela distancia entre dois
maximos (ou minimos) consecutivos.

w 2
Sendo up:—, onde (1):27Tf:_n
B T
A:l;_p’ com upz%
2rf 1 21 2T
A:——:— A =—
B f B B
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Equacao de Helmholtz para
campos harmonicos

Ondas Planas

A especificacao completa dos campos eletromagnéticos
de uma onda plana uniforme é dada pelos campos
elétrico e magnético, conforme determinamos a partir
das Equacoes de Maxwell:

E,(z) =ETe Y2+ E~e™V?
Hy(z) =H%e™"* + H e™"*
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Campo Magnético em funcao do
Campo Elétrico

Ondas Planas

O campo magnético pode ser determinado pela aplicacdao da Lei de Faraday:

VXE=—jouH

Como consideramos que E tem somente a componente na direcao x e varia no
espaco somente em funcao de z, e como E e H sao sempre ortogonais entre si, H
tem somente a componente na diregao y, e varia no espago somente em fungao
de z.

Como E nao varia com x e y, no caso em analise, o termo V X E na equagao
VXE=—jwuH sereduzauma unica derivada em relagdo a z (as derivadas em
relacdo a x e a y sao zero).

0E
Istoé, V xE setransforma em uma simples derivada 6_zx :

0E, _

Bz = ey
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Campo Magnético em funcao do
Campo Elétrico

Ondas Planas

0E
Substituindo  E,(z) = Ete Y + E"e™? em a_zx = —jwpH, temos
d(Ete V2 + E"e*7%)
0z

= —jwuH, due resulta na expressdo de H, (z):

.

on (Ete™V% — E~e*7?%)

Hy(Z) =

E (1) B

Hy(t) =
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Ondas Planas Impedancia do meio

A relacdo entre E e H é conhecida como

E = intensidade do campo elétrico (V/m)
impedancia da onda.

H = intensidade do campo magnético (A/m)
E _ Vm

Para ondas planas, a impedancia da onda é 7= - =4 —— impeddncia
igual a impedancia intrinseca 1 do meio,

E+
dada porn = .

)4 — _
De Hy(Z) = ,—(E+€ vz — F e+y2)’ temosque HT = E+L
jou ,
jou
_ EY _EY jou _jou
n H+ E+ y

)4
. Impedancia
. jou .
Substituindo y, temos 1= |[—/——— do meio em que se
0+ jwe propaga a onda

E
Considerando que E é a impedancia, podemos redefinir H como

_1 +,-YZ - ,+yz
Hy(Z)_E(E e V" —E"e™V?)
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