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Ondas eletromagnéticas planas

Propagacao no espaco livre
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James Clerk Maxwell é um dos cientistas mais
influentes de todos os tempos. Na foto, com a
esposa Katherine Maxwell e o doguinho Toby, em Hamn. . IR

1869. - (1831-1879)

Albert Einstein reconheceu que as origens da
teoria da relatividade especial estavam nas
teorias de Clerk Maxwell, dizendo: "O trabalho
de James Clerk Maxwell mudou o mundo para
sempre".

A pesquisa de Maxwell sobre a radiacao
eletromagnética levou ao desenvolvimento da
televisao, telefones celulares, radio e telescopios
infravermelhos.

Em 1873 Maxwell publicou o Tratado sobre
Eletricidade e Magnetismo, livro que contém
todas as suas ideias sobre este tema, e que
condensa todo o trabalho desenvolvido ao longo
dos anos.

O maior telescopio astrondbmico do mundo, no
Observatério Mauna Kea no Havai, € nomeado
em homenagem a Maxwell.
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Electic Field

Ondas sao um meio de
transportar energia ou
informacao.

Maxwell.

A existéncia das ondas EM previstas e analiticamente tratadas por Maxwell foi
investigada por Hertz, que conseguiu gerar e detectar experimentalmente
ondas de radio.

= Exemplos de ondas EM incluem ondas de radio, sinais de TV, feixes de radar e
raios luminosos, dentre outros.

= As ondas EM compartilham 3 caracteristicas principais:

(1) Se propagam em alta velocidade,
(2) Apresentam caracteristicas ondulatdrias ao se propagarem,
(3) Sao irradiadas a partir de uma fonte, e se propagam em um meio fisico.



Equacoes de Maxwell: Teoria Eletromagnética Unificada.

= Toda a teoria da interacdao eletromagnética “ondas com meio” é baseada nas
Equacdes de Maxwell.

= As EquacOes de Maxwell foram escritas em 1860, e sao equacdes empiricas,
sem prova de convergéncia, mas que até hoje descrevem a propagacao e a
interacao das ondas eletromagnéticas com 0 meio com uma precisao
incomparavel.

= Aonda EM é dual, como o préprio nome diz: elétrica/magnética.

= Uma componente dela é o campo elétrico E (V/m), e a outra o campo
magnético H (A/m).

= O campo elétrico da origem ao campo magnético e o campo magnético da
origem ao campo elétrico, e assim eles vao gerando um ao outro, ao longo do
espaco.
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Ondas eletromagnéticas planas Ondas Eletromagnéticas no Espaco

O fenbmeno da propagacao das ondas eletromagnéticas corresponde ao
processo fisico através do qual a energia irradiada por uma antena
transmissora atinge uma antena receptora.

Esse fluxo de energia atravessa um meio na forma
de um Campo Elétrico E e de um Campo Magnético H.
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Ondas eletromagnéticas planas Equagdes de Maxwell

As Equacoes de Maxwell resumem todas as leis do eletromagnetismo.

Campos Eletromagnéticos devem satisfazer as quatro Equacdes de Maxwell,
apresentadas a seguir em sua forma diferencial:

_ Onde:
tz:ﬁs;av VXE= 5 [V/mﬂ V = operador diferencial vetorial (derivada espacial)
V X = operador rotacional
Lei Circuital FxH=]+ 5_D {A/m; V - = operador divergente
de Ampere 0t . E_intensidade do campo elétrico (V/m)
Lol de Gauss 7-D=p, (C/m% B = densidade de fluxo magnético (T=HA/m?)
L H = intensidade do campo magnético (A/m)
Lei de Gauss J = a densidade de corrente elétrica (A/m?)
para Campos V-B=20 [T/m} _ . .
Magnéticos D = densidade de fluxo elétrico (C/m?)

p,, = densidade volumétrica de carga elétrica (C/m3)



Ondas eletromagnéticas planas Densidade de Fluxo Elétrico

SB * Uma outra forma de
VXE = 57 [V/mz} expressar o  Campo
Elétrico
6D FV C , -
VxH=] +E [A/mz} D =¢E [—— = —J * & & um coeficiente que
mm m mede o quanto o meio
concentra as linhas do
V-D=p, [c/m3j campo elétrico
V-B=0 [T/m}

D = densidade de fluxo elétrico (C/m?)
E = intensidade do campo elétrico (V/m)

€ = permissividade elétrica do meio (F/m)



Ondas eletromagnéticas planas Densidade de Fluxo Magnético

5B * Uma outra forma de expressar

VXE=— ot [V/ mz} o Campo Magnético

sD I A HA * 1 é um coeficiente que mede
VxH=]+— [A/mz} B=pH 2° — =T 0 quanto o meio concentra as

ot mm  m linhas do campo magnético
V-D=p, [C /m3} * Também denominada indugéo

magnética

V-B=20 [T/m}

B = densidade de fluxo magnético (T=HA/m?)
H = intensidade do campo magnético (A/m)
L = permeabilidade magnética do meio (H/m)
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Ondas eletromagnéticas planas

VXE= —S—B [V/mz}

5t

5D :
l7><H=]+—[A/m% J=cE MmhoV A

ot m m _ m2

Densidade de Corrente Elétrica

* Ao aplicar o Campo Elétrico

no meio, o quanto ele fard as
cargas livres no meio se
moverem e se transformarem
em corrente (quanto mais
cargas livres, maior a
condutividade).

o é um coeficiente que
mede a capacidade do
campo elétrico em colocar
as cargas livres do meio em
movimento

J = densidade de corrente elétrica (A/m?)

E = intensidade do campo elétrico (V/m)

o = condutividade (mho/m)



Ondas eletromagnéticas planas Espaco Livre

* No espaco livre, a relacdo entre a densidade de
fluxo elétrico e o campo elétrico é dada pela

SB- N permissividade do espaco livre (g;) .

VXE= _E\V/mz/
. ) D =¢yE, g, = 8.854x1012 F/m

VxH=]+— A/m?

) * No espaco livre, a relagéo entre a densidade de fluxo
V-D=p, \C/ m3/ magnético e o campo magnético é dada pela

) . permeabilidade magnética do espaco livre (L) .

V-B=0 T/m

B=pH, K= 41x107 H/m



Ondas eletromagnéticas planas Normalizacao pelo Espaco Livre

* Muitas vezes se utiliza a caracterizagdo do meio
normalizada em relacéo a p, e g, .

VXE=— 6_B V/m2 * Permissividade relativa (g;): Por exemplo, um meio

ot que tiver um g, = 2, significa que a permissividade
elétrica do meio é duas vezes a permissividade do
espaco livre (g;) .

€ = gp&r g, = 8.854x101*F/m
* Permeabilidade relativa (u.): Por exemplo, um
V-B=0 T/m meio que tiver um W, = 2, significa que a

permeabilidade magnética do meio é duas vezes a
permeabilidade do espaco livre (p,).

L= Holy Mo = 4mx107 H/m
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Ondas eletromagnéticas planas Equa¢des de Maxwell - Quadro resumo

VXE=— 5t V/m? E = intensidade do campo elétrico (V/m)

6D B = densidade de fluxo magnético (T=HA/m?)
VXH=]+— A/m?

ot H = intensidade do campo magnético (A/m)
V-D=p, C/m3 D = densidade de fluxo elétrico (C/m?)
J = densidade de corrente elétrica (A/m?)
V-B=0T/m p,, = densidade volumétrica de carga elétrica (C/m3)
D = ¢E C/m? ¢ = permissividade elétrica do meio (F/m)

L = permeabilidade magnética do meio (H/m)
B=pH T o = condutividade (mho/m)

= densidade volumétrica de carga elétrica (C/m3
[ = GE A/m? Py g (C/m?3)
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Ondas eletromagnéticas planas

Lei de
Faraday

Lei Circuital
de Ampere

Lei de Gauss

Lei de Gauss
para Campos
Magnéticos

VXE = OB
6t
VXH= +6D
=) St
V'D:pv
V:-B=20

Analise das Equacdes de Maxwell

Lembrar que:

V X =rotacional (produto vetorial do operador V)

V.= divergente (produto escalar operador V)

0
V—a—l+

unitarios do S|stema cartesiano

~

] +— k; onde i, j e k sdo vetores

Dimensao de (V) = (m1)




Ondas eletromagneticas planas 12. EM: Rotacional do Campo Elétrico

= Se temos no espaco linhas de campo magnético H
— variando no tempo, em um contorno que engloba
essas linhas existe um potencial impresso.

Sy TP TXE= - s
y ot

Se este contorno for aberto, entre os terminais
pode-se medir uma tensao V que existe enquanto
B = densidade de fluxo magnético 0 campo magnético que atravessa esse contorno
hipotético varia, e que é equivale a soma de todas
as tensdes no caminho fechado.

,/

V X = rotacional (produto vetorial do
operador V)

ad = 0 ~ 0 ~ > £~ . =
V_6x£+6y‘£+az k;onde i, j e k sdo
vetores unitarios do sistema cartesiano.

Se dividirmos V pela area da superficie
subentendida por esse contorno fechado, teremos
o que resulta da equacdo, em V/m?.

Dimensdo de (V) = (m1)

= Esta equacao avalia a capacidade de o campo
Dimensdo de (E) = (V/m)

magnético, variando no tempo, gerar uma tensao
em torno do contorno circular que o compreende.

Soma das e . ;o
. " Esta avaliacdo é feita a partir da caracteristica
tensbes/drea . _ :
V/m? magnética do meio. Quanto maior for a
m

permeabilidade magnética do meio, maior sera a
tensao obtida, porque o rotacional do campo
elétrico € o contorno do caminho fechado
(V/m)(m1)=V/m?.




Ondas eletromagnéticas planas

= A onda eletromagnética é resultante da relacao
de causa e consequéncia do que acontece entre
EeH.

= Uma variagcao no tempo do Campo Magnético H
estabelece como consequéncia uma variagao
espacial no Campo Elétrico E.

= Quem controla o quanto a variacdo no tempo
do Campo Magnético H implica na variacao
espacial no Campo Elétrico E ¢é a
permeabilidade magnética do meio (u).

Ao examinar a proxima equag@o
veremos que acontecerd um
fenémeno dual, uma variacdo no
tempo do E gera uma variagdo

espacial no H. Desta forma, as duas =

equacgoes se intertravam, o que leva
a propagacgdo (var. de H -> var. de E ->
var. de H...).

12, EM: Rotacional do Campo Elétrico

(uH)
¥
- 0B
XE=——
ot
Der.ivaija Derivada
(variacao) -
, (variacao)
espacial do
no tempo
Campo
Elétri do Campo
erico Magnético
V = derivada espacial =
d ~ Jd
+—=j+—=k

dy = 0z —

onde i, j e k sdao vetores

unitarios do sistema
cartesiano.

B o0 a2a020 Radioelétrica — 2017/11 - Maria Cristina Felippelioueusastuane



Ondas eletromagnéticas planas

22, EM: Rotacional do Campo Magnético

* Esta equacado avalia a capacidade de o campo elétrico,
variando no tempo, gerar uma variacao espacial no

J]=cEl D=c¢E

N s
Lei Circuital oD

de Ampére VXH:]"’E

Variacao espacial f
Magnético tempo do
Campo Elétrico

D = densidade de fluxo elétrico

J = densidade de corrente de conducgao

V X =rotacional (produto vetorial do .
operador V)

a ~ -~ A
\7—6—1+a—] —Zk,ondeg,]_eksao .

vetores unitarios do
sistema cartesiano.

Dimensao de (V) = (m)

campo magnético.

A variacdo espacial no superficie d

campo  magnético é
originada pela densidade
de corrente de conducao
(J, em A/m?) que ocorre
quando o meio é
condutor, com

condutividade ©.

Quanto maior for a condutividade o, mais rapido as
cargas irdo se mover (corrente). O campo Elétrico no
interior do fio serd E=V/d e E faz com que as cargas se
movam, e elas se moverao tanto mais rapido quanto
maior for a condutividade do meio.

oE = densidade de corrente de conducdo (A/m?3),

sendo o m? a seg¢do transversal do fio. .

J gera as linhas de H, pois basta que exista
uma corrente para aparecerem as linhas
circulares (em razao do rotacional) de H
em torno da corrente. -7
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Ondas eletromagnéticas planas A interac3o entre E e H

B = uH

v

6B
VXE:_E

6D4/D=8E
VXH=]+E

] = densidade ||D = densidade
de corrente || de corrente de
de conducdo || deslocamento
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Ondas eletromagnéticas planas

PxH=]+

] = densidade
de corrente
de conducao

D = densidade
de corrente de

deslocamento

= bopagacio Radioelétrica— 2

A interacao entreE e H

* Se a tensdo V usada para gerar a corrente de conducao for senoidal,
teremos uma variacao senoidal no tempo da densidade de corrente de

conducao J. (1)
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Ondas eletromagnéticas planas A interac3o entre E e H

* Se a tensdo V usada para gerar a corrente de conducao for senoidal,
teremos uma variacao senoidal no tempo da densidade de corrente de
conducao J. (1)

* A variacdo espacial de H (VV X H) nao é mais parada no tempo mas, sim,

B = uH varia com a excita¢ao senoidal dada no gerador de tensao, que ocasiona
N a variacao senoidal na densidade de corrente J. (2)
6B * Nas vizinhancas do ponto em que estamos considerando J, teremos uma
VXE=—— - . .
Ot variacao espacial de H, variando no tempo. (2)
D =¢E
6D4/ e
VXH=] + —

O]

] = densidade ||D = densidade
de corrente || de corrente de
de conducdo || deslocamento
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Ondas eletromagnéticas planas A interac3o entre E e H

* Se a tensdo V usada para gerar a corrente de conducao for senoidal,
teremos uma variacao senoidal no tempo da densidade de corrente de
conducao J. (1)

* A variacdo espacial de H (VV X H) nao é mais parada no tempo mas, sim,

B = uH varia com a excita¢ao senoidal dada no gerador de tensao, que ocasiona
N a variacao senoidal na densidade de corrente J. (2)
VXE = — 5_]3 * Nas vizinhancas do ponto em que estamos considerando J, teremos uma
Y variacao espacial de H, variando no tempo. (2)
* Se a variacao espacial de H esta variando no tempo, olhando para a
primeira equacao (3),
D =¢E
SD <« e
VXH=] + —

68

] = densidade ||D = densidade
de corrente || de corrente de
de conducdo || deslocamento




Ondas eletromagnéticas planas A interacdo entre E e H

* Se a tensdo V usada para gerar a corrente de conducao for senoidal,
teremos uma variacao senoidal no tempo da densidade de corrente de
conducao J. (1)

* A variacao espacial de H (V X H) nao é mais parada no tempo mas, sim,
> B = uH varia com a excita¢ao senoidal dada no gerador de tensao, que ocasiona

N a variacao senoidal na densidade de corrente J. (2)

7 xE = 6B * Nas vizinhancas do ponto em que estamos considerando J, teremos uma

Ot variacao espacial de H, variando no tempo. (2)

* Se a variacao espacial de H esta variando no tempo, olhando para a
primeira equacao (3), se conclui que ela vai gerar uma variacao espacial
5D‘/D = ¢E do campo elétrico também variando no tempo (V X E) (4), e quem

VxH=] _|__ controla o quanto esta variacdo no tempo do campo magnético se
transforma em variacao espacial do campo elétrico nas vizinhancas

@ @ préximas é a permeabilidade magnética do meio.

] = densidade | D = densidade
de corrente || de corrente de
de conducdo || deslocamento




Ondas eletromagnéticas planas A interacdo entre E e H

* Se a tensdo V usada para gerar a corrente de conducao for senoidal,
teremos uma variacao senoidal no tempo da densidade de corrente de
conducao J. (1)

* A variacao espacial de H (V X H) nao é mais parada no tempo mas, sim,
> B = uH varia com a excita¢ao senoidal dada no gerador de tensao, que ocasiona

a variacao senoidal na densidade de corrente J. (2)

7 xE = 6B * Nas vizinhancas do ponto em que estamos considerando J, teremos uma

Ot variacao espacial de H, variando no tempo. (2)

* Se a variacao espacial de H esta variando no tempo, olhando para a
primeira equacao (3), se conclui que ela vai gerar uma variacao espacial
5D D =¢E do campo elétrico também variando no tempo (V X E) (4), e quem

VxH=] _|__ controla o quanto esta variacdo no tempo do campo magnético se
transforma em variacao espacial do campo elétrico nas vizinhancas

@ @ préximas é a permeabilidade magnética do meio.

* Se temos uma variacao espacial do campo elétrico E variando no tempo,
na segunda equacdo teremos (¢0E/ot). (5)

] = densidade ||D = densidade| ¢ Este termo (€0E/ot) variagdo no tempo do campo elétrico também leva a
de corrente || de corrente de uma varia¢do espacial do campo magnético (V x H), e quem controla o
de conducdo || deslocamento quanto esta variacdo no tempo do campo elétrico se transforma em

variacao espacial do campo magnético nas vizinhangas proximas é a
permissividade elétrica do meio.
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Ondas eletromagnéticas planas A interacdo entre E e H

* Se a tensdo V usada para gerar a corrente de conducao for senoidal,
teremos uma variacao senoidal no tempo da densidade de corrente de
conducao J. (1)

* A variacao espacial de H (V X H) nao é mais parada no tempo mas, sim,
> B = uH varia com a excita¢ao senoidal dada no gerador de tensao, que ocasiona

N a variacao senoidal na densidade de corrente J. (2)

7 xE = 6B * Nas vizinhancas do ponto em que estamos considerando J, teremos uma

Ot variacao espacial de H, variando no tempo. (2)

* Se a variacao espacial de H esta variando no tempo, olhando para a
primeira equacao (3), se conclui que ela vai gerar uma variacao espacial
5D‘/D = ¢E do campo elétrico também variando no tempo (V X E) (4), e quem

VxH=] _|__ controla o quanto esta variacdo no tempo do campo magnético se
transforma em variacao espacial do campo elétrico nas vizinhancas

@ @ préximas é a permeabilidade magnética do meio.

* Se temos uma variacao espacial do campo elétrico E variando no tempo,
na segunda equacdo teremos (¢0E/ot). (5)

] = densidade ||D = densidade| ¢ Este termo (€0E/ot) variagdo no tempo do campo elétrico também leva a
de corrente || de corrente de uma varia¢do espacial do campo magnético (V x H), e quem controla o
de conducdo || deslocamento quanto esta variacdo no tempo do campo elétrico se transforma em

variacao espacial do campo magnético nas vizinhangas proximas é a
permissividade elétrica do meio.

J—H—E—H —E —H — -~




Ondas eletromagnéticas planas A interacdo entre E e H

0B oD
= —— VxXH= —
V X E 5T ]+6t

Portanto, as equagdes (V X E) e (V X H) se intertravam
e, no momento, em que se tem uma excitacao externa
por uma corrente de conducao J variando no tempo, a
interacao entre E e H se estabelece, resultando em uma
alternancia entre E e H no meio, ambos variando no
tempo. Ou seja, se estabelece uma onda.
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n letromagnéti lan
Ondas eletromagnéticas planas 32, EM: Divergente de D

= Fazer o produto escalar do operador V por
um campo vetorial (no caso, campos D ou

B), significa fazer a divergéncia do campo.
Lei de Gauss V.D:pv ), signif ‘ Versenc P

= Fisicamente a divergéncia de um campo
indica a intensidade da fonte das linhas do
D = <E campo na posicao (coordenadas x, y, z) em

gue é calculado.

D = densidade de fluxo elétrico (V/m?) _ R
= A fonte das linhas do campo elétrico sdo as

p, = densidade volumétrica de cargas elétricas que se tem na posicdo do
carga elétrica (C/m3) campo elétrico em que se estiver

: calculando o divergente.
V . = divergente (produto escalar operador V) g

= Estas cargas elétricas sao medidas pela
densidade volumétrica de carga elétrica

P, ,emC/m3,

Permissividade elétrica € é um
coeficiente que mede o quanto o meio
concentra as linhas do campo elétrico.
= Se existe uma concentracao volumétrica
de cargas (sejam positivas, sejam
negativas), as fontes das linhas do campo
elétrico estarao ali.



Ondas eletromagnéticas planas 42, EM: Divergente de B

Lei de Gauss para Campos V-B=20
Magnéticos

= A divergéncia de B é sempre zero
porque nao existe uma carga

magnética.
B = HH = O campo magnético é sempre gerado
por uma variacao do campo elétrico,
B = densidade de fluxo magnético (A/m?) ou uma corrente, mas jamais por uma

“carga magnética”.
V - = divergente (produto escalar operador V)

Permeabilidade magnética u é um
coeficiente que mede o quanto o
meio concentra as linhas do campo
magnético.
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Ondas eletromagnéticas planas Ondas planas a partir das Equagoes de Maxwell

Ja vimos que ha um mecanismo de interacao entre E e H que é responsavel pela
propagacao da onda eletromagnética.

A equacao de propagacao da onda sera obtida a partir das duas equacdes de Maxwell
em rotacional (em rotacional de H e em rotacional de E).

Ondas Planas no espaco livre sao o caso mais simples de propagacao de uma
onda eletromagnética.

Consideremos uma onda que chega na antena receptora, irradiada por uma antena
transmissora.

No enlace entre duas antenas, as ondas proximas a
antena saem na forma esférica mas, a medida que elas
vao se afastando, tornam-se planas.

Isso ocorre porque, na quase absoluta maioria dos
casos, as antenas estdao uma no campo distante da
outra (as antenas nunca estdo préximas, de tal forma
que as frentes de onda possam ser esféricas).

Portanto, no campo distante, os raios sao tao grandes,
gue a onda ja é plana.
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Ondas eletromagnéticas planas

* O campo elétrico E é sempre perpendicular
ao campo magnético H por causa do
rotacional.

* No caso do espaco livre, a direcao de
propagacdao da onda é perpendicular (ou
transversal) a ambos (E e H).

e Este modo de propagacao é chamado TEM —
Onda Transversa Eletromagnética.

* Todos os pontos de uma frente da onda
possuem mesma magnitude e fase.

Fonte pontual irradiadora

Onda plana

uniforme

Frente
de onda
esférica

Ondas planas a partir das Equagoes de Maxwell
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Ondas eletromagnéticas planas Ondas planas a partir das Equacdes de Maxwell

A equacdo da onda é encontrada a partir
das equacdoes de Maxwell, considerando,

agora, condicoes de espago livre, ou

Lei de 0B , A .
VXE=—— qualguer meio homogéneo isento de

Faraday ot concentracdo volumétrica de cargas

elétricas (p,=0):
Lei Circuital oD
de Ampeére VXH=]+E

= = 8.854x10? F/m

Lei de Gauss V-D= P, D SOE » %o /

B = p H, pny=4nx107H/m
Lei de Gauss
para Campos V-B=20 ]:GE, c=0

Magnéticos P, = 0, no espaco livre de cargas
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Ondas eletromagnéticas planas Ondas planas a partir das Equacdes de Maxwell

A partir das condicoes de espaco livre (ou das condicdes de qualquer meio
nao condutor em que p,=0) as Equagbes de Maxwell podem ser reescritas
como:

D = ¢gyE, & = 8.854x10"2 F/m

I SH
B = pyH, ny = 4nx107 H/m VXE——E VXE:—MOE
J=0kE, s-0 . 5D o r— . OE
XH=]+— XH=¢&——
Py = 0 , ho espaco livre de cargas ] o) )
V-D=p, V-D=0
V-B=0 V-B=0
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Ondas eletromagnéticas planas Ondas planas a partir das Equagoes de Maxwell

A partir das condicoes de espaco livre (ou das condicdes de qualquer meio

nao condutor em que p,=0) as Equagbes de Maxwell podem ser reescritas
como:

D = ¢gyE, & = 8.854x10"2 F/m

0B 6H
B = pyH, ny = 4nx107 H/m VXE__E VXE:_HOE
J=ok, c-=0 . 5D o r . OE
XH=)+— XH=¢——
P = 0, no espaco livre de cargas ] ot )
V-D=p, V-D=0

A equacao da onda plana é obtida a

partir das Equacdoes de Maxwell em

Rotacional do Campo Elétrico e em V-B=0 V-B=0
Rotacional do Campo Magnético.
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Ondas eletromagnéticas planas

.
CE 0°E

V°E = po— + pe
o T e

Variacbes no tempo de primeira
ordem e segunda ordem do campo
elétrico geram variagdes espaciais
de segunda ordem também do
campo elétrico.

Equacao de Helmholtz

Equacao de Helmholtz
Equacao da Onda

Interpretacao da
Equacao de Helmholtz

* Quem controla esta inter-relacao entre variacdes temporais de primeira ordem e
segunda ordem s3o as propriedades eletromagnéticas do meio:

Condutividade o (mho/metro), Permissividade ¢ (F/m), Permeabilidade p (H/m)

* Ou seja, a equacao de Helmholtz nos diz como a variacao no tempo do campo elétrico

se transforma em variacao espacial do mesmo.

» Esta variacao espacial de E simultanea com a variacao temporal do mesmo indica que
ha propagacao do campo E no espaco com velocidade de propagacao dada pela
relacdo entre a variacao espacial e a variacao temporal de E.



Ondas eletromagnéticas planas Equacao de Helmholtz para campos harmonicos

Campos harmonicos sdao aqueles cuja variacao no tempo é senoidal ou co-senoidal.
(Ondas Harmodnicas no Tempo = Ondas Senoidais ou Co-senoidais)

- OE :
Para estes casos, & = el®t e Y = ]wE )

e a equacao de Helmholtz pode ser reescrita como:

O subscrito s em

oE _ .
HE .-,;:'E E - ]a)E D A
r 0 07 V°E. = jow(o + joe)E. E faz referéncia a
V'E = }“‘TE e or2 s = Jor( jowe)Es sinal  harménico
(senoidal)

“FEE,,- _ ’YEEA- =0 —— Y= \/jmp.(tr + jwe) = a + jB

Constante de

Equacao de
Propagacao da Onda

Helmholtz para
Campos Harmonicos
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Ondas eletromagnéticas planas Equacao de Helmholtz para campos harmonicos

Buscamos agora, a solucdo para a equacdo diferencial V*E; — y*Es =0

* A funcdo E, que buscamos como solu¢ao para a equagdo diferencial
acima tém que ser tal que a fun¢do E e sua derivada de ordem dois
sejam iguais (mantenham a mesma forma funcional entre si), de modo
que, ao efetuarmos a subtracao entre os termos, resulte zero.

A funcao que é solucao da equacao diferencial sera, portanto, uma
exponencial.

Da mesma forma que determinamos VEET — TEE‘. — ()

podemos determinar T"EH_-; — "fEH_; =0
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Ondas eletromagnéticas planas Equacao de Helmholtz para campos harmonicos

Para determinar a solucao da Equacao de Helmholtz para campos harmoénicos no
tempo, consideremos uma onda plana com campo elétrico somente com a
componente na direcao x, se propagando na direcao z, conforme figura abaixo.
Para este caso, E serd dado por E (z) = E _(2)i

E (1) B

N |l z
/ N 57 ¢

y - -

Como E ndo depende de x e y na onda plana da figura acima, o termo V2E na equacio
2 2 — ’ . . ~ \ .
V7E; —v°E; =0 se reduz a uma Unica derivada em relacdo a z (as derivadas em

i
relacdo axeaysdozero), d°Ey 5
7 Y En‘ =0

dz* B



Ondas eletromagnéticas planas Equacao de Helmholtz para campos harmonicos

Aplicando o Teorema da Superposicao as duas solucdes independentes
para a equacao diferencial abaixo

I*E
ff—:' ~~’Es =0 temos:
dz?

E.(z) =ETe V2 + E~etV%

4 4

Onda se Onda se
propagando no propagando no
sentido do eixo z sentido contrario do
eixo z

onde E* e E- sdo amplitudes arbitrarias constantes.
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Ondas eletromagnéticas planas Equacao de Helmholtz para campos harmonicos

Lembrando que, na solugdo encontrada, E,(z) = Ete V% + E~e*7Z,

Y € a constante de propagacao da onda, conforme:

Y= Vjop(o + jog) = a + jB

| ~

[ é a constante de

[1/m] fase (o quanto ela
altera a fase enquanto
a € a atenuagdo da se propaga no eixo z)
amplitude da onda a medida [rad/m]
que ela se propaga no eixo z
[neper/m]
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Ondas eletromagnéticas planas Equacao de Helmholtz para campos harmonicos

E.(z) =Ete V2 4+ E"e*V? Atenuac3o da Caracteristica
l l onda de oscilatoria da
o . acordo coma propagacao de
Onda se propagando naa se propagancio distancia que acordo com
no sentido do eixo z no sentido contrario
(incidente) de z (refletida) ela propaga cos(fz)

Se considerarmos, ainda, e VZ = g~ ®Zp—Jbz

quey = a + jf, temos: +yz

e — ptazp+jpz

Restaurando o dominio tempo nas equacodes fasoriais:

e7V? = e=%%e=IB% 5 o= cos(wt — B2)

etV? = o*@Zp+iBz 5 o+@Zco5(wt + [z)



Ondas eletromagnéticas planas Equacao de Helmholtz para campos harmonicos

Portanto, a expressdao no tempo (t) e no espaco (z) da componente na direcao x
do campo elétrico (E,) que se propaga num meio, quando ele é excitado por um
campo elétrico de frequéncia angular ®, e com caracteristicas de propagacao a e
B dadas pela pelas propriedades do meio (y é fungao de , € e ¢), é dada por:

E.(z,t) = Ete % cos(wt — fz) + E~e% cos(wt + Bz)

Onde:

— E* e E~ s3o0 as amplitudes das ondas (constantes reais) que se propagam no
sentido positivo e negativo, na coordenada z = 0.

— e~ % e % expressam o quanto a onda se atenua, a medida que se propaga.

— O parametro B em cos(wt — fz) expressa quantos radianos a fase da onda
varia por unidade de distancia percorrida pela onda.

— O parametro ® em cos(wt — fz) expressa quantos radianos a fase da onda
varia por unidade de tempo transcorrido.
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Propagacao no espaco livre Equacao da Onda no Espaco Livre

No espaco livre, os parametros que descrevem a propagacao e a
interacao das ondas eletromagnéticas com o meio sao:

Permissividade elétrica: € € um coeficiente que mede o quanto o
meio concentra as linhas do campo elétrico,
g, = 8.854x1022 F/m

Permeabilidade magnética: u é um coeficiente que mede o quanto o

meio concentra as linhas do campo magnético,
Ly = 4nx107 H/m

Condutividade elétrica: o € um coeficiente que mede a capacidade
do campo elétrico em colocar as cargas livres do meio em

movimento,
o = 0 (espaco livre de cargas).
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Propagac¢ao no espaco livre Equagao da Onda no Espaco Livre

No espaco livre e™%* = 1 e a onda é progressiva (ndo teremos o segundo termo
na Equacao da onda de Helmholtz para campos harmonicos).

E.(z,t) =E* cos(wt — Bz)

Portanto, a expressao no tempo (t) e no espaco (z) da componente na direcao x
do campo elétrico (E,) que se propaga no espaco livre, quando ele é excitado por
um campo elétrico de frequéncia angular ®, e com caracteristicas de propagacao
dadas pela pelas propriedades do meio (y € fun¢do de y, ¢,,c=0e a =0), é
dada por:

E.(z,t) = E* cos(wt — fz)

Onde:

— E* é a amplitude da onda (constante real) que se propaga no sentido
positivo, na coordenada z = 0.

— O parametro B em cos(wt — Bz) expressa quantos radianos a fase da onda
varia por unidade de distancia percorrida pela onda.

O parametro o em cos(wt — Bz) expressa quantos radianos a fase da onda
—» varia por unidade de tempo transcorrido.
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Propagacao no espaco livre Constante de Fase

Lembrando que, na solucdo encontrada, E,(z,t) = E* cos(wt — B2),

B é a constante de fase (o quanto a onda altera a fase enquanto se
propaga no eixo z) em [rad/m], e é obtido a partir de y (constante de
propagacao da onda) considerando o = 0, conforme:

y = Jjop(o +jwe) = a+jp - ¥ =Vjwps

. ; Onde u, ¢ e w sdo valores reais e
= JwW\/UE = & ’
Yy =1 H +] ’B positivos, de tal forma que y néo

terd a componente real, o = 0.
Desta forma, f = w+/uc.

Para condicoes de espaco livre,

H=p,=4nx107H/m € = g; = 8.854x10712F/m

Considerando que \/L% é a velocidade da luz (¢ = 2,998 X 108m/s), temos

_2nf  2m
¢ A

f =w/c ou 8



Propagacgdo no espaco livre Velocidade de propagacao e comprimento de onda

A velocidade de propagacdo u,, ou velocidade de fase, € dada pela

observacdao da onda em um ponto fixo (para acompanhar o ponto fixo que se
desloca na direcao z, em um dado At).

Para determinar a velocidade de propagacao, no caso geral, precisamos
observar um ponto fixo na onda (marcar um ponto).

A onda esta se movendo ao longo do eixo z, a medida que o tempo t passa,
entao vamos considerar (wt + z) constante em

E.(z,t) = Ete % cos(wt — fz) + E~e% cos(wt + fz)

_—

4 Ete™7%; \

Para manter um ponto D . constante + [z

wt — [z = constante

fixo na onda devemos 0)
dire¢do +za medida W

que o tempo aumenta.

\_ /



Propagacgdo no espaco livre Velocidade de propagacao e comprimento de onda

Az

A velocidade de propagacao é, entao, dada por Uy = I

Dado que estamos observando um ponto fixo,

wt — fz = constante —— z = (constante — wt)/(—[)

o dz _ 0 (constante — wt) _w
P a9t ot —B B
_ @ _ _2r

Uy K onde w = 2nf = -

B o0 a2a020 Radioelétrica — 2017/11 - Maria Cristina Felippelioueusastuane




Propagacgdo no espaco livre Velocidade de propagacao e comprimento de onda

O comprimento de onda é definido pela distancia entre dois
maximos (ou minimos) consecutivos.

w 2
Sendo up:—, onde (U:Zn’f:—n
B T
A:l;_p’ com upz%
2rf 1 21 2T
A:——:— A =—
B f B B
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Propagacgdo no espaco livre Velocidade de propagacao e comprimento de onda

A velocidade de propagacao da onda no espaco livre é a propria velocidade da

luz, ou seja

2nf
o
u. =

w
— — = 8
. ; > U, =C= 2,998 X 10°m/s

O comprimento de onda A, sera dado por

o2

2m c ¢ 2,998 x 108 [m j
= _HZ =m

S

N
I
|

B f f
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Propagacdo no espaco livre H em func3do de E e Impedancia Intrinseca

A especificacao completa dos campos eletromagnéticos
de uma onda plana uniforme é dada pelos campos
elétrico e magnético, conforme determinamos a partir
das Equacoes de Maxwell:

E,(z) =ETe Y2+ E~e™V?
Hy(z) =H%e "+ H e™"”
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Propagacdo no espaco livre H em func3do de E e Impedancia Intrinseca

O campo magnético pode ser determinado pela aplicacdao da Lei de Faraday:
VXE=—jouH
Como consideramos que E tem somente a componente na direcao x e varia no
espaco somente em funcao de z, e como E e H sao sempre ortogonais entre si, H

tem somente a componente na diregao y, e varia no espago somente em fungao
de z.

Como E nao varia com x e y, no caso em analise, o termo V X E na equagao
VXE=—jwuH sereduzauma unica derivada em relagdo a z (as derivadas em

relacdo a x e a y sao zero).

0E
Istoé, V xE setransformaem uma simples derivada 6_zx :
J0E, il
— = —]JW
aZ J nu y
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Propagacdo no espaco livre

H em funcao de E e Impedancia Intrinseca

OE,

Substituindo  Ey(z) =EYe™” +E"e™” em — = —jwuH, temos

d(ETe V%2 + E-etY%)

0z

E (1)

Hy(t)
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0z

= —jwuH, due resulta na expressdo de H,,(2):

Hy(Z) =

]'COLIJ (Ete™ V% — E~e*7?%)

S




Propagacdo no espaco livre H em func3do de E e Impedancia Intrinseca

A relacdo entre E e H é conhecida como

E = intensidade do campo elétrico (V/m)
impedancia da onda.

H = intensidade do campo magnético (A/m)
E _ Vm

Para ondas planas, a impedancia da onda é 7= - =42 — impeddncia
igual a impedancia intrinseca n do meio,

E+
dada porn = .

)4 — _
De Hy(Z) = ,—(E+€ vz — F e+y2)’ temosque HT = E+L
jou ,
jou
_ EY _EY jou _jou
n H+ E+ y

)4
. Impedancia
. jou .
Substituindo y, temos 1= |[—/——— do meio em que se
0+ jwe propaga a onda

E
Considerando que E é a impedancia, podemos redefinir H como

_1 +,-YZ - ,+yz
Hy(Z)_E(E e V" —E"e™V?)
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Propagacdo no espaco livre H em func3do de E e Impedancia Intrinseca

Para condicdes de espaco livre, temos

_ Jwu N . JWH . ﬂ n éreal, entdo Ee H
n= g+jwE g=0 n= ngO _ estardo sempre em fase
L= Ho N
€ =29

A impedancia intrinseca do espaco livre, ny € dada por

_|uy, | 4mx10H/m
o= g, = [8854x101F/m — 120
E Vé N
Considerando que E é a impedancia, podemos redefinir H no espaco livre como
_ 1o _E _
H,(z) = U_E cos(wt — Bz) Mo = lespaco livre =1207€2
0



