Capitulo 3

O Perceptron

No capitulo anterior estudamos algoritmos de aprendizagem supervisionados, nos
quais o aprendizado acontece através de um tutor. Em 1958 Rosenblatt propds o Perceptron

como o primeiro modelo para aprendizagem de RNAs por meio de um tutor.

O Perceptron ¢ a forma mais simples de uma RNA usada para classificagdo de
padrdes linearmente separaveis; ou seja, padrdes que estdo em lados opostos de um
hiperplano. Consiste basicamente de um Unico neurdnio com pesos sindpticos ajustaveis e

uma polarizacao (bias).

O algoritmo usado para ajustar os parametros livres desta RNA foi apresentado pela
primeira vez no procedimento de aprendizagem desenvolvido por Rosenblatt, que provou

que:

Se os padroes (vetores) usados para treinar o Perceptron sdo
retirados de duas classes linearmente separdveis, entdo o algoritmo
Perceptron converge e posiciona a superficie de decisdo na forma de um

hiperplano entre as duas classes.

A prova de convergéncia do algoritmo ¢ conhecida como Teorema de Convergéncia

do Perceptron.

O Perceptron de um Uunico neurdnio ¢ limitado a desempenhar classificacdo de
padrdes com apenas duas classes (duas hipoteses). Através da expansdo da camada
computacional de saida do Perceptron para incluir mais do que um neuronio, ¢ possivel
classificar mais do que duas classes. Entretanto, as classes t€ém que ser linearmente

separaveis para que o Perceptron tenha um desempenho adequado. Um ponto importante ¢



que a extensdo da teoria basica do Perceptron a partir do caso de um neurdnio para o caso

de mais de um neuronio é trivial.

O neurdnio tnico também forma a base de um filtro adaptativo, um bloco funcional
que ¢ basico nas aplica¢des concernentes a processamento de sinais. O desenvolvimento da
filtragem adaptativa ¢ devido grandemente ao classico trabalho de Widrow e Hoff (1960)
por apresentarem pela primeira vez o algoritmo Least-Mean-Square (LMS), também

conhecido como a Regra Delta.

O algoritmo LMS e o Perceptron sao relacionados e serdo estudados ao longo deste
capitulo. Primeiramente iremos abordar o problema da filtragem adaptativa e o algoritmo

LMS para, apds, tratarmos do Perceptron de Rosenblatt.

3.1 O Problema da Filtragem Adaptativa

Consideremos um sistema dindmico [ cuja caracterizagdo matematica ¢

desconhecida. O méximo de conhecimento que temos a respeito de I ¢ um conjunto finito
de dados, que ¢ um subconjunto X do universo Q de todos os possiveis mapeamentos

entrada-saida que podem ser gerados pelo sistema I".
Suponhamos que os elementos do subconjunto ) sejam pares @(i),d (i))D X , onde :
x(7) € o i-ésimo vetor M-dimensional de ¥ aplicado na entradade I e
d(i) ¢ asaidade I' a entrada x(i), i=01---,N -1, sendo

N o numero de elementos de X.

Especificamente, quando um estimulo real M-dimensional x(7) [ Mg aplicado aos
M nos de entrada do sistema I, " responde gerando a saida escalar d(i), como mostra a

Figura 3.1(a).

A dimensdo M dos vetores x(i) € usualmente referida como dimensionalidade do

espaco de entrada.
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Figura 3.1: (a) Sistema dinamico desconhecido I'. (b) Grafo de fluxo de sinal para o modelo

adaptativo do sistema.

Portanto, o comportamento externo do sistema [© ¢ descrito pelo mapeamento
r:x()oo™ - q(G)oo, i=o1---,N-1 (3.1

onde x(i) ¢ o i-ésimo vetor de X, definido por
x(i)=[xo @) @) - @) (3-2)

Note que, na grande maioria dos casos, também ndo se conhece com precisao a
distribuicdo de probabilidade dos elementos do conjunto ¥ , de modo que a tentativa de
resolver um problema de filtragem através de uma abordagem estatistica (através da matriz
de correlagdo, por exemplo) ndo raro conduz a resultados nao satisfatorios.

Um estimulo x(7) aplicado a um sistema I pode originar-se de dois cendrios

fundamentais, um espacial e outro temporal:



Os M elementos do vetor x(i) originam-se de M distintas fontes de informagdo

localizadas em diferentes pontos no espago, sendo todos os M elementos obtidos no

mesmo instante, de todas as M fontes.

Os M elementos do vetor x(i) representam o valor presente e os M —1 valores

passados de amostras seqliencialmente originadas de uma unica fonte de informagao.

Um problema classico em filtragem adaptativa, conhecido como identificacdo de

sistema, ¢ determinar o modelo que rege o comportamento do sistema dindmico

desconhecido I, caracterizado por (3.1), utilizando para tanto um Unico neurdnio linear. O

neurdnio opera sob a influéncia de um algoritmo A que controla os ajustes necessarios a

transmitancia (Epeso) de suas sinapses para que, a medida que os ajustes se sucedem, o

mapeamento efetuado pelo neurénio tenda a aproximar o mapeamento efetuado pelo

sistema [. Este processo de ajustes sucessivos dos pesos sinapticos ¢ efetuado observando

as seguintes caracteristicas:

O algoritmo A inicia o processo de ajuste a partir de um conjunto de transmitancias

sinapticas (Epesos sinapticos), com valor inicial arbitrario atribuido a cada uma delas.

O algoritmo A ajusta as transmitancias sinapticas do neuroénio continuamente ao longo
do intervalo de operagdo do sistema [, para permitir que eventuais variagdes no padrao
de comportamento de I (variagdes na estatistica do comportamento de ') também

possam influenciar o processo de ajuste.

Para cada valor de i, o algoritmo A deve ser rapido o suficiente para ajustar todas as M
transmitancias sinapticas do neuronio dentro do intervalo de tempo que transcorre entre

a ocorréncia das entradas x(i) e x(i +1).



A Figura 3.1 (b) mostra o grafo de fluxo de sinal de um filtro adaptativo de
neurénio Unico, aplicado ao contexto de identificagdo do sistema desconhecido . A

operacao do filtro consiste de dois processos continuamente executados em seqiiéncia:

1. Processo de Filtragem, o qual envolve o computo de dois sinais :

1.1. Uma saida, denotada por y(i), que ¢ produzida em resposta ao vetor estimulo x(7) .

1.2. Um sinal de erro, denotado por e(i), que ¢ obtido pela comparagdo da saida y(i)
com a saida desejada d(i) correspondente, sendo d(i) produzida por ' quando o
estimulo x(i) ¢ aplicado a sua entrada. Em outras palavras, d(i) constitui a

resposta desejada ou o sinal alvo (farget signal).

2. Processo de Adaptacdo, o qual envolve o ajuste automatico dos pesos sindpticos do

neurdnio através de um algoritmo A, tendo como base o sinal de erro e(7) .

Desta maneira, a combinagdo destes dois processos (operando em conjunto)
constitui um elo de realimentacao (feedback loop) na operacao do neurdénio. Uma vez tendo

sido aplicados todos os N vetores x(i) a entrada do neurdnio e tendo sido executados

todos os N ajustes através do algoritmo A, repete-se novamente as etapas 1 e 2 até que

e(n) seja suficientemente pequeno, onde e(n) ¢ o valor do sinal de erro e em um instante

n qualquer da operacao do filtro.

Uma vez que o neurdnio ¢ linear, a saida y(i) ¢ idéntica ao potencial de ativagdo

(Enivel de ativagdo) v(i), isto &,

7)== 5 . 0,0

(3.3)

onde w, (z) ¢ o valor da k-ésima transmitancia sindptica medida no instante discreto i. Em

forma vetorial, podemos expressar y(i) como o produto interno entre os vetores x(i) e

w(i) , conforme segue:



y(i) = x" (wli) (3.4)

onde

V_V(i):[wo(i) Wl(i) WM—l(i)]T (3-5)

A saida y(i) do neurdnio ¢ comparada com a saida d(i) do sistema desconhecido I
no instante discreto i. Tipicamente, a comparacao ¢ estabelecida pela diferenca entre d(i) e

(i), portanto o processo de comparagdo define o sinal de erro e(i) dado por

e(i)=d(i)-y(i) (3.6)

Observe de (3.4) e (3.6) que o sinal de erro e(i) depende do vetor w(i). Note
também que w(i) € o parametro livre do neurdénio que sera sucessivamente ajustado pelo
algoritmo A, objetivando minimizar e(i) . Portanto, para que se possa medir a ineficiéncia
do processo de ajuste de w, e, em funcdo disto adotar as corregdes necessarias, ¢ util
definir uma fungdo J (e) (ouJ (v_v), j4 que e depende de w) que defina da maneira o mais
inequivoca possivel o “grau de incompeténcia” do neurdnio em aproximar sua saida y(7)
de d(i).

A fungdo J(w), cujo valor resultante ¢ uma grandeza escalar real, é denominada de

funcdo de custo. A defini¢ao de J (v_v) deve ser tal que mega o quanto o processo de ajuste

estd sendo incapaz de reduzir o erro e(i) entre d(i) e y(i). Por exemplo, uma popular
defini¢do de J ¢ J :J(e):%ez. Em especial, o algoritmo A e a fungdo de custo J
idealmente devem ser tais que J (v_v(n +1))< J (v_v(n)), onde n ¢ um instante qualquer do

processo de ajuste.

3.1.1 O Processo de Minimizacao da Funcao de Custo

Consideraremos neste estudo o denominado Algoritmo de Descida Mais Ingreme

(SD — Steepest Descent), por ser um dos mais utilizados, e de baixo custo computacional.



Existem, no entanto, outros algoritmos, como o Método de Newton ¢ o0 Método de Gauss-
Newton, que sdo descritos em [4].

No algoritmo SD os sucessivos ajustes aplicados a w estdo na dire¢do da descida
mais ingreme da superficie § = H(wo,wl,...,wM_l) formada pelos valores escalares H do
conjunto  imagem de J (v_v) em funcdo do  dominio  M-dimensional

— r . r - . .
v_v—[wo w, o e wM_l] , isto ¢, H —J(v_v). Em outras palavras, os sucessivos ajustes
aplicados 2 w estdo na direcdo oposta do vetor gradiente [1J (v_v) da superficie formada por
I(w).

Uma interpretagdo intuitiva do método SD ¢ imaginarmos um observador miope que

enxergue apenas a distancia de um passo ao seu redor, caminhando sobre a superficie J(w),
e cujo objetivo € chegar ao ponto de cota minima de J (v_v) 0 mais rapidamente possivel. No
instante 7 o observador, localizado na coordenada w(n), olha ao redor e localiza a diregdo
aJ (v_v(n)) de subida mais ingreme em J (v_v) A seguir o observador da um passo na dire¢ao
contraria & OJ(w(n)) de tamanho proporcional a declividade 0J (v_v(n)] encontrada na
coordenada v_v(n) e desloca-se para a nova coordenada v_v(n +1). Supondo que nao existam
minimos locais (buracos e/ou depressdes) na superficie J (y) de didmetro algo maior que o
passo do observador, o mesmo atingira a cota minima J (v_v*) na coordenada v_v* apos repetir

este procedimento um numero suficiente de vezes.

Formalmente, o algoritmo SD ¢ descrito por
w(n +1) = w(n)-n0I(w(n)) (3.7)

onde 1 >0 ¢é chamado passo de adaptacdo (stepsize) ou razdo de aprendizado (learning
rate).

Para a fungdo de custo J (n) =] (v_v(n)) = %ez (n), a superficie J (v_v) ¢ um parabolodide

. . . . + ~ . .
M+1-dimensional (i.e., uma “tigela” em oM 1, ndo necessariamente de boca circular), e,
portanto, apresenta um minimo global mas ndo apresenta minimos locais (qualquer funcao

quadratica possui um e somente um minimo). Por isto, para esta fun¢do de custo, o



algoritmo SD converge para w de modo lento mas seguro desde que N ndo seja

demasiadamente grande (caso em que o observador miope pularia fora da “tigela”).
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Figura 3.2: Trajetoria do método de Descida Mais Ingreme (steepest descent) em um
espago bi-dimensional para dois valores diferentes de parametros razdo de aprendizado:
(a) n=0.3,(b) n =1.0. As coordenadas w, e w, sdo elementos do vetor de pesos w.



q E importante observar que o passo de adaptagio 1 tem profunda influéncia na

*

trajetoria do “observador miope” até a convergéncia para w , e, ndo raro, o valorde n ¢
alterado convenientemente ao longo do processo de minimizagao de J para que 1] se adeqiie

as exigéncias da coordenada instantdnea da trajetoria. Para filtros cuja fungdo de custo ¢

J (n) =] (v_v(n)) = %ez (n) sdo validas as seguintes observagdes:

» Para n pequeno, a resposta transiente do algoritmo SD ¢ super-amortecida

(overdamped) e a trajetoria percorrida por v_v(n) ¢ uma curva suave em 0,

conforme mostrado na Figura 3.2(a).

» Para ) grande, a resposta transiente do algoritmo SD ¢é sub-amortecida
(underdamped) e a trajetdria percorrida por v_v(n) ¢ uma curva em zig-zag

(oscilatoria) em O | conforme mostrado na Figura 3.2(b).

e Para n acima de um determinado valor critico, o algoritmo SD torna-se

instavel e termina divergindo.

3.2 O Algoritmo LMS

O Algoritmo LMS (Least Mean Square) procura minimizar uma func¢do de custo J

definida por J =1J (e) = %62 com base nos valores instantaneos da mesma, isto ¢,
1=1(e(n)) = 1e2(n) (3.8)

onde e(n) ¢ o sinal de erro medido em um instante n qualquer do processo de minimizacao

de J.



Nota: Diferentemente do algoritmo LMS, apenas como exemplo comparativo, o algoritmo

RLS (Recursive Least Squares) baseia-se em uma fun¢do de custo J definida por uma

soma ponderada do erro quadratico e*(n) do instante atual n com os erros quadraticos
ocorridos anteriormente a n, isto &, J(n)= B,e? (n)+ B,e*(n —1)+ B,e*(n —2)+---, onde
0< B, <1 sdo os coeficientes de ponderagdo. Os coeficientes 3, sdo tais que 3, > fB,.,

de forma que erros ocorridos em um passado distante sejam “esquecidos” por J objetivando

minimizar sua influéncia sobre ela. Assim, se o conjunto x de Q(n),d (n))D X (entradas,

saidas desejadas) nao for um processo estacionario (i.e., 0s parametros estatisticos de X
variam com o tempo), o “esquecer do passado” auxilia a melhorar a velocidade de
convergéncia. No entanto, como ¢ facil perceber, o custo computacional do algoritmo RLS
¢ maior que o do algoritmo LMS, o que o torna inadequado para certas aplicacdes que
requeiram alta velocidade de processamento, como por exemplo, em equaliza¢dao de canal

para um /ink de microondas com alta taxa de transmissao.

O gradiente OJ(w(r)) da superficie J (n)= J (y(n))= %ez (n) no instante n € obtido
através da variagdo de J (v_v(n)) em resposta a uma variagdo infinitesimal na coordenada
w(n), isto ¢,

03(w(n))= 9J(w(n) (3.9)

ow(n)
mas, visto que J (v_v(n)) = % e’ (n), temos
a{lez (n} de(n) (3.10)
0J =2 8=
4 (LV(’Z)) av_v(n) e(n) av_v(n)
Vimos que
e(n) =d(n) = y(n) = d(n) = x" (n)wln) -11)
e como d(n) nio depende de w(n), temos que
de(n) _ (3.12)
av_v(n) = g(n)
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De (3.12) e (3.10) temos
0J(w{n)) = —e(n)x(n) (3.13)
e, substituindo (3.13) em (3.7), encontraremos para w(n +1),
wln +1) = w(n)+n efn)x(n) (3.14)
onde N ¢é o passo de adaptagdo ou razio de aprendizado.

A Equacao (3.14) define o processo de ajuste do vetor de pesos w de um neurdnio

linear objetivando minimizar J através do algoritmo LMS.

E instrutivo comparar os algoritmos SD e LMS utilizando a alegoria do “observador
miope”, cujo objetivo € atingir o mais rapidamente possivel a coordenada v_v* , a qual define

a coordenada da cota minima da superficie J(w).

No algoritmo SD, o observador localizado na coordenada v_v(n) olha ao redor,
localiza a diregio OJ(w(r)) de subida mais ingreme na superficie J(w) e d4 um passo em

direcdo contraria a ela, conforme ja discutido. O ato de “olhar ao redor” significa

matematicamente ter o conhecimento da

* matriz de correlagdo R do conjunto de vetores de entrada x, e

» do vetor de correlagdo cruzada p entre o conjunto de saidas desejadas d e o

conjunto de vetores x .

O conhecimento destes elementos ¢ necessario porque, no algoritmo SD, o gradiente

no instante n ¢ calculado através de [1J (y(n)) =—2p+ 2Rv_v(n) (conforme S. Haykin em

Adaptive Filter Theory, referenciado em [3]).

No algoritmo LMS, o observador ndo ¢ somente miope como também ¢ totalmente
cego. O observador, localizado na coordenada v_v(n), consegue “observar” sua posi¢ao
relativa porque segura em sua mao um cordao infinitamente elastico cuja outra extremidade
encontra-se fixa na coordenada v_v* . A cada instante 7, o observador d4 um passo na dire¢do

em que ele percebe a maior redugdo na tensdo T do elastico (diminui¢do do valor absoluto
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do erro e(n)), com tamanho de passo proporcional a redugdo de T . Como ndo existem
minimos locais na superficie J (v_v), porque ela ¢ quadratica, o observador se aproximara da
cota minima J (v_v) na coordenada v_v* apos repetir este procedimento um nimero suficiente
de vezes. Note que, como o tamanho e sentido do passo do observador dependem da
redugdo na tensdo T do elastico, quando o observador chegar proximo a coordenada v_v*
ele ficara eternamente “pulando” sobre e ao redor dela a menos que, por um raro golpe de
sorte, a coordenada resultante do ultimo passo do observador coincida com v_v* (situagdo
que ocorrera para um valor bastante particular e critico de 1] e para uma bastante particular
coordenada inicial v_vo da trajetéria do observador). Apesar disto, o algoritmo LMS tem a

vantagem de ndo necessitar do conhecimento de R e de p, ao contrario do algoritmo SD.

Em suma, no algoritmo SD o vetor v_v(n) segue uma trajetoria bem definida no

espago de pesos sinapticos, para um valor nao excessivo de /7. Em contraste, no algoritmo

: L R . o e *
LMS o vetor v_v(n) segue uma trajetoria aleatdria, especialmente nas vizinhangas de w .

A Tabela 3.1 apresenta um sumario do procedimento do algoritmo LMS.

Conjunto de Treino: Sinal de entrada em forma vetorial = x(n)

Sinal resposta desejada escalar = d(n)

Parametro ajustavel pelo usuario: |11

Inicializacdo do vetor w: w’ = v_v(O) =0

Procedimento Computacional: Para n =0,1,--- computar

e(n) = d(n)—x" (n)w(n)
w(n +1) = w(n)+1 e(n)x(n)

Tabela 3.1: Sumario do algoritmo LMS. O Procedimento Computacional ¢
executado até que a média de e?(n) atinja um patamar suficientemente baixo

para a solu¢do do problema em questao ou estabilize em um valor constante.
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3.2.1 Consideracoes quanto a Convergéncia do LMS

Combinando (3.11) e (3.14) podemos expressar a evolucdo do vetor w através de

w(n +1) = wln) +nx(n)[d(n) - x" (2)w(n)] = w(n) + nx(n)d (n) = nx(n)x” (n)w(n) = (3.15)
= [t ()r) + ) )

onde I é a matriz identidade.

O processo de ajuste do vetor v_v(n) ¢ uma operagdo iterativa indexada pela variavel
inteira n. Em fun¢ao disto, podemos entdo reconhecer que o valor de v_v(n + 1) sera o valor
de v_v(n) quando a varidvel n for incrementada de 1 na proxima iteragdo. Em outras
palavras, o valor obtido de (3.15) para v_v(n + 1) no instante n ¢ armazenado em uma posi¢ao

de memoria para ser utilizado como o valor de w(z) em (3.15) no instante 7 +1.

No dominio z, esta relagdo entre w(n) e w(n +1) é expressa por
Z{v_v(n} = z_lZ{v_v(n + 1} (3.16)

onde Z{}] é o operador Transformada Z e z™ ¢ o operador atraso unitario (unit delay). A

partir das equagoes (3.15) e (3.16) podemos representar o algoritmo LMS através do grafo

de fluxo de sinal mostrado na Figura 3.3.

A Figura 3.3 revela que o algoritmo LMS pode ser considerado como um sistema
realimentado, ja que existem dois loops de feedback, um superior e outro inferior. A
presenca de realimentagdo exerce um profundo impacto no comportamento do algoritmo
LMS, visto que os parametros dos /oops definem a estabilidade da trajetdria dos estados de

qualquer sistema realimentado.
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nx(n) d(n) +
i a'(n)

nx(n) x2(n)

Figura 3.3: Grafo de fluxo de sinal representativo do algoritmo LMS.

Observe na Figura 3.3 que o /oop inferior impde variabilidade ao comportamento do

LMS, particularmente porque a transmitincia deste loop € controlada pela matriz
n g(n)gT (n), a qual depende do vetor de entrada g(n), com parametro de controle dado
pela razdo de aprendizado 1. Infere-se, portanto, que a estabilidade da trajetoria de v_v(n) ¢
influenciada pelas caracteristicas estatisticas do conjunto de vetores de entrada x e pelo

valor da razdo de aprendizado 1.

Expressando este fato de outro modo, para um dado conjunto de vetores de entrada

x deve-se escolher n tal que a trajetéria de v_v(n) seja estavel o suficiente para permitir a
A . . . * A . . y .
convergéncia para as vizinhangas de w . A convergéncia da trajetéria de v_v(n) para as

. . * r . ~ . r b
vizinhangas de w é caracterizada por uma constincia no valor médio de e” (n)

Como regra geral, a razdo de aprendizado 1] deve obedecer a relagao:
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2

N-1
L300 a1

O<n<

onde N ¢ o numero total de vetores no conjunto de vetores de entrada x .

3.3 O Perceptron

Enquanto que o algoritmo LMS, descrito na Se¢do 3.2, ¢ construido em torno de
um neuronio linear, o Perceptron ¢ construido ao redor de um neurdnio nao-linear, que ¢ o

neurdnio descrito pelo modelo de McCulloch-Pitts.

Conforme vimos no Capitulo 1, este modelo de neurdnio consiste de um
combinador linear seguido de um limitador, desempenhando a fun¢do signum, conforme

mostrado na Figura 3.4.

Inputs <

Figura 3.4: Grafo de fluxo de sinal do Perceptron.

O n6 somador do modelo neural mostrado na Figura 3.4 computa uma combinacao
linear das entradas aplicadas a suas sinapses com os pesos sinapticos associados, e também
incorpora uma polarizacao externamente aplicada. A soma resultante (que ¢ o potencial de

ativacao v) ¢ aplicada a um limitador, representado por ¢(v), que implementa a fung¢do
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signum. Desta forma, o neurdnio produz uma saida igual a (+1) se a entrada do limitador ¢

positiva, e (-1) se é negativa.

No grafo de fluxo de sinal mostrado na Figura 3.4, os pesos sinapticos do

Perceptron sdo denotados por w;,w,,-:-,w,. De forma correspondente, as entradas

.
aplicadas ao Perceptron sdo denotadas por x;,x,,-:-,x, . A polarizagdo (ou bias) ¢é
aplicada externamente e denotada por b. A partir do modelo verifica-se que a entrada do

limitador, ou o potencial de ativacdo v do neurdnio, é:

. (3.18)
y= Z w;x; =b
i=1

O objetivo do Perceptron ¢ classificar corretamente o conjunto de estimulos

externos aplicados x;,x,,---,x, em uma de duas classes, C; ou C,. A regra de decisdo

m

para a classificagdo ¢ atribuir o ponto representado pelas entradas x,, x,,---,x,, aclasse C,

se asaida y do Perceptron for (+1) e a classe C, se for (-1).

Para compreender o comportamento de um classificador de padrdes, costuma-se
plotar um mapa das regides de decisdo no espaco de sinal m-dimensional gerado pelas m

variaveis de entrada x,,x,,:--,x, . Na forma mais simples do Perceptron ha duas regides

de decisdo separadas por um hiperplano definido por

m (3.19)
Z wx; +b=0
i=1

conforme ilustrado na Figura 3.5 para o caso de duas varidveis de entrada x, e x,, para as
quais o limite de decisdo assume a forma de uma linha reta. Um ponto (xl, xz) que esteja
acima da linha limitrofe ¢ atribuido a classe C; e um ponto (x1 , xz) que esteja abaixo da
linha limitrofe ¢ atribuido a classe C,. O efeito da polarizacdo (ou bias) é simplesmente

deslocar o limite de decisdo para longe da origem.

16



Class ‘62

Decision boundary
WX+ wyx, +b=0

Figura 3.5: Ilustracao do hiperplano (neste caso, uma linha reta) como limite de decisao
para um problema de classificagdao de padrdes de duas classes (bi-dimensional).

Os pesos sinapticos w,;,w,,---,w,, do Perceptron podem ser adaptados de iteragdo a

iteracdo. Para a adaptagdo pode-se usar a regra de correcdo de erro conhecida como

algoritmo de convergéncia do Perceptron.

3.3.1 O Teorema de Convergéncia do Perceptron

Para derivar o algoritmo de aprendizagem por correcdo de erro para o Perceptron,
consideremos o modelo do grafo de fluxo de sinal modificado mostrado na Figura 3.6.
neste modelo, equivalente ao da Figura 3.4, a polarizagao b(n) ¢ tratada como um peso

sinaptico cuja entrada ¢ fixa em +1 (conforme vimos no Capitulo 1).
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Fixed x;=+1

input
(" x
"OEJ) oOutput
Inputs < Y
Hard
limiter

combiner

Figura 3.6: Grafo de fluxo de sinal equivalente do Perceptron (a dependéncia do tempo foi
omitida por questdes de clareza).

Pode-se, entdo, definir o vetor de entrada [(m +1)x 1] -dimensional como

x(n)=[+1 x,(n) x,(n) - x, ()] (3.20)

onde n denota o passo da iteracao do algoritmo. De forma correspondente, podemos definir

o vetor de pesos [(m + l)x l] -dimensional como

w(n)=[b(n) wi(n) wy(n) - w,, () (321)

da mesma forma, a saida do combinador linear pode ser escrita na forma compacta,

(3.22)

m
- _ T
V)= wiln)x ()= w" (n)x(n)
i=0
onde w, (n) representa a polarizagao b(n) Para 7 fixo, a equagdo w’ x =0, plotada em um
espago m-dimensional (e para algum bias prescrito) com coordenadas x,,x,, -, x,, , define
um hiperplano como a superficie de decisdo entre duas diferentes classes de entradas (vide

Figura 3.5).
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Para que o Perceptron funcione adequadamente, as duas classes C, e C, precisam
ser linearmente separaveis, o que significa dizer que os padrdes a serem classificados
devem ser suficientemente separados uns dos outros para garantir que a superficie de
decisdo consista de um hiperplano.

Decision
/ Boundary
s

Figura 3.7: (a) Um par de padrdes linearmente separaveis. (b) Um par de padrdes nao-
linearmente separaveis.

Este requerimento ¢ ilustrado na Figura 3.7 para o caso de um Perceptron bi-
dimensional. Na Figura 3.7(a), as duas classes C; e C, sdo suficientemente separaveis uma
da outra, de tal forma que ¢ possivel desenhar um hiperplano (neste caso uma linha reta)

como limite de decisdo. Se, entretanto, as duas classes C; e C, tivessem se aproximado

tanto uma da outra (como mostrado na Figura 3.7(b)) teriam se tornado nao-linearmente

separaveis, uma situagao que esta além da capacidade computacional do Perceptron.

Suponhamos entdo que as variaveis de entrada do Perceptron tenham se originado

de duas classes linearmente separaveis. Seja X, o sub-conjunto de vetores de treino
X, (1),51 (2),... que pertencam a classe C;, € seja X, o sub-conjunto de vetores de treino
X, (1),52 (2),... que pertengam a classe C,. A unido de X, ¢ X, ¢ o conjunto de treino

completo X .
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Dados os conjuntos de vetores X, e X, para treinar o classificador, o processo de
treino envolve o ajuste do vetor de pesos w, de tal forma que as duas classes C, ¢ C,

sejam linearmente separaveis. Ou seja, exista um vetor de pesos w tal que possamos

afirmar:

v_vT x>0 para cada vetor de entrada x pertencente a classe C,
(3.23)

v_vT x <0 para cada vetor de entrada x pertencente a classe C,

Observe que, na segunda linha da Equacao (23), foi escolhido arbitrariamente que o

T

vetor de entrada x pertencesse a classe C, se w' x=0.

Dados os sub-conjuntos de vetores de treino X, e X,, o problema de treinamento
para o Perceptron elementar ¢, entdo, encontrar um vetor de pesos w tal que as duas

inigualdades da Equacao (23) sejam satisfeitas.

O algoritmo para adaptar o vetor de pesos do Perceptron elementar pode ser agora

formulado conforme segue:

1. Se o n-ésimo membro do conjunto de treino, g(n), ¢ corretamente classificado pelo
vetor de pesos v_v(n) computado na n-ésima iteragdo do algoritmo, nenhuma corregao ¢

feita no vetor de pesos do Perceptron de acordo com a regra:

wln+1)=wln) e w' (n)x(n)>0 e x(n) pertence a classe C,

3.24
v_v(n + 1) = v_v(n) se LVT (n))_c(n)S 0 e g(n) pertence a classe C, (329
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2. Em caso contrario, o vetor de pesos do Perceptron ¢ atualizado de acordo com a regra:

LV(” + 1) = w(n)—n(n)z(n) se w' (n)x(n) >0 e g(n) pertence a classe C,

(3.25)
wln+1)=wln)+n(n)x(n) se w' (n)x(n)<0 e x(n) pertence a classe C,

onde o parametro razao de aprendizado n(n) controla o ajuste aplicado ao vetor de

pesos na iteracao 7.

Para o caso particular em que n(n) =n >0 (onde n ¢ uma constante independente
do nimero da iteragdo n), temos uma regra de adaptacdo de incrementos fixos para o
Perceptron.

Desejamos primeiro provar a convergéncia de uma regra de adaptagao de
incrementos fixos, com 1 =1. Claramente o valor de  nao ¢ importante, enquanto for
positivo. Um valor de ) #1 simplesmente escala os vetores sem afetar sua separabilidade.

O caso de uma razao de aprendizado n(n) variavel sera considerado posteriormente.

Convergéncia da Regra de Adaptacao de Incremento Fixo
(Razao de Aprendizado n Fixa)

A prova ¢ apresentada para a condi¢do inicial v_v(O) =0.

Suponha que w' (n) 5(n)< 0 para n=12,..., e o vetor de entrada g(n) pertenga ao
sub-conjunto X .

Ou seja, nesta condi¢do, o Perceptron classificou de forma incorreta os vetores
)_c(l), )_6(2), ..., desde que a segunda condi¢do (dada pela Equagdo 23) foi violada.

Entao, com a constante n(n): 1, podemos usar a segunda linha da Equacdo 3.25

para escrever
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v_v(n + 1) = v_v(n)+ )_c(n) para )_c(n) pertencente a classe C, (3.26)

Dada a condigdo inicial v_v(0)=Q, podemos iterativamente resolver esta equagdo

para w(n +1), obtendo o resultado

V_V(n+1):E(l)+£(2)+--~+£(n) (3.27)

Desde que as classes C; e C, sdo assumidas linearmente separaveis, existe uma
soluca 1 wh >0 t 1), x(2 rt t b
¢do w, paraaqual w xin para os vetores x(1),x(2),...x(n) pertencentes ao sub-

conjunto X,. Para uma solu¢do fixa w,, podemos entdo definir um niimero positivo o

como

= min wix{n) 29

Multiplicando ambos os lados da Equacao (3.27) pelo vetor linha v_vOT teremos
wo wln+1)=wg x{1)+ w x(2) -+ wg x{n) (3.29)
De acordo com a defini¢do dada na Equac¢ao (3.28), teremos
v_vg v_v(n + 1)2 na (3.30)
Dados dois vetores w, € v_v(n + 1) , a inigualdade de Cauchy-Schwarz, afirma que
ool o # ) = o+ @31

- . T .
onde H[ﬂ] denota a norma Euclidiana do vetor argumento, e o produto interno W, v_v(n + 1) é

uma quantidade escalar.
2
A partir da Equacao (3.30) observa-se que [v_vg v_v(n+1)] ¢ igual ou maior que
n*a?. A partir da Equagio (3.31) observa-se que ||v_v0||2 ||y(n +1]|2 ¢ igual ou maior que

T 2
Wo v_v(n + 1) . Segue, portanto, que
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lwo|” [wln +1)* = na? (3.32)

ou equivalentemente,
nla’ (3.33)

e +1) " 2
[l

Seguindo, agora, uma nova rota de desenvolvimento, rescreveremos a Equagao

(3.26) sob a forma
v_v(k +1) = v_v(k)+ E(k) para k=1,...,n ¢ z(k)DX1 (3.34)

Tomando o quadrado da norma Euclidiana de ambos os lados da Equagao (3.34),

obteremos
i+ 1) = ) + o) + 200" (D) (3.35)

Mas, tendo sido assumido que o Perceptron classifica incorretamente um vetor de

entrada g(k) pertencente ao sub-conjunto X, teremos que w’ (k)g(k) <0. Portanto, pode-

se deduzir, a partir da Equagao (3.35) que

e + 1) < wle)” + o) (3.36)

ou, de forma equivalente,

e+ 1) = i) <

Adicionando estas inigualdades para k£ =1,...,n e invocando a condic¢do inicial

(3.37)

=1,....n

assumida v_v(O) =0, chegamos a seguinte inigualdade:

HW"”X ZHX X <np (3.38)
onde
2 (3.39)
B = max [x(k)
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A Equagao (3.38) afirma que o quadrado da a norma Euclidiana do vetor de pesos

v_v(n + 1) cresce no maximo linearmente com o numero de iteragdes #.

O segundo resultado da Equagao (3.38) esta claramente em conflito com o resultado

anterior da Equagao (3.33) para valores de n suficientemente grandes.

Na verdade, pode-se afirmar que n ndo pode ser maior do que algum valor ny, para
o qual as Equagoes (3.33) e (3.38) sdo ambas satisfeitas com o sinal de igualdade. Ou seja,

nmax € a solugdo da equacgao

2 g2 (3.40)
I/ZHI:?X HZ = " max B
—0

Resolvendo para 7mqx, dado um vetor solu¢do w ,encontraremos

(3.41)

nmax

_ Bl
aZ

Temos, assim, provado que para I7(n)=1 para todo n, v_v(O): 0 e dado que existe
um vetor solu¢do w,, a regra para adaptagdo dos pesos sinapticos do Perceptron deve
terminar apds, no maximo, n,, iteragdes. Note também a partir das Equacdes (3.28),
(3.39) € (3.41) que ndo ha uma Unica solu¢do para w, ou n,,,. .

Podemos, agora, afirmar que o teorema da convergéncia da regra de adaptagao de

incremento fixo para o Perceptron como segue:

¢ Sejam os sub-conjuntos de vetores de treino X, e X, linearmente separaveis;
¢ Sejam as entradas apresentadas ao Perceptron originadas destes dois sub-conjuntos;

[0 O Perceptron converge ap6s algumas iteragdes n,, no sentido de que

v_v(no)Zv_v(n0+l):v_v(n0+2):~-- ¢ um vetor solugdo para n,<n_,,.
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Convergéncia da Regra de Adaptagao de Incremento Variavel
(Razdo de Aprendizado n(n) Variavel )

Consideremos agora o procedimento de correcdo de erro absoluto para a adaptacao

de um Perceptron de uma tnica camada, para o qual r](n) ¢ variavel. Em particular, seja

I7(n) 0 menor inteiro para o qual
ﬂ(n)ET(n)z(n)>‘y_vT(n)>_c(nX (3.42)

Com este procedimento podemos afirmar que: se o produto interno w’ (1)x(r) na
iteragdo »n tem um sinal incorreto, entdo K/T (n + l)z(n) na iteragdo n+1 pode ter o sinal

T . . .
correto. Isto sugere que, se w (n))_c(n) tem um sinal incorreto, podemos modificar a

seqiiéncia de treino na iteracdo n +1 fazendo x(n + 1) = x(n).

Em outras palavras, cada padrao ¢ apresentado repetidamente ao Perceptron até que

o padrao seja classificado corretamente.

Note também que o uso de um valor inicial w(0) diferente de zero meramente
resulta no decréscimo ou acréscimo do nimero de iteragdes requeridas para convergéncia

dependendo de como v_v(O) se relaciona com a solugdo w,. Indiferentemente do valor

atribuido a v_v(O) , 0 Perceptron tem sua convergéncia garantida.

Na Tabela 3.2 ¢ apresentado um sumadario do algoritmo de convergéncia do
Perceptron. O simbolo sgn([)], usado no passo 3 da tabela para computar a resposta atual do

Perceptron, representa a fungdo signum, descrita no Capitulo 1 deste texto.

Podemos, entdo, expressar a resposta quantizada y(n) do Perceptron na forma

compacta:

y(n) = sgn(yT (n))_c(n)) (3.43)
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Variaveis e Parametros:

Vetor de entrada x(n) de dimensdo [(m+1)x1]; x(n)=[+1 x,(n) x,(n) - x, (n)]"
Vetor de pesos w(n) de dimensao [(m+1)x1]; w(n)=[b(n) w; (2) w; (n) - w,, (2)]"
Bias = b(n)

Resposta atual (quantizada) = y(n)

Resposta desejada = d (1)

Parametro razao de aprendizado (constante positiva <1)=n

. | Inicializagao: Faca v_v(0)= 0. Entdo execute as etapas seguintes do algoritmo para os

instantes de tempo n =1,2,...

. | Ativag¢ao: No instante de tempo # ative o Perceptron aplicando o vetor de entrada g(n)

e aresposta desejada d (n)

. | Computo da Resposta Atual: Compute a resposta atual do Perceptron através de

y(n) = sgn(vgr (n)g(n)), onde sgn([)] ¢ a fungdo signum.

. | Adaptacao do Vetor de Pesos: Atualize o vetor de pesos do Perceptron através de

w(n+1)=w(n) +nld(n) - y(n)x(n) onde

d(n)= 1 se x{n) pertence a classe C;
1 se x{n) pertence a classe C,

. | Continuac¢do: Fazer n =n+1 e voltar a etapa 2.

Tabela 3.2 Sumario do Algoritmo de Convergéncia do Perceptron
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Note que o vetor de entrada )_c(n) ¢ um vetor [(m + l)xl] , cujo primeiro elemento €
fixo em (+1) ao longo de todo o processo computacional. De forma correspondente, o vetor
de pesos w(n) ¢ um vetor [(m +1)><1] , cujo primeiro elemento € igual ao bias b(n) Outro
ponto a salientar na Tabela 3.2 ¢ a introdugdo de uma resposta desejada quantizada d (n),
definida por

a’(n)= 1 se xln) pertence a classe C, (3.44)
1 se x{n) pertence a classe C,

Entdo, a adaptacdo do vetor de pesos v_v(n) pode ser sumarizada na forma da regra

de aprendizado por correcdo de erro:
w(n+1)=wln)+nld (n) - y(n)x(n) (345)

onde 1 é o pardmetro razio de aprendizado, ¢ a diferenca d(n)- y(n) representa um sinal

de erro. O parametro razdo de aprendizado ¢ uma constante positiva limitada ao intervalo

0<n<1. Na escolha de um valor para 1], dentro deste intervalo, ¢ preciso considerar dois

requisitos conflitantes:
o Manter a estabilidade da trajetoria (estimativas estaveis para os pesos) requer valores
pequenos para 1] ;

o Adaptagao rapida com respeito as mudancas reais nas distribuigdes subjacentes do
processo responsavel pela geragcdo do vetor de entrada x requer valores grandes para

n.
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