Capitulo 8
Redes de Hopfield

O texto apresentado neste capitulo segue basicamente Haykin em [1], sendo uma

tradugdo e interpretacdo livres e resumidas dos contetidos 14 apresentados.

Uma Rede de Hopfield consiste de um conjunto de neurénios € um correspondente

conjunto de unidades de atraso, formando um sistema de realimentagao multiplo.

A Figura 8.1 apresenta a arquitetura de uma Rede de Hopfield formada de N =4
neurdnios. Observe que o numero de lagos de realimentagdo ¢ igual ao nuimero de
neurdnios. Basicamente, a saida de cada neuronio ¢ realimentada através de um elemento

de atraso, para cada um dos outros neurdnios da rede, sem haver auto-realimentagao.

N, Unit-delay
Neurons operators

Figura 8.1: Arquitetura de uma Rede de Hopfield formada de N =4 neur6nios.



Ao estudar a dindmica da Rede de Hopfield utiliza-se o modelo neurodinamico

aditivo, que ¢ o modelo de neurdnio sem ruido mostrado na Figura 8.2.
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Figura 8.2: Modelo aditivo de um neurdnio.
Em termos fisicos, os pesos sindpticos W05 WL W iN -1 (mostrados na Figura 8.2)

representam condutancias e as respectivas entradas x, (t), X1 (t),---, XN (t) representam

potenciais (N € o nimero de entradas). Estas entradas sdo aplicadas a um n6 somador de

corrente que possui as seguintes caracteristicas:

e Baixa resisténcia de entrada.
¢ Ganho de corrente unitario.
e Alta resisténcia de saida.

O fluxo total de corrente entrando no n6 v, na Figura 8.2 ¢:

onde o primeiro termo da soma ¢ devido aos estimulos x, (t), X, (t),- Xy (t) atuando sobre
0s pesos sindpticos (condutdncias) w,,w; W, respectivamente, ¢ o segundo termo ¢

devido a fonte de corrente /; que representa um bias aplicado externamente.



Seja v; (t) a fun¢do no tempo que descreve o campo local induzido no né v,. O
fluxo total de corrente saindo do n6 v, é:

vj(t)+C. dvj(t)

J
R, dr

onde o primeiro termo ¢ devido a resisténcia R; e o segundo termo ¢ devido a capacitancia

C;.

Pela lei de corrente de Kirchoff, sabemos que o fluxo de corrente total que entra em

qualquer n6 de um circuito elétrico € zero. Aplicando a lei de corrente de Kirchoff ao né v,

na entrada da ndo-linearidade mostrada na Figura 8.2, teremos

C./%fﬁ+%@:§wjixi(t)+lj 8.1)

J
O termo capacitivo C; dv; (t)/ dt no lado esquerdo da Equacao (8.1) ¢ a forma mais

simples de modelar o comportamento dindmico de um neurénio bioldgico visto que,

implicitamente, ¢ adicionada memoria ao modelo. Dado o campo local induzido v; (t)

pode-se, entdo, determinar a saida do neurdnio j através do uso da relagao nao-linear

X; (t) = ¢(vj (t)) (8.2)
O modelo RC descrito pela Equacdo (8.1) € comumente referido como o modelo
aditivo. Esta terminologia ¢ usada para discriminar o modelo aditivo do denominado

modelo multiplicativo, onde w; ¢ dependente de x;.

Uma caracteristica especifica do modelo aditivo descrito pela Equacao (8.1) ¢ que o
sinal Xx; (t) aplicado ao neurdnio j pelo neurénio vizinho i é uma fun¢do que varia
lentamente com o tempo ¢. Este modelo constitui a base da neurodinamica classica.

Consideremos agora uma rede recorrente consistindo da interconexao de N

neurdnios, cada um deles tendo o mesmo modelo matematico descrito pelas Equagdes (8.1)

e (8.2). Entdo, ignorando os atrasos devidos ao tempo de propagagdo entre neurdnios (no



contexto de uma rede de neurdnios bioldgicos), pode-se definir a dinamica da rede pelo

seguinte sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem:

dv.(t) v.(t) N-1 ‘
€ c;t :_'}e +;Wffxf(f)+1p j=01.-N-1 (8.3)

o qual resulta da reordenacdo dos termos de (8.1).

Assume-se que a fungdo de ativagdo ¢([)] que relaciona a saida x (t) do neuronio j

a seu campo local induzido v; (t) ¢ uma funcdo continua e, portanto, derivavel. Uma

funcao de ativacdo comumente utilizada ¢ a funcao logistica

1
V.= ; ':O,l...’N—l (84)
¢( ") 1+ exp‘—vj. j /
Uma condicao necessaria para que uma Rede de Hopfield seja capaz de aprender ¢
que a rede recorrente descrita pelas Equagdes (8.2) e (8.3) possua pontos estaveis,

denominados Atratores.

Reconhecendo que x; (t) =9, (vi (t)) , pode-se reescrever a (8.3) sob a forma

d Az N-1
C’Evf(t) :_%()+ wid, 0+, =01, N-L (8.5)

J

Para prosseguir a discussdo, fagamos as seguintes consideragoes:

1. A matriz de pesos sindpticos ¢ simétrica, conforme mostrado por

w,=w, 0i,j (8.6)

J

2. Cada neurdnio tem uma ativagdo nio-linear propria, dai o uso de ¢ ; ([)] na

Equacdo (8.5), no contexto de tentar reproduzir uma rede de neurdnios
biologicos.

3. O inverso da fun¢do de ativagdo ndo-linear existe, entdo pode-se escrever

v=9; ! (x) 3.7




Seja a funcdo sigmoide @, (v) definida pela funcao tangente hiperbdlica, conforme

x=¢ —tanhELH_lLav) (8.8)

02 [0 1+exp( )

a qual tem uma declividade de a;/ 2 na origem, conforme mostrado por

a; _do; (8.9)

2 dv V=0

onde a; ¢ denominado o ganho do neuroénio i.

A partir de (8.8), a relag@o inversa saida-entrada expressa na Equagao (8.7) é

v=¢(r)=-L mF > (8.10)

a, M+x[

A relagdo inversa saida-entrada padrao para um neurénio de ganho unitario ¢
-x 8.11
! x) =- lnE};H @11
+x0
Podemos, entdo, reescrever a Equagdo (8.10) como

67 ()=—9"(x (812)

i

A Figura 8.3a mostra o grafico da ndo-linearidade sigmoidal padrdo ¢(v), ea

Figura 8.3b mostra o grafico correspondente da nio-linearidade inversa ¢ ™' (x).
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Figura 8.3: Graficos representativos de (a) ndo-linearidade sigmoidal padrao e (b) o seu
inverso.



No contexto de Estabilidade de Sistemas Dinamicos, a Funcdo de Energia de

Lyapunov [2] da Rede de Hopfield mostrada na Figura 8.1 ¢ dada por
1 N-1N-1

ZZW”X’X] JZ%ﬁjd);l(x)ix—gljxj (8.13)

A funcdo definida por (8.13) mede a energia “armazenada” no sistema e ¢ uma

superficie hiperdimensional que pode apresentar muitos minimos. A dindmica da rede ¢ tal
que a trajetdoria do vetor de estado )_c:[xo X, e xN_l]T (ver Figura 8.1) sempre

movimenta-se na dire¢do dos minimos de energia do sistema (Atratores).

Diferenciando £ com respeito ao tempo, teremos

N-1[N-1 x
d—E = —Z WX, — +I (8.14)
dt GSHs ' R, dt

J

A quantidade entre parénteses, no lado direito da Equagdo (8.14), ¢ o termo como

C;dv; / dt da Equagao (8.5). Pode-se, entdo, simplificar a Equacao (8.14) para

- Vi HX
-S C. E’LEL (8.15)
; ‘hdt dt

Utilizando a relagdo inversa que define v,

; em termos de x; (Equagdo 8.7) na

Equagao (8.15), temos

e g =S o e R g ) 16

A partir da Figura 8.3b vemos que a relacdo saida-entrada inversa ¢;1 (x j) ¢ uma

fun¢do monotonicamente crescente da saida x ;. Segue, portanto que

&, ¢J ( ')_ para todo x (8.17)



Observe também que

X

/ gzo para todo x (8.18)
dt

Portanto, todos os fatores que constituem o somatorio no lado direito da Equacdo
(8.16) sao ndo-negativos. Conseqiientemente, a variacdo no tempo da funcdo de energia £
definida por (8.13), € tal que
dE

— <0
dt

A partir da definicdo da Equacdo (8.13), notamos que a fungdo E ¢ bounded

(t 5o E - E_. ). De acordo com isso, podemos fazer duas afirmagdes:

1. A funcdo de energia £ ¢ uma Fun¢do de Energia de Lyapunov do modelo
continuo da Rede de Hopfield.

2. O modelo ¢ estavel de acordo com o Teorema 1 de Lyapunov [2].

Em outras palavras, a evolugdo no tempo do modelo continuo de Hopfield, descrita
pelo sistema de equacdes diferenciais ndo-lineares de primeira ordem (Equagdo (8.5))
representa uma trajetoria no espago de estado, a qual movimenta-se na dire¢ao de um dos
minimos da Func¢do de Energia de Lyapunov e que acaba por terminar em um destes

pontos. Dai , entdo, a denominagdo de Atratores para as coordenadas do vetor de estado
X= [xo X, e xN_l]T quando £ ()_c) =E_. . A partir da Equacdo (8.16) pode-se observar
também que a derivada dE/dt é nula (isto é, o sistema encontra-se em um nivel de energia
estavel) somente se.
%xj (t) =0 paratodo j
Podemos, entdo, seguir um passo adiante e escrever

8.19
dE <0 excetoem um ponto fixo (819

dt



A Equagdo (8.19) prové base para o seguinte postulado: "A Funcdo de Energia de
Lyapunov £ de uma Rede Hopfield ¢ uma fun¢do monotonicamente decrescente do tempo."
Assim, a Rede de Hopfield ¢ global e assintoticamente estdvel com os minimos de £

T
ocorrendo para coordenadas do vetor de estado x = [xo X, e xN_l] que correspondam

as coordenadas dos Atratores da rede.

8.1 Relacdo entre os Estados Estaveis das Versoes
Continua e Discreta do Modelo de Hopfield

A rede de Hopfield pode ser operada em um modo continuo ou discreto,

dependendo do modelo adotado para descrever os neurdnios.

O modo continuo de operacdo ¢ baseado em um modelo aditivo, conforme
previamente descrito. O modo discreto de operagdo ¢ baseado no modelo de

McCulloch-Pitts.

Podemos prontamente estabelecer a relagdo entre os estados estdveis do modelo
continuo de Hopfield e os estados estaveis do modelo discreto de Hopfield correspondente,
através da redefinicdo da relacdo entrada-saida para um neurdnio que satisfaca a duas

simplificagoes:
1. A saida de um neurdnio tem os valores assintoticos

(+1 para v; =co
x; = (8.20)
g1 para v; =-co

2. O ponto médio da fungdo de ativagdo de um neuronio fica na origem,

conforme mostrado por
$,00)=0 (8.21)

De forma correspondente, pode-se fazer o bias 1 ; igual a zero para todo ;.



Ao formular a func¢do de energia £ para um modelo continuo de Hopfield, ¢é
permitido que os neurdnios tenham lagos de auto-realimenta¢do. Um modelo discreto de
Hopfield, por outro lado, ndo necessita ter lagos de auto-realimentacao. Pode-se, portanto,

simplificar a discussao fazendo w;

;i = 0 para todos j em ambos os modelos.

A partir destas observagdes, podemos redefinir a fun¢ao de energia de um modelo

continuo de Hopfield dada pela Equagao (8.13) conforme segue:

1N -1N-1 N1 1 Xj o 822
ZO Z w]l‘xlxj ¥ ,;Rj IO ¢-’ (x)dx ( )
2] j=0 '

1¢]

A fungdo inversa ¢j_l(x) ¢ definida pela Equacdo (8.12). Podemos entao
reescrever a fun¢do de energia da Equagao (8.22), conforme segue:

1N-1N-1 N-1 S (8.23)
— + .
2120 E Wit ,Zo a;R, I 07 )
i#j

A integral

ﬁj ¢ 71 (ox)x

tem a forma padrdo mostrada na Figura 8.4. Seu valor ¢ zero para x; =0 e positivo em

todos os outros casos. Ainda, a integral assume um valor muito grande a medida que x; se

aproxima de 1.
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Figura 8.4: Grafico representativo da integral rj () - (x)dx
[0}



Se, entretanto, o ganho a; do neurénio j se torna infinitamente grande (isto ¢, a

nao-linearidade sigmoidal se aproxima da fun¢do de transferéncia de um hard limiter), o
segundo termo da Equacdo (8.23) se torna desprezivelmente pequeno. No caso limite,

quando a; =co para todo j, os valores maximo e minimo das componentes do vetor de

estado )_c=[x0 X, e xN_l]T no modelo continuo de Hopfield se tornam idénticos

aqueles no modelo discreto de Hopfield. Para o caso do modelo discreto, a Funcdo de
Energia de Lyapunov ¢ definida simplesmente por
1N-1IN-1
E=-" z z WX, (8.24)
2i=0 j=0
%]

onde o estado do j-ésimo neurdnio assume os valores x ; =+1. Conclui-se, portanto, que os

pontos estaveis (Atratores) do modelo deterministico continuo de alto ganho de Hopfield

correspondem aos pontos estaveis do modelo discreto estocastico de Hopfield.

Quando, entretanto, cada neur6nio j tem um ganho a; grande, porém finito, o

segundo termo do lado direito da Equagdo (8.23) assume uma contribui¢do nao
insignificante para a fung¢do de energia do modelo continuo. Em particular, esta
contribuicdo € grande e positiva proximo a todas as faces, bordas e cantos do hipercubo
unitario que define o espago de estados do modelo. Por outro lado, a contribui¢do ¢
desprezivelmente pequena em pontos que estdo distantes das faces. De acordo com isso, a
funcdo de energia de tal modelo tem seu maximo nos cantos, mas os minimos estao
levemente posicionados em direcao ao interior do hipercubo. A Figura 8.5 mostra o mapa
dos Contornos de Energia (energy landscape) para um modelo continuo de Hopfield

usando dois neurdnios.
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Figura 8.5: Mapa dos Contornos de Energia (linhas so6lidas) para uma Rede de Hopfield
composta de dois neurdnios. A ordenada x; e a abscissa x, sdo as componentes do vetor
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de estado x = [xo xl] , correspondendo respectivamente a cada um dos noés de saida dos

dois neurdnios que compoe a rede. Os dois Atratores desta rede estdo localizados proximo
ao canto esquerdo inferior e canto direito superior da figura. Os pontos instaveis
localizam-se nos outros dois cantos. As setas definem a trajetéoria de movimentagao de

xX= [xO xl]T (state flow) a partir de qualquer coordenada inicial no mapa. O state flow na

dire¢do dos Atratores € conseqiiéncia do processo de minimizacdo da Fun¢do de Energia
de Lyapunov, dada por (8.13), efetuado pela Rede de Hopfield a medida que o tempo ¢

L, =2(0)=[x(0) x0)".

Observe que cada Atrator constitui um sumidouro (sink) para o campo vetorial formado
pelas setas do state flow.

transcorre a partir de um estado inicial z(t)=[xo(t) xl(t)]Tt

11



8.2 O Modelo Discreto de Hopfield Visto como uma
Content-Addressable Memory (CAM).

As Redes de Hopfield t€ém atraido muita atencdo na literatura como CAM. Neste
tipo de aplicacdo, sabemos a priori os Atratores da rede, no sentido de que eles
correspondem a padrdes a serem armazenados. Entretanto, os pesos sinapticos da rede que

produzem os Atratores sdo desconhecidos, e o problema ¢ como determina-los.

A fungdo primordial de uma CAM ¢ recuperar um padrdo armazenado na memdria,
em resposta a apresentagdo de uma versao incompleta ou ruidosa daquele padrdo. Para
ilustrar o significado desta afirmativa, de uma forma sucinta, nada melhor podemos fazer

do que citar o préprio Hopfield (1982):

“Suponha que um item armazenado na memoria seja “H. A. Kramers &
G. H. Wannier Physi Rev.60, 252 (1941).” Uma CAM deve ser capaz de
recuperar este item inteiro da memoria com base em uma informagao
parcial. A entrada “& Wannier (1941)” deve ser suficiente. Uma
memoria ideal pode lidar com erros e recuperar esta referéncia mesmo a

partir da entrada “Wannier, (1941).”

Uma propriedade importante de uma CAM ¢, portanto, a habilidade de recuperar um
padrdo armazenado, dado um subconjunto razoavel do contetido de informacdo daquele
padrdo. Mais ainda, uma CAM permite correcdo de erro no sentido de que ela pode ignorar

informacgodes inconsistentes nas sugestoes apresentadas a ela.
A esséncia de uma CAM ¢é mapear uma memoria fundamental ¢ , €m um Atrator
Xy de um sistema dinamico, conforme ilustrado na Figura 8.6. Matematicamente,

podemos expressar este mapeamento na forma é T Xy
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Figura 8.6: Ilustracao da codificagdo-decodificacdo desempenhada por uma rede recorrente.

A seta da esquerda para a direita descreve uma operagao de codificagdao, enquanto
que a seta da direita para a esquerda descreve uma operagao de decodificagdo. Os pontos
fixos atratores do espago de estado da rede sdo as memorias fundamentais ou estados

protétipos da rede.

Suponha agora que seja apresentado a rede um padrao contendo informagao parcial
mas suficiente sobre uma das memorias fundamentais. Podemos entdo representar aquele

particular padrdo como ponto de partida no espago de estados. Em principio, desde que o
=20)=lx0) 501

seja proximo ao Atrator que representa a memoria a ser recuperada (isto ¢, desde que I(O)

ponto de partida (isto ¢, o estado inicial z(t)=[xo (t) xl(t)]T

esteja dentro da bacia de atracao de um dos Atratores), o sistema deve evoluir com o tempo
e finalmente convergir para o proprio Atrator que representa a memoria. Neste instante de
tempo a memoria inteira € recuperado pela rede. Conseqiientemente, a Rede de Hopfield
tem uma propriedade emergente, a qual a auxilia a recuperar informacdo e a lidar com

€ITO0S.

Com o modelo de Hopfield utilizando o neuroénio formal de McCulloch e Pitts
(1943) como unidade bésica de processamento, cada neurdénio tem dois estados

determinados pelo nivel do campo local induzido que atua sobre ele. O estado “ligado” do

13



neur6nio i ¢ denotado pela saida x; =+1, e o estado “desligado” ¢ representado por
x; =—1. Para uma rede constituida de N neurdnios, o estado da rede ¢ entdo definido pelo
tor x = I
vetor x =[x, x; - xy4] .
Com x; =#*1 , o estado do neurdnio i representa um bit de informacao, e o vetor de

estado x(OJO", representa uma palavra binaria de N bits de informagio.

O campo induzido local v; do neurénio j ¢ definido por

N-1
_ (8.25)
v, = ;wﬁxi +b,

onde b; ¢ um bias fixo aplicado externamente ao neurbnio j. Portanto, o neurénio j

modifica seu estado x ; de acordo com (neurdénio de McCulloch e Pitts):

F1 se vj>0
YiTHy 0

Esta relagao pode ser reescrita na forma compacta

xj =sgnfv;]
onde sgn([)) retorna o sinal do argumento. Se v ; € zero, 0 neurdnio j permanece em seu
estado anterior, desconsiderando se esta ligado ou desligado. O significado de assumir esta
convengdo ¢ que o diagrama de fluxo resultante ¢ simétrico, como sera ilustrado

posteriormente.

Hé duas fases para a operagdao da rede discreta de Hopfield como uma CAM,

chamadas:
* Armazenagem (Storage phase) e

= Recuperagdo (Retrieval phase).

14



Storage
Suponha que desejamos armazenar um conjunto de vetores N—dimensionais (palavras
binarias), denotado por {¢ . u=0,1,...M -1}, Chamamos estes M vetores de

memorias fundamentais, representando os padrdes a serem memorizados pela rede.

Seja & i O i—¢simo elemento da memoria fundamental I

De acordo com a regra do produto externo de armazenamento, ou seja, a
generaliza¢do do postulado de aprendizado de Hebb, o peso sindptico do neurdnio i
para o neuronio j € definido por

1 M-1

- 8.26
Wi ‘ﬁu: $u i (8.26)

A motivagdo para usar 1/N como constante de proporcionalidade é simplificar a

descricdo matematica da recuperagdo da informagao. Note também que a regra de
aprendizado da Equacdo (8.26) ¢ um procedimento ndo-iterativo, isto &, os pesos

sinapticos W, ficam totalmente determinados ap6s a soma de M termos.

Observe que o que significa os neurénios da Rede de Hopfield ndo tém
auto-realimentagao (ver Figura 8.1), de modo que

w; =0  paratodo i (8.27)

Seja W a matriz de pesos sinapticos de dimensdo |N XN] da rede, com w sendo

seu ji-€simo elemento. Podemos entdo combinar as Equagoes (8.26) e (8.27) em uma
Unica equagao escrita na forma matricial, conforme segue:

_1E (8.28)
W—ﬁ;g;é“—MI

T f
onde § u § U representa o produto externo do vetor &  com ele proprio, € I denota a

matriz identidade. A partir destas defini¢des dos pesos sinapticos/matriz de pesos,
podemos, mais uma vez, verificar que:

= A saida de cada neurdnio na rede ¢ realimentada para as entradas de todos os
outros neuronios.

= Naio ha elo de auto-realimentagdo na rede (isto é, w;; =0).
= A matriz de pesos da rede € simétrica (ver Equacao (8.6)), isto &,

wi=w (8.29)
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Retrieval

Durante a Recuperagao, um vetor N—dimensional éson 2 imposto a Rede de Hopfield

como seu estado. O vetor sonda tem os seus elementos iguais a * 1. Tipicamente, o
vetor representa uma versdo incompleta ou ruidosa de uma memoria fundamental da
rede.

A recuperagdo de informagdo acontece de acordo com uma regra dinamica iterativa,
na qual, a cada iteragdo, um neurénio j da rede ¢ aleatoriamente escolhido e ¢é
examinado o campo local induzido v; (incluindo qualquer bias néo nulo b;).

Se, a qualquer instante de tempo v; >0 o neurdnioj ird trocar seu estado para + 1,ou

permanecera naquele estado se ja estiver la.

De forma similar, se v f <0, o neurdnio j ird trocar seu estado para —1, ou

permanecerd neste estado se ja estiver la.

Se v; =0, o neurénio j ¢ deixado no seu estado prévio, ndo importando se estava

ligado (x; = +1) ou desligado (x, =-1).
A atualizacao do estado de uma iteragcdo para a proxima ¢, portanto, deterministica,
mas a selecdo de um neurdnio para que seja executada a atualizacao ¢ aleatoria.

O procedimento de atualizagdo assincrona (serial) aqui descrito ¢ continuado até que
ndo haja mais mudangas a reportar. Isto €, comegando com o vetor sonda x, a rede

finalmente produz um vetor de estado y invariante no tempo, cujos elementos

individuais satisfazem a condicdo para a estabilidade:

-1

Yi = Sgngz Wi +bJH j=L2,.,N (8.30)

= 0
ou, sob a forma matricial,

y =sgn(Wy+b), (8.31)
onde W ¢ a matriz de pesos sinapticos da rede, e b ¢ o vetor bias externamente
aplicado.

A condi¢do de estabilidade aqui descrita ¢ também referida como a condigdo de
alinhamento. O vetor de estado y que a satisfaz ¢ chamado um estado estavel ou

Atrator do espaco de estados do sistema.

Podemos, portanto, afirmar que a Rede de Hopfield ird sempre convergir para um
estado estavel quando a operagdo de recuperagao ¢ conduzida de forma assincrona.
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8.3 Sumario do Modelo de Hopfield

A Tabela 8.1 apresenta o sumario dos passos envolvidos nas fases operacionais de

Armazenagem e de Recuperagdo de uma Rede de Hopfield.

O passo 1 ¢ a fase de Armazenagem e os passos 2 a 4 constituem a fase de

Recuperacao.

1. Aprendizado
Seja {£,,& .. &

—M-1
N-dimensionais fundamentais (Atratores).

} um conjunto conhecido de memorias

> Usa-se a regra do produto externo (isto é, o postulado de
aprendizagem de Hebb) para computar os pesos sindpticos da rede:

1 M-1
w. = Dﬁ 5/»1,/ EUJ J i
Jl IJ:
Ho, j=i

Onde wj; € o peso sinaptico do neurdnio i para o neur6nio ;.

Os elementos do vetor & U sdo iguaisa 1.

Uma vez determinados os pesos sinapticos w ., estes sdo mantidos

Ji?
fixos.
2. [Inicializacio
Seja ésonda
apresentado a rede.

um vetor de entrada N—dimensional desconhecido (sonda)

> O algoritmo ¢ inicializado fazendo-se
xj(O) :Ej,sonda com ] 20719”'9N_1~

Onde x; ¢ o estado do neur6nioj no tempo n =0, ¢

¢ j,sonda €0 j —€ésimo elemento do vetor sonda § sonda "

17



4.

Iteracio até a convergéncia

> Os elementos do vetor de estados )_c(n) sdo atualizados de forma

assincrona (isto ¢é, aleatoriamente e um de cada vez), de acordo com
aregra

-1
_ o ._
xj(n+1)— sgn&wﬁxi(n)a j=01--, N-1.
=0
> A iteracdo ¢ repetida até que o vetor de estado x permaneca
inalterado.

Saida

Seja x,, o vetor que representa as coordenadas do Atrator computado
ao final do passo trés.

> O resultante vetor de saida y da rede ¢ dado por

Z = zsink

8.4 Referéncias Bibliograficas do Capitulo 8

[1] S.Haykin, Neural Networks, 2" ed., Prentice Hall, Upper Saddle River, New Jersey,
1999.

[2] C. T. Chen, Linear System Theory and Design, Harcourt Brace College Publishers,
1984.

[3] M. H. Hassoun, Fundamentals of Artificial Neural Networks, MIT Press, 1995.

[4] J. Hertz, A. Krogh ¢ R. G. Palmer, Introduction to the Theory of Neural

Computation, Addison-Wesley, 1991.

18



Apéndice: Rede de Hopfield - Codificacao N&o - Linear

FuncGes auxiliares deste script para MathCad 7.0:

Bin(HopfieldVector) = (Hopfleld\zlector 1)

Hop(BinWord) :=2-BinWord — 1
W Not(BinWord) :=1 - BinWord
“IIJI‘ A
W SpectrDist(Code) := | nn« cols(Code)
CodSize« rows(Code)
Ve cc—0
W
“'1 T for ia0 0.. CodSize — 2
L
N, for ibOia+ 1.. CodSize— 1
J ST acc—0
W, for jO0..nn-1
W
=7 N, acc—acc+ 1 if Code, ;#Code, .
Wi Dist_« acc
cc
Wiy
W, N cc—cc+1
e Dist

Figura 1: Rede de Hopfield com 4 neurdnios
e respectivos hard limiters.

|:| O objetivo deste estudo € investigar a capacidade da Rede de Hopfield

codificar e decodificar (no contexto de Cdédigos Para Correcdo de Erros) um espago
de vetores binarios (exceto o vetor 0, caracterizando a Codificagcdo Nao-Linear ).

Seja, por exemplo, o espago de vetores binarios de dimenséo 4 (exceto o vetor 0):

0000000111111 11
) 0001111000011 11
BinSpace =

011001100110011

101010101010101



Normalizando as componentes dos vetores para +1, -1:

£o := Hop(BinSpace)

I

Obtendo a matriz de pesos sinapticos W da Rede de Hopfield para o conjunto de
vetores &,:

Nota: Wij é 0 peso sinaptico que conecta a saida do neurénio i & respectiva entrada no neurdnio j

WeightMatrix(&) := | N« rows(&)
M« cols(&)
M-1 T
1 <i> _<i> . .
We = . — M-identity(N
N Z{; £ identity(N)
| =

return W

0 -0.25-0.25 —0.25

/7025 0 -0.25 -0.25

1025025 0 -0.25
-0.25 -0.25 -0.25 0

W = WeightMatrix(&o)



Obtendo os estados estaveis (Atratores) da Rede de Hopfield para a matriz de
pesos sinapticos W obtida do conjunto de vetores &:

Nota: Um vetor de estado X é estavel se sgn(xW)=x, (Condicao de Alinhamento) onde sgn(u)
representa o hard limiter.

StableStates(&, W) = | M« cols(&)

N« rows(¢)
i—0

for jO00.M-1
YHW_E<j>
for kOO..N-1
S0

S—-1 if Y <0
S,—1 if Y, >0
if |>(s—¢9”)=0]

<

ss97 s

ieiJrl

return Ss

Ss := StableStates(&o, W) Bin(Ss) =

~ Pk O O
~ O L O
o r r O
O o
o r O
o O r

Verificando a consisténcia dos Atratores:

Nota: Se um conjunto Ss de vetores de estado X € um conjunto de Atratores entdo os seus estados
estaveis sao formados pelos préprios vetores de Ss.

0 -05-05-05

|05 0 -05-05

" 1-05 05 0 05
-05 -0.5 05 0

W = WeightMatrix( Ss) W Bin(StableStates(Ss,W)) =

~ k O O
~ O L O
o r r O
O o
o r O
o O r



Calculando as distancias de Hamming entre os Atratores:
Nota: Quanto maior a Distancia de Hamming minima maior a capacidade de correcéo de erro do
decodificador.

T
SpectrDist(Bin(Ss)T> =2 2224224242222 2)]

Resultado que ndo é muito satisfatorio. Experimentemos determinar a Distancia de Hamming entre os
Atratores, s6 que TRANSPOSTOS, isto é:

Bin <SST> =

SpectrDist(Ss) " =

R O O +» B+ O

P B B, O O O

T

SO kb O kB O -

o O B O - P

(4 4 4 4 4 4]

O que é um resultado EXTREMAMENTE satisfatorio, ja que conseguimos maximizar a Distancia de
Hamming entre todos os vetores . Portanto estes vetores sdo palavras cédigo binarias com bom
potencial para codificacdo. Ainda é necessario verificar se os Atratores transpostos formam um
conjunto de Atratores:

& ::SST

Bin(¢) =

0

0
0
1
1
1

O O +» B+ O

Ss_New : = StableStates(& , W)

* Portanto, os Atratores transpostos também formam um conjunto de Atratores.

SO kB O kB O -

o O B O - P

W = WeightMatrix(& )

Bin(Ss_New) =

P B P, O O O

_ O O +» B+ O

SO B O kB O -

o O B O - P

W =

0 0 0 0 0 -0.667 |
0 0 0 0 -0.667 0
0 0 0 -0.667 0 0
0 0 -0.667 0 0 0
0 -0.667 0 0 0 0
-0.667 0 0 0 0 0o |
0 0 1 1]
0101
_ o110
Bn®)=11 0 01
1010
110 0]




No entanto, a Rede de Hopfield pode convergir para outros Atratores diferentes
daqueles definidos pela matriz W obtida do conjunto de vetores &. Tais
Atratores sdo denominados Atratores Espurios (estados espurios):

No presente caso, 0 conjunto de Atratores Espurios ‘Eespur sao os vetores obtidos da negacéo légica
(NOT) das componentes do conjunto de Atratores & :

gespur :=Hop(Not(Bin(¢))) Bin(&espur) = Bin(¢) =

o r b O O -
b O b O +— O
P B, O = O O

=, O O O

o O O kP -
b O O +» B+ O
SO Pk O Bk O -
o O B O - P

Observe que o conjunto de Atratores Espurios ‘Eespur também obedece a Condicao de Alinhamento
sgn(XW)=x , onde X é um dos vetores do conjunto ‘Eespur :

1100 0 0 0 0 0 -0.667 |
1010 0 0 0 0 -0.667 0
. 1001 0 0 0 -0.667 0 0
Bin(StableStates(&espur, W)) = W =
0110 0 0 -0.667 0 0 0
0101 0 -0.667 0 0 0 0
10 0 1 1] |1-0.667 0 0 0 0 0 |

Os Atratores Espurios ‘Eespur decorrem da situacédo em que W possui autovalores muito préximos ou

iguais (nulos ou ndo), como é o caso em questao, para o qual temos 2 grupos de 3 autovalores iguais:

eigenvals(W)T:[*0.667 0.667 ~0.667 0.667 ~0.667 0.667 |

Nota: Atratores Espurios ocorrem também para o conjunto original Eo:

eigenvals(WeightMatrix(Eo))T:[0.25 0.25 0.25 —0.75]



Verificando a capacidade de correcao de erro da Rede de Hopfield no contexto de

Codificag&o/Decodificacao:

Nota: O pseudo-codigo Retrieval( . ), abaixo especificado, implementa a fase de Recuperacdo de uma

Rede de Hopfield com matriz de pesos sinapticos W a partir do vetor sonda x . O argumento
CheckWindow especifica o nUmero de iteracdes durante as quais X deve permanecer constante para
gue seja considerado que a rede convergiu para um Atrator.

Retrieval(x, W, CheckWindow) := | MaxlIter« 1000

N« rows(x)

xnext 0~ — x
for nO 1.. Maxlter — 1

j«floor(rnd(N))

N-1
V. — Z W. X
i iji
i=0
xjefl if vj<0
Xx—1 if v.>0
i i

xnext"” — x
CheckWindow

Teste Z |5 (xnext™ K _ xnext™ K~ 1>

k=0

return xnext™""  if Test=0

return xnext

ﬂ if n>CheckWindow



Codificando e decodificando:

Bin(Ss) = Not(Bin(Ss)) =

P = O O

0
1
0
1

o B =k O

1
0
0
1

o r O
o o F B
o o F B
o r O
O O B
o P O
P O L O
P P O O

Observe do conjunto de vetores Ss acima que a Rede de Hopfield em questdo gera um cddigo binario
NAO LINEAR (nédo existe a palavra-codigo 0) e Sistematico com mensagens de k=2 bits e
palavras-cédigo resultantes de n=6 bits.

Vamos supor que a Rede de Hopfield receba a seguinte palavra-cédigo:

Received =(1 1 0 1 1 0)T

A rede pode convergir para o Atrator mais préximo em termos da Distancia de Hamming:
Decoded :=Bin(Retrieval( Hop( Received), W, 10-rows(Ss))) Decoded’ = 11010 0]

Ou pode convergir para o Atrator Espurio mais proximo em termos da Distancia de Hamming:

Decoded :=Bin(Retrieval( Hop( Received) , W, 10-rows(Ss))) DecodedT:[l 00110]

Uma possivel solucéo para a ambiguidade gerada pelos Atratores Espurios é, ocorrendo convergéncia
para um estado estavel que n&o pertence ao conjunto de Atratores &, executa-se novamente o processo

até que ocorra convergéncia para um estado estavel pertencente a &.

Uma outra possivel solucdo para a ambigiidade gerada pelos Atratores Espurios é conduzir as
iteracdes na fase de Retrieval da Rede de Hopfield de modo que, se a distancia de Hamming entre o
vetor de estado X e os vetores do conjunto de Atratores Esparios ‘Eespur cair abaixo de um valor d,;;,
considerado seguro , aiteracdo é descartada e o vetor x ndo é atualizado.



