Codificacdo de Fonte: Conversdo A/D, teorema da amostragem de Nyquist,
DPCM (differential pulse code modulation) , DM (delta modulation) e ADM
(adaptive delta modulation), codificacao por entropia (cédigo de Huffman)
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Conforme ja brevemente discutido nos slides 3, 5, 6 e 7 do Cap | , o Codificador de Fonte (source encoder) efetua a
digitalizacdo (ADC) e a compressao da informacdo original p/ efeito de minimizar a banda ocupada no canal de transmissao.

Especificamente, a Codificacdo de Fonte é o processo que visa reduzir o maximo possivel a informacdo redundante da
sequéncia de Informacao em sua saida, sequéncia esta obtida a partir do processamento do sinal de entrada.
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Conversao A/D

O processo de digitalizacdo de um sinal analégico efetuado em um ADC (analog to digital converter) compreende 3 etapas
que ocorrem em sequéncia: (I) Amostragem no tempo do sinal analdgico, (Il) Quantizagdao das amplitudes do sinal
amostrado, (lll) Codificagao, i.e., mapeamento de cada amostra do sinal quantizado em uma respectiva palavra bindria. O
processo de digitalizacgo de um sinal analdgico ja foi estudado na disciplina de Sinais e Sistemas — ver
https://www.fccdecastro.com.br/pdf/SS Aula3 16032020.pdf . Faremos aqui uma breve revisdo.

(1) Amostragem: Processo através do qual o sinal continuo
no tempo x(t) é transformado em um sinal discreto no
tempo, representado por x,(t) ou x,[n], onde n ¢é
interpretado como o instante de tempo no qual o valor do
sinal x(t) é levado a saida do processo de amostragem.

Nota: Nos préximos slides faremos uso do conceito de espectro de
um sinal e do conceito de funcao de transferéncia de um sistema (no
caso, um filtro passa-baixa). Para aqueles que ainda ndo cursaram a
disciplina Sinais e Sistemas, é aconselhavel estudarem com atencao o
capitulo introdutério da referida disciplina disponivel em
https://www.fccdecastro.com.br/pdf/SS Aula2 12032020.pdf como
também assistir as videoaulas relativas a este capitulo introdutdrio
disponiveis em https://www.fccdecastro.com.br/A2SSUFSM.html .
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Conversao A/D

A amostragem no dominio do tempo de um sinal analdgico x(t) pode ser modelada pela multiplicagdo entre sinal x(t) e
uma sequéncia de impulsos periddicos p(t) de periodo T, = 1/f; [s], sendo f; [Hz ou Sa/s — samples per second] a
frequéncia de amostragem, conforme mostrado abaixo:

//_\ x(1)

(a) sinal analdgico x(t) a ser amostrado

(a)
!
>
0
pr) ~
(b) fungao de amostragem p(t)
(b)
| &
P
() T
________ o (c) operacao de amostragem resultando no sinal amostrado
© 4 i Tl xp () = p(O)x(8)
: Teepene- - (e) representacdo no dominio frequéncia da operacdo de
T , amostragem x,(t) = x(t) p(t), onde F é o operador Transformada
0 * de Fourier. O operador “#” na equacdo (1) denota a operacdo de
Ts convolugao (ver propriedade multiplication na tabela no slide 27 de

p(1) https://www.fccdecastro.com.br/pdf/SS Aulas9al2 27042020.pdf)

(e)
X000~ X(©)* P(o) i
T

x(7) X,(f) (d) representacdo da operacdo de amostragem xp(t) = p(t)x(t) através de um grafo de
fluxo de sinal.
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Conversao A/D

O espectro P(w) no dominio frequéncia w = 27mf do sinal p(t) formado por impulsos periddicos de periodo T, é dado por
P(w) = F{p(t)}, onde F{-} é o operador que retorna a Transformada de Fourier do argumento {-}, e resulta conforme
equacgao (2) e figura abaixo (ver ultima linha da tabela no slide 29 de
https://www.fccdecastro.com.br/pdf/SS Aulas9al2 27042020.pdf ):

p(t) «—— P(m):il i S(o—ko, ) ©

sendo ws = 2nf; ef, = 1/Ts. s k=—o0
' ; P(w) = F{p(t)}
p(r) 2n
L. A
| &
I I T I ®

t
2 >

" 0w, 20,

Da equagdo (1) no slide anterior, note que o produto x(t)p(t) = x,(t) no dominio tempo resulta na convolugdo %X(a)) *
P(w) = X,(w) no dominio frequéncia, convolugdo que é efetuada entre o espectro X(w) = F{x(t)} do sinal analdgico
x(t) e o espectro P(w) = F{p(t)} da fungdo de amostragem p(t) conforme mostra a figura abaixo:

o_n”n
*

operador indica a

p X(@)=Fx(0)} convolucdo entre : P(w) = F{p(1)}
LT
fu [Hz] é a méxima X(w) e P(w) T
A iy
frequéncia no espectro J/
/\ X(w) do sinal analdgico x(t) * "
! x/ > B
wy = 27 fy w 0 W, 2m,
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Conversao A/D

O resultado da convolugéo entre X(w) e P(w), i.e., o resultado de X, (w) = %X(a)) * P(w) referido no slide anterior é
mostrado na figura abaixo p/ a situagdo em que f; = 2f, onde f, é a maxima frequéncia no espectro do sinal x(t).

Note que o espectro X,,(w) do sinal amostrado x,(t) é formado por multiplos espectros transladados em frequéncia que
sdo réplicas do espectro original X(w) = F{x(t)} do sinal analdgico x(t). Cada translagdo em frequéncia do espectro X(w)
ocorre em uma frequéncia central kf; ,onde k = 1,2,3 ...

Observe também que o espectro X(w) do sinal analdgico original x(t) pode ser recuperado a partir do espectro Xp(a)) do
sinal amostrado x,, (t) aplicando-se um filtro passa-baixa, cuja magnitude da fungdo de transferéncia H; p(w) é indicada pela
“caixa quadrada” formada pela linha tracejada vermelha na figura abaixo. A fungdo de transferéncia H; p (w) atenua todos os
espectros transladados para as frequéncias centrais kf; , k = 1,2,3 ..., mas deixa passar o espectro original X(w) sem
atenuacao. Portanto, submetendo o sinal amostrado xp(t) a um filtro passa-baixa com fungdo de transferéncia H;p(w), o
sinal analdgico original x(t) pode ser recuperado.

Xy (w) = %X(w) * P(w)

M

_— Filtro passa-baixa com
' funcdo transferéncia H.p ()

..
=1
[

[

|

oy /me 3;‘,7/ea,fM 5f,, -

12 réplica de X(w) transladada em 22 réplica de X (w) transladada em
frequéncia e centrada em f; = 2fy frequéncia e centrada em 2f; = 4fy,
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Conversao A/D

A figura abaixo mostra o resultado da convolugdo X, (w) = -X(w) * P(w) p/ a situagdo em que f; > 2fy, onde fy é a

maxima frequéncia no espectro do sinal x(t).

Note que, como f; > 2f , ocorre a formagdo de uma banda de guarda que separa a maior frequéncia f;, do espectro X(w)
original e a menor frequéncia f; —fy, da 12 réplica de X(w) transladada em frequéncia e centrada em f,.

Observe que, para fins de recuperagdo do sinal analdgico original x(t) através de se um filtro passa-baixa com fungdo de
transferéncia H; p (w) referida no slide anterior, a existéncia de uma banda de guarda elimina a necessidade de que a curva
da magnitude da fun¢do de transferéncia H;p(w) seja uma “caixa quadrada”, facilitando a implementac¢do do filtro que,

nesta situacdo, pode ter uma curva de magnitude suave entre a faixa de passagem e a faixa de rejeicao (filtros com curva de
magnitude de H;p(w) na forma de uma “caixa quadrada” sdo dificeis de serem implementados, demandando muitos

coeficientes).

Xp(w) = %X(a)) * P(w)

A

Hpp(w) —

. Banda de Guarda
- u.-)l 12 réplica de X(w) transladada
' em frequéncia e centrada em f
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Converséao A/D
Vamos analisar agora a situagdo em que f; < 2fj,, conforme mostrado na figura abaixo.

Note que para f; < 2fy; o espectro X(w) original é superposto pela 12 réplica de X(w) transladada em frequéncia e
centrada em f;. Portanto, para esta situagdao torna-se impossivel recuperar o sinal original através de um filtro passa-
baixa porque o espectro X (w) original é interferido pela superposicdo da 12 réplica de X (w) transladada em frequéncia e
centrada em f, 0 que causaria distor¢do no sinal recuperado pelo filtro passa-baixa.

Esta distor¢do é denominada aliasing (alias: pseudénimo — em inglés), porque o espectro original X(w) sofre
interferéncia de uma réplica dele mesmo com “outro nome”, isto &, sofre interferéncia dele mesmo, sé que transladado
em frequéncia.

Xp(@) = 2K (@) * P(w)

12 réplica de X(w) transladada
em frequéncia e centrada em f
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Teorema da Amostragem de Nyquist

Seja x(t) um sinal limitado em banda, tal que f;, seja a frequéncia mais alta de seu espectro, frequéncia a partir da qual as
componentes espectrais de x(t) podem ser consideradas de magnitude desprezivel.

Sejam os valores de x(t) determinados a intervalos constantes de T segundos, tais que Ty < Y isto é, x(t) é
M

- 1 1 n A
periodicamente amostrado a cada T < P segundos. Desta forma, sendo T < T entdao a frequéncia de amostragem
M M
sera maior ouigual a 2fy (fs = 1/T5 = 2fy).

Uma vez obedecidas as condi¢es acima as amostras x(nTy) = x[n] de x(t) univocamente determinam x(t), sendo n =
0,1, ... o indice das amostras. Nesta situacdo, o sinal x(t) pode ser reconstruido a partir do sinal amostrado x[n] através de
um filtro adequado.

Amplitude x(t) tempo f = freqiiéncia de amostragem

Jas = componente espectral de mlr)
de maior freqiiéncia x(t)

x(f) Se f,=1T,=22f,. apés o

processo de amostragem, o sinal mit)

Espectro
de
Frequéncias

original pode ser recuperadoX (t)
distor¢io, na saida de um filtro
passa-baixa com freqiiéncia de corte

far » proximo do filtro ideal.

A frequéncia de amostragem minima f; = 2f, para que ndo haja ocorréncia de aliasing é denominada de Nyquist Rate
(https://en.wikipedia.org/wiki/Nyquist _rate). Ndo confundir Nyquist Rate com frequéncia de Nyquist (ver
https://en.wikipedia.org/wiki/Nyquist frequency)
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Conversao A/D

() Quantizagao: Processo através do qual o sinal amostrado x[n] continuo em amplitude é transformado em um sinal

discreto em amplitude, viabilizando que o posterior processo “(lll) Codificagao” mapeie uma palavra binaria de N bits
a cada um dos M = 2V respectivos valores de amplitudes quantizados. Por exemplo, a figura abaixo mostra um sinal
quantizado em um conjunto de M = 11 possiveis amplitudes dadas por m;, = {—6,—5,—4,—-3,—-2,-1,0,+1, +2,+3, +4}
[Volts], com k =0,1---M — 1. O sinal quantizado é originado a partir da quantizacdo de um sinal amostrado x[n]
continuo em amplitude, que, por sua vez, é originado da amostragem no dominio tempo de um sinal analdgico x(t). A
excursdo de amplitude do sinal x[n] varia entre os limites V; e V. Especificamente, note na figura abaixo que para cada
instante discreto n, o processo de quantizagdo calcula M erros instantdneos de quantizacdo dados por e, [n] = x[n] —my

, com k assumindo os valores 0,1---M — 1. O valor de m;, que resultar no menor |eq [n]| é entdo atribuido a

VH—V + | | A 2
AV S =Wy —V)/M
+3 $ € denominado passo
lfl \ ' /\ de quantizacdo
N i e
ey n] = x[n] + ~ (]
+1 D g r‘ v‘c
~ #1012 / [ \ ’\
= 0 ) £
R A NN AV
~ -1 o <
~
g L/ AT M leatta £ xh -
ﬁ ""f \ { @] valor absoluto
-3 VV leq[n]| do erro de
4 quantizacéo eq[n] é
sempre menor do que
-5 S/2, e, |egn]| <
S/2 p/  qualquer
V, =6 ]‘ tn amostra de indice n.
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Conversao A/D
Portanto, o processo de quantizacao pode ser representado pelo bloco funcional mostrado na figura abaixo

x[n] — Q{} [— xqnl

onde x,[n] = Q{x[n]}, sendo Q{-} o operador definido por
Q{:} = argmin|{-} — my| (3)
mg
e onde my, = {mgy, my ---my;_1} é o conjunto de M amplitudes quantizadas (=niveis de quantiza¢do) ¢/ k =0,1--M — 1.

Desta maneira, lendo matematicamente a equacao (3), o operador de quantizagao Q{-} executa o procedimento: Dado um
valor do argumento {-} do operador Q{-} o operador determina os M valores resultantes da operagdo |{-} — m;| para cada
argumento my, da operacdo |{-} — m,| e entdo retorna o valor de m;, que resultou no menor |{-} — m,|.

Note que quanto maior for o nimero M de niveis de quantizagdo menor serd o passo de quantizagdo S = (Vy —V,)/M e,
portanto, menor serd o erro de quantizagdo e,[n] = x[n] — x,4[n] (ver slide anterior). Consequentemente, menor sera o

valor médio quadratico de e, [n], identificado por eq2 e denominado de poténcia do ruido de quantizacdo dada por (ver

deducdo na sec¢do 2.2.1 de http://www.fccdecastro.com.br/pdf/cd2.pdf ):

2

— S
eq? = 2 [Watts] (4)

Os valores do erro de quantizagdo e, [n] sdo aleatdrios porque as amplitudes do sinal analégico x(t) sdo também aleatdrias

(um sinal de voz ou de video, por exemplo). Portanto, em razdo da aleatoriedade, o erro de quantizacdo e, [n] pode ser
interpretado como um ruido de quantizacao. Consequentemente, quanto maior for o nimero M de niveis de quantizacao
menor sera o passo de quantizagdo S e mais x4[n] se assemelhara a x[n] porque x,[n] sera menos degradado pelo ruido
aditivo de quantizacdo. A relagdo sinal-ruido de quantizacdo SNR,[dB] é dada por (ver dedugdo na se¢do 2.2.1 de
http://www.fccdecastro.com.br/pdf/cd2.pdf ):

SNR, = 6N [dB] (5)

sendo N =log,M o numero de bits da palavra bindria respectivamente mapeada pelo posterior processo “(lll)
Codificagdo” a cada um dos M = 2" respectivos valores m,;, de amplitudes quantizadas, sendo k = 0,1+ M — 1.
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Conversao A/D

Por exemplo, a figura abaixo ilustra o processo de quantizagdo de um conversor A/D (ADC) que utiliza palavras binarias de
N = 3 bits/amostra (M = 2V = 8 respectivos valores m,;, de amplitudes quantizadas, k = 0,1---M — 1). A relag3o sinal-
ruido de quantizagdo dada por (5) resulta SNRy = 6N = 18 [dB].

Se o ADC utilizasse palavras bindrias de N = 4 bits/amostra (M = 2V =16 respectivos valores m; de amplitudes
quantizadas) obteriamos SNR, = 6N = 24 [dB], indicando que um ADCde N = 4 bits digitaliza com mais fidelidade o sinal
analdégico do que um ADCde N = 3 bits.

F. 5
H_* /_,-—\.i| ] ] |Jll.-| ] | | ] ] ] | | | ] i
j N Y A e S S S S L x(nTy) = x[n]
_Ir" i i i ! i i i i i i i i i i i 1
B/ el SO S SR S ML xq(nTs) = x4(n]
S O A O S
_x i i i \ i i i i i i H_-'"_Fl 1 5
e e i
-1 g . " '
N b L T EAR P m
1 1 : 1 1 1 1 : : .II_.-' I 1 1 3
%IS' L_ _l_ e |_|_| | |__ —m
_x M -— - : — -|——:— : “-"' —:- | 1——|——:- >
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Converséao A/D
() Codificagao (PCM - Pulse Code Modulation): Processo através do qual cada n-ésima amostra no sinal
quantizado x, [n] é codificada (=mapeada) em uma respectiva palavra binaria de N = log,M bits, sendo M = 2V o0 nimero
de valores m; de amplitudes quantizadas utilizadas no processo de quantizagao, com k = 0,1---M — 1. Por exemplo, a
figura abaixo mostra uma possivel codificagdo adotada no mapeamento m, < palavra binaria em um ADC hipotético

que gera uma sequéncia de palavras bindrias de N = 3 bits/amostra (M = 2V = 8 respectivos valores m,;, de amplitudes
qguantizadas, k = 0,1---M — 1).

x (0 1 Uma possivel implementagao em hardware do mapeamento mostrado na figura abaixo é
discutida no slide 18 de https://www.fccdecastro.com.br/pdf/SS Aula3 16032020.pdf.
o —rom ATttt e m: my < 111
] [ [ ] ] [ [ ] ] [ ] ] ] [ ] .
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i 1 i i i 1 1 i i 1 i i i 1 i
T T T T T T “.—‘.“—1'—‘.——!—“.—'.“—‘:‘—:——_.‘———mg, mg <« 101
[} ] [} ] [} ] ] [} 1 ] [} 1 [} [} 1
et e e s DR R L
| . | | | | | | i | | | i .
ST Tt T Tt E T it my mg « 011
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amants EE SEE S S B —— 1 v~ —m,  my < 000
1 ] 1 ] 1 1 ] ] 1 1 ] 1 1 1 ] 1 ! :-t
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Representagiio binana de cada nivel de quantizagao
O processo de codificagdo m; < palavra binaria é muitas vezes referido como PCM - Pulse Code Modulation.
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Pulse Code Modulation (PCM) seguida de compressao de dados
Apds o processo de codificagdo PCM, na grande maioria das situagdes praticas alguma forma de compressao é aplicada na

sequéncia de palavras binarias gerada. A compressdo por entropia (que estudaremos adiante neste capitulo), mostrada
abaixo em um exemplo para um sinal de audio, € uma das possiveis formas de compressao de dados utilizada. Note abaixo
na coluna “Codificacdo original” que as palavras binarias de 4 bits com maior frequéncia de ocorréncia sao re-mapeadas em
palavras bindrias na coluna “Compressao (Cédigo)” com menor nimero de bits. Este processo reduz, portanto, o nimero de
bits necessarios na sequéncia de bits que representa o sinal.

Ve

Sound waves are
divided into equal

intervals by time.
This is called sampling.

The height of the wave is
measured and expressed

in numbers.

This is called quantization.

~

Each number is expressed by 4 digits
only of zeros ("O") and ones ("17). This is how

Al
N ‘o 'g n o) n
= T Pt y o WS N o
& e} @ | @ = 3 = T
= (o) . 8 o o )
Q | @
o la (=} - » o = - v
Q Q e Q
5| S Olg § £0 | = §
|l =t | et | 22
S Q =
< O 2
0 1111 0 0 001 0
1 0110 0 0 010 0
2 0010 1 4 10 2
3 1110 0 0 100 0
4 0100 2 8 00 4
5 0101 g | 4 s 5 | 2
6 0001 0 0 111 0
7 0111 3 12 0 3
8 0000 z | 4 000 3
9 1001 3 12 1 3
10 1010 2 8 01 4
15 1000 0 0 0
(13) (13x4=52) (21)

a sound is converted into digital signals.
It is called coding.

(explo.: sinal de voz f, =3.3kHz, f, =8.0kHz)
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Pulse Code Modulation com compresséo diferencial de dados (DPCM - Differential PCM)

Quando um sinal analégico m(t) de audio ou video é amostrado a uma frequéncia de amostragem f; muito maior do
que o Nyquist Rate = 2f); (ver slide 9), o sinal amostrado m[n] resultante exibe uma alta correlagdo entre amostras
adjacentes. O significado desta alta correlacao é que, na média, o sinal ndo varia rapidamente de uma amostra para a outra.

A consequéncia disto é que, quando amostras altamente correlacionadas sao codificadas em um codificador PCM padrao, a
sequéncia resultante de bits apresentara informacdao redundante desnecessaria. Portanto, mensagens que nao sao
absolutamente essenciais a transmissao de informacdo sao geradas como resultado do processo de codificacdo. Remover
esta redundancia resulta em um aumento da eficiéncia do sinal codificado em transportar informacao, no sentido de que
serdo necessarios menos bits para transportar a informacao.

Se conhecemos uma parcela suficiente do sinal redundante m[n] podemos inferir o resto do sinal, ou pelo menos tentar
fazer uma estimativa provavel. Em particular, se conhecemos o comportamento passado de um sinal até um determinado
ponto no tempo, entdo é possivel fazer alguma inferéncia sobre seus valores futuros. Tal processo de inferéncia é
conhecido como predigdo. Embora existam inumeros métodos de predicdo, no contexto de codificaggo DPCM nos
limitaremos a denominada Predigao Linear. Em um codificador DPCM, situado no TX digital, o bloco “Preditor Linear”
efetua a predicao de uma amostra futura que é obtida como uma combinacdo linear de um conjunto de amostras
passadas, conforme indicado abaixo no diagrama funcional de um codificador DPCM:

eln eqn]
T ® e ] an s v
- (seqléncia
. de bits)
m[n] Preditor B
Linear
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Pulse Code Modulation com compresséo diferencial de dados (DPCM - Differential PCM)

Consideremos a situagdo em que o sinal analégico m(t)
seja amostrado a uma frequéncia de amostragem f; =
1/T; muito maior do que o Nyquist Rate = 2f); (ver
slide 9). Esta super-amostragem produz uma sequéncia
de amostras m[n] altamente correlacionadas e
espagadas no tempo de um intervalo Ts.

Esta alta correlagao entre as amostras da sequéncia m[n|
na entrada do codificador DPCM mostrado em (a) ao
lado, permite que o decodificador DPCM mostrado em
(b) efetue a predigdo de valores futuros de m[n] a partir
da sequéncia de bits y[n] recebida do codificador DPCM
e gerada no codificador através da diferenca entre o sinal
original m[n] e sua predigdo mi[n] .

Note em (a) que o a entrada do quantizador Q{-} ndo é o
sinal a ser codificado, mas sim o sinal de erro e[n] =
m[n] — M[n], que é a diferenga entre o sinal super-
amostrado m[n] na entrada do codificador e a predi¢do
m[n] do sinal m[n].

m[n] —2@—. Q) >

+
+
20

A/D

y[n]
EE—

(seqiénciza

de bits)

m[n] Preditor
Linear
my(n]

(a) Codificador DPCM (no TX)
ynl— D/A 3 >
(sequéncia eqlnl , mg|n|

de bits) .
mn] Preditor
Linear

(b) Decodificador DPCM (no RX)

No codificador DPCM em (a), o sinal m[n] é o resultado do processo de predicdo linear aplicado sobre um conjunto
de amostras passadas do sinal m,[n], este Gltimo sendo uma versdo quantizada do sinal m[n]. O sinal de erro e[n] é
denominado de erro de predigdo visto que seu valor representa a incapacidade do Preditor Linear em predizer m[n] com
exatiddo. Q{-} efetua o processo de quantizagdo do erro de predi¢do e[n], gerando o erro de predigdo quantizado eq [n].
Como ocorre em todo e qualquer processo de quantizagao, um erro de quantizagao na forma de um ruido aleatério g.[n] é
superposto ao sinal de saida do quantizador Q{:}, de modo que a saida do quantizador Q{-} pode ser descrita como

€q [n] = Q{e[n]} = e[n] + q.[n]

(6)
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Pulse Code Modulation com compresséo diferencial de dados (DPCM - Differential PCM)

O sinal de entrada do Preditor Linear do codificador
DPCM mostrado em (a) é formado pela soma do sinal
predito [n] e da saida do quantizador e4[n], i.e.:

mq[n] =m[n] +e,[n] (7)
Substituindo (6) em (7):
mg[n] =mn] +e[n] +q.[n] (8)

E do somador a esquerda em (a) temos que e[n] =
m[n] — m[n], logo, substituindo em (8) obtemos:

mg[n] =m[n] — % +eyij + q.[n

mg[n] =m[n] + qe[n] (9)

Portanto, de (9), infere-se que ndo importa a
capacidade de predicado do Preditor Linear no
codificador mostrado em (a): o sinal m,[n] aplicado na
sua entrada difere do sinal m[n] original apenas do
valor do erro de quantizagdo g, [n].

m[n]_:@__. Q(} >

- «———

+
+
20

Preditor
Linear

mg[n]

A/D

y[n]
EE—

(seqiénciza

de bits)

(a) Codificador DPCM (no TX)

y[n] —

D/A

(sequéncia
de bits)

+ z &
eqln] | g n]
n] Preditor
Linear

(b) Decodificador DPCM (no RX)
Note que, ao aplicar a saida do quantizador e;(n) = Q{e(n)} ao conversor A/D do codificador DPCM mostrado em (a),
obtemos sequéncia y[n] de bits correspondentes as mensagens codificadas em DPCM.

Apbs ser submetida aos processos dos demais blocos funcionais mostrados no slide 2 (codificador de canal, modulador,
amplificador de poténcia, canal de transmissao, amplificador de sinal, demodulador e decodificador de canal), a sequéncia
de bits y[n] na saida do codificador DPCM mostrado em (a) é recebida na entrada j[n] do decodificador DPCM mostrado
em (b). Quando o canal de transmissao nao gera degradacao na onda EM (EM — eletromagnética) que nele se propaga e que
transporta a informacdo a ser transmitida da origem (TX) ao destino (RX), a sequéncia de bits y[n] recebida na entrada do

decodificador DPCM no RX corresponde a sequéncia de bits y[n] na saida do codificador DPCM no TX, i.e., J[n]

= y[n].
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Pulse Code Modulation com compresséo diferencial de dados (DPCM - Differential PCM)
e[n] eqln]

A seguir, o conversor D/A do decodificador DPCM
mostrado em (b) converte a sequéncia de bits y[n]
recebida na entrada do decodificador DPCM em uma
aproximagdo eg[n] do erro de predicdo quantizado
eqln] . E uma aproximagdo porque o canal de
transmissao pode degradar a informacdo transportada
pela onda EM que nele se propaga ao ponto de o
demodulador e o decodificador de canal nao
conseguirem recuperar o sinal original.

O processo de predicao efetuado no decodificador DPCM
€ idéntico ao processo de predicio realizado no
codificador. A saida 7,[n]do decodificador em (b) é
uma aproximacdo quantizada de m|[n] na entrada do
codificador em (a) e é dada pela soma do sinal predito
m[n] com o erro de predi¢do quantizado eq[nl:

fitg[n] = &;[n]+m[n] (9A)

Se o canal de transmissdao nao introduz nenhuma
degradacdo, entdo iy [n] = mg[n].

m[n] 42@—> Q) >

A/D

y[n]
—

(seqiénciz

+
1
20

de bits)

m[n] Preditor
Linear
mg[n]

(a) Codificador DPCM (no TX)
7nl—f DIA —(E >
(sequéncia eqln] A mg|n|

de bits) :
[n] Preditor
Linear

(b) Decodificador DPCM (no RX)
No ambito da implementagdo em hardware de um codificador DPCM, uma possivel abordagem é o sinal original m[n]
resultar da digitalizacdo de um sinal analégico m(t) através de um A/D de 16 bits, prévio ao codificador DPCM mostrado em
(a), de modo que o ruido de quantizagdo em m[n] resulte minimo (i.e., resulte em uma alta relagdo sinal ruido p/ m[n]:
SNR, = 96 dB — ver equacdo (5) slide 11). Nesta situagdo, o sinal m[n] pode ser representado por uma variavel em ponto
flutuante e o quantizador Q{-} e o preditor linear podem ser implementados em um microprocessador (ARM, por exemplo),
com todas as demais varidveis de sinal e[n], m[n], [n] e e;[n] também sendo representadas em ponto flutuante. Dado
gue todos os sinais ja sdo digitais, o bloco “A/D” do codificador passa a ser um bloco que converte a variavel eq[n] em
ponto flutuante para uma variavel inteira com um reduzido nimero de bits, nimero apenas o necessario para acomodar a
faixa de excursdo de amplitudes de e, [n]. Mesma abordagem é aplicavel ao decodificador DPCM mostrado em (b).
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A reducao de bits obtida com DPCM em comparacao ao PCM
Consideremos um codificador PCM (ver slide 13) que

adota um quantizador Q{-} com M =2V niveis de + e[n] eqln] yin]
quantizagao e passo de quantizagao S = (Vy —V,)/M, m[n]—»@—b Qf} > AD _> .
sendo Vy — V, a faixa dinamica do sinal na entrada de - (sequ_encna
Q{-} e N o numero de bits da palavra bindria que - de bits)
representa cada amostra quantizada (ver discussdao nos ;é:)

slides 10 e 11).

Consideremos agora o quantizador Q{-} de um m[n] o Preditor PPR—

codificador DPCM, conforme (a) ao lado. Se o Preditor Linear mg[n]

Linear prediz m[n] com alguma exatiddo, entdo a faixa
de excursao de amplitude Vg —V; do sinal e[n] na
entrada de Q{-} sera muito menor do que a faixa de
excursdo de amplitude do sinal m[n] na entrada do j[n]l— D/A

(a) Codificador DPCM (no TX)

>
quantizador Q{-} do codificador PCM. (sequéncia eqnl g g [n]
Portanto, para um mesmo numero M de niveis de q4g bits)
quantizagdo, o passo de quantizagdao S = (Vy —V,)/M Aln] Preditor
serd menor para o codificador DPCM do que para o codificador PCM, o que ' Linear Jo—
implica da equacao (4) do slide 11 que a poténcia do ruido de quantizagao
Q = % é menor no codificador DPCM do que no codificador PCM. (b) Decodificador DPCM (no RX)

A consequéncia da asser¢dao no paragrafo anterior é que, se um codificador DPCM apresenta a mesma relagao sinal-ruido de
quantizagdo SNR, de um codificador PCM, entdo certamente o numero de bits Nppcy da palavra binaria que representa
cada amostra quantizada no codificador DPCM sera menor do que o numero de bits Npcp da palavra binaria que representa
cada amostra quantizada no codificador PCM. O quanto Nppcym serda menor do que Npcy depende das caracteristicas
estatisticas do sinal m[n], e, principalmente, da ordem de predicdo do preditor linear. O qudo precisa é a predicdo
determina, portanto, o grau de compressdo de bits obtido com um codificador DPCM. Para um sinal de voz digitalizado c/
fs = 8KHz, um preditor linear de ordem 5 em um codificador DPCM necessita de 2 bits a menos por amostra do que um
codificador PCM. Deste modo, um sistema DPCM economiza 8KHz - 2bits = 16Kbps na taxa de transmissao, resultando
em menor banda passante que o sistema PCM. Nos proximos slides passaremos a analisar o processo de predicao linear.
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Predicao Linear
Em (a) abaixo é mostrado um codificador DPCM e em (b) é mostrada a arquitetura do bloco “Preditor Linear” adotado no
codificador. No exemplo em questdo o preditor linear é um filtro FIR (https://pt.wikipedia.org/wiki/Filtro FIR ) de ordem
L = 8, i.e., 0 seu buffer que armazena as amostras passadas de m, [n] representado pelo vetor u e o vetor de coeficientes
W do filtro FIR sdo ambos de tamanho L = 8. Nota: Vamos usar a representacdao u(n) para expressar a n-ésima amostra
da sequéncia u porque, no ambito de predicdo linear, ha descricdo de sinais através de vetores e matrizes e a
representa¢do u[n] para a sequéncia de amostras u poderia gerar confusdo com a representagao vetorial/matricial.

e,[n] L=8
+ [ q
m[n]—b@—b Q{'} —> AD b—> VIn] u(n)
- (seqUéncia + win-T)|u(m-6) |u{r-5) | uin-d)u(m-3) | win-20u(n-13] wim jein+1)

diny=u(n+1)

(a) Codificador DPCM (no TX) 5

e(n)
A saida 7i(n + 1) do preditor linear é o valor da amostra predita, e
é dada por: L-1

din+1)=WTu= ) weun—-k) (10)

mln] = a(n + 1)

- fgraqualﬂ’ ‘J.é.':n":"'ln? ? ......... J=E[e?}

w = [WO Wi Wy W3 Wg W5 Wg W7]T
u=[umn) um-1) um—-2) un—-3) u(n—4) umn-5 umn-6) umn-7)|"
(b) Preditor linear do Codificador DPCM.
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Predicao Linear

Os coeficientes W do preditor sdo definidos de forma a minimizar
de uma funcdo de custo J (ver discussdao sobre o conceito de
funcao de custo no slide 122 de
https://www.fccdecastro.com.br/pdf/CE Aulal6al8 15122020.p
df e demais orientagdes no link I3 indicado).

No caso de predicao linear, conforme mostra a figura ao lado, a
funcdo de custo ] mede o erro médio quadratico E{e?} entre a o
valor ti(n 4+ 1) estimado p/ a predicdo da amostra que ocorre no
instante n+1 e o valor u(n+1) =d(n) da amostra que
efetivamente ocorre no instante n + 1, onde d(n) =u(n+1) é
a saida desejada do preditor. e(n) =dn)—in+1) =
u(n+1) —1i(n+1) é o erro de predi¢do no instante discreto n
e E{-} é o operador que retorna a esperanca estatistica de seu
argumento (ver https://en.wikipedia.org/wiki/Expected value ).

De maneira semelhante ao teorema do cdlculo em que os valores

d N -
de x que fazem % = 0 correspondem a pontos de minimo de

uma fung¢do quadratica f(x), no caso vetorial o operador
gradiente I/ é aplicado a fungdo de custo J com o intuito de obter
os coeficientes wy, do filtro FIR que minimizam J. Isto é obtido da

solugdo daequagao VJ = 0,onde V] = K2 .

= | U(n=T)| (-6} [u(n-5)| uln-aYu(n-3) | u(n-2Nu(n-1)| w(n) juin+1)

mq[n]

L =

4 d{n)=u(n+1)
@W

[n] =td(n+1)

e e J=E{e?}

w = [WQ Wi Wy W3 Wg W5 Wg W7]T

[u(n) u(m-1) u(m-2) u(n-23)

u =
— um—-4) u(n-5 un-6) un-7)]"

A solucao de ;_v]v = 0 é dada pela denominada Equacdo de Wiener-Hopf (ver https://en.wikipedia.org/wiki/Wiener filter ):

W=RP

(11)

onde R é uma matriz L X L denominada de matriz de autocorrelagao da sequéncia de amostras representada no vetor u
e P é um vetor L X 1 denominado de vetor de correlagao cruzada entre a sequéncia de amostras representada no vetor u
e o valor u(n + 1) da amostra que efetivamente ocorre no instante n + 1. Veremos nos proximo slides como determinar R

e P para um preditor linear de ordem L.
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Predicao Linear

Para determinar a matriz de autocorrelagdo R de dimensdo L X m,[n]

L e o vetor de correlagdo cruzada P de dimensdo L X 1 utiliza- = u(n

se um conjunto de NSamp amostras passadas mais recentes = -~ u(n-7)|u(n-6)

u(n-S)| uln-d uin-3)|uln-2 u(n-1)| win) Juin+1]

da sequéncia de amostras u(n) =mgy[n] , sendo
NSamp suficientemente grande para que R “capte” a
autocorrelagdo da sequéncia de amostras u(n) = my[n]. As
NSamp amostras da sequéncia u(n) sdo transformadas em um
conjunto de NVet = NSamp—1 vetores u(n—k) de
dimensdo L X 1, obtendo-se a matriz R e o vetor P através de:

NVet—1 :

_ _ Too !‘

R=se > un—l)u’(n—k) (12) a

k=0 :

. NVet—2 5.

P=—1— Z u(n—kun—k—1) (13)
NVet — 1 = \ ] i Para qual W J

u(n — k) é a saida desejada d(n)/do preditor p/ o vetor u(n — k — 1)

4 d{n)=u(n+1)
@W

mn] =dn+ 1)

A -
€ minimo 7 | J=Efe?}

w = [WO Wi Wy W3 Wg Wg Wg W7]T

R e P sdo reavaliados a cada N, predi¢des, sendo N, determinado u=
experimentalmente com base em um compromisso entre minimizacao da
complexidade computacional e precisao da predicao.

A cada reavaliagcao de R e P, os novos coeficientes do filtro W sdo obtidos e
enviados ao receptor através do canal de comunicacao.

Note que, a partir da inicializagdo de um sistema DPCM, devido a saida do
preditor ser realimentada para a sua entrada, tanto o preditor do TX quanto o
preditor do RX necessitam de um razodvel nimero de amostras até que
consigam reduzir o erro de predicao a niveis aceitaveis.

[um) u(n—1) u(m-2) u(n-3)
u(n—4) um-5 un-6) umn-7]7

W=R1pP (11)
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Predicao Linear

Exemplo 1: Consideremos o codificador DPCM mostrado E e[n] eq [n] y[n]
em (a) ao lado. A sequéncia de amostras na entrada do m[n]—’@—. Q{'} » AD b—>
bloco Preditor Linear é dada por: - (seqieéncia
i
u(n) = my[n] = . X de bits)
={-2,—1.414,0,1.414,2,1.414,0,—-1.414,-2,—-1.414,0 ---} @
O preditor linear é de ordem L =2 e utiliza NSamp =11 m[n] Preditor
. e . ey D —
amostras consecutivas de m [n] para a definicdo da matriz de Linear m, [n]
q

correlacao R .
(@) Codificador DPCM (no TX)

Dica: Dado R[2 X 2] temos que
r00 101 1 1 rll —r01
- R

r10 ri1 ~ (r00-r11-101-r10) [—r10 700

-]

Pede-se:
(a) Determine o valor de m[n] = i(n + 1) que é a estimativa da predi¢cdo da amostra que ocorre no instante n + 1.

(b) Determine o erro de predic¢do e[n] para 7i[n] obtido em (a) sabendo que o valor da amostra que efetivamente ocorre
noinstanten+ 1éu(n+1) = 1.414.
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Predicao Linear
Solugdo: (a) A estrutura de dados para a predicdo é composta por NVet = NSamp — 1 = 10 vetores u(n — k), cada
vetor u(n — k) possui L = 2 componentes, sendo L a ordem do preditor:

u(n-6) | u(n-5) | u(n-4) | u(n-3) | u(n-2) | u(n-1) | un) |u(n+1)

gg(n)T= wn) | u(np-1)

y

_q(n-1)'= u(n-1) | u(n-2)

un-2=| wn-2) [ uin-3)

;g(n-3'= u(n-3) | u(n-4)

u(n) = my[n] = {-2,-1.414, 0, 1.414, 2, 1.414, 0, —1.414, -2, —1.414, 0--}
= {u(n —10), u(n=9).u(n=8). uln=7), uln==6). uln-=5).u(n=4).uln-=3).uln-=2), u(n-1), u(n)---}

Em conformidade com a equacgdo (12), os NVet = NSamp — 1 = 10 vetores u(n — k) resultam:

AV uln—2) -2
ﬂ{u}{f”{”} }{ ! } E(”_H}_|:H(L?—3J_|:—|,4|4:|

(n=1)] |-1414

uln—=1)] [-1.414
g[n—l]:{ }:{ } (—9) = uln-9)| [-1.414
uln—-2) -2 uln—-9)= uln—10) il
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Predicao Linear

Determinando as NVet = NSamp —1 =10 matrizes u(n—k)u’(n—k) usadas na formacio de matriz de

autocorrelacao R de dimensao L X L, em conformidade com a equacao (12):

Reproduzindo u(n) para efeito de facilitar a visualizacdo da sequéncia de amostras: u(n) = my[n] =

{—2,—-1.414, 0, 1.414, 2, 1414, 0, —1.414, -2, —1.414, 0 ---} =

:{u(n—l()). u(n=9)uln-=8). uln=7). u(n==06). uln=5).uln—4). u(n-=3). u(n-2), u(n—l).u(n)---}

| 0 | 0
M (r)= 0 -1.414|=| '
uln)u (n) _1.4|4J[ ] 10 1.9994 | K =
L 40—
- __ | : 1 .‘?
(=1 (1) = "4]41—1.414 _2]=,1.9994 2.8280
| -2 | 28280 4 | . k=1
| I [ 4 2.8280]
-2’ (n=2)= 2 -1.414]= '
uln=2u (n-2) L-_I‘;“d_.[ ] 12.8280 1.9994 |

1.9994 0]

uln-3u'" (n-3)=| _]‘;M}I—um nl:[

E{rr—4]x_\crl[f1—4}l=|i l[{}

e k=2
Jy &— k=3

0 7
1.414)=
1.414 | 0 1.9994 k=4
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Predicao Linear

[1.4147 719994 2.8280
414 2]=
| 2 128280 4

45 <4—- k=5

- > T 4 2.8280
uln—6u" (n—6)= [2 1.414]=]
& = 1.414 12.8280 1.9994 |, k=6
1.414 '1.9994 0]
uln—=7u' (n-7)= [1.414 0]=) |
0 | 0o ol L= 7
- - 44— =

-— - -

0 0
o -1.414]=]
1.414 | 10 1.9994

-8 ¢— k:8

u(n—9)’ (n —9){_ Ei” [~1414 - 3]:[

1.9994 2.8280]

2.8280 4 | < k=9

Substituindo na equagdo (12) as NVet = NSamp — 1 = 10 matrizes u(n — k) u’ (n — k) acima determinadas
obtemos a matriz de autocorrelagdao R :

i[17.9970 14.1400]=[1.7997 1.4140
1011

9
1
—_ — T _ —
R_1okz_og(" fu'(n = k) 41400 21.9970] ~ [1.4140 2.1997
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Predicao Linear

Determinando os NVet — 1 = 9 vetores u(n — k)u(n — k — 1) usados na formagdo do vetor de correlagdo cruzada P de
dimensado L X 1, em conformidade com a equacdo (13) (reproduzida abaixo por facilidade de visualizacdo):

. NVet—2
~———— Z um—-kKumn—-k—-1) =
NVet — 1 e )

u(n — k) é a saida desejada d(n)/do preditor p

8
P = um—kun—-k-1)

Q| =

~

vetoru(n —k — 1)

Reproduzindo u(n) para efeifo de facilitar a visualizagdo da sequéncia de amostras: u(n) = my[n] =
{—-2,—-1.414, 0, 1.414, 2,1.414, 0, —1.414, -2, —1.414, 0 ---}
={u(n—|(")). u(n=9)uln—=8). uln=7). u(n=06). uln=35).uln—-4). uln-=3). u(n-2), u(n—l).u(n)---}

k=0 - dnuln-1)=uln)u(n-1)= C{l.’flﬂ: {ﬂ

=1 = dllo=2) o= hlo-2) =10 |

-1.414 1.9994

) _[-1.414] [2.8280
k=2 —dnuln=3)=uln-2uln-3)= { 0 }{ 0 }

0 0
k=3 —dnuln—4)=uln—3uln—4)=—1414 _
dnluln=4)=uln=3)uln—-4) {1.414} {1.9994}

4 %d(”]u(”_5):H(H_4)H(”_5)=0{1.414} '0}

2 |70

Sistemas de Comunicagao Digital | Cap Il — Codificagdo de Fonte Prof Fernando DeCastro 27



Predicao Linear

_ [ 2 2.8280
k=5 —>dnun-6)=uln-5un-6)=1.414 =
| 1.414 1.9994

k=6 — dlnuln—T)=uln—6uln—7)= 2{1.414} :_'2.8280}

0 0

0 0
k=7 —dnuln=8)=uln-Tuln-8)= ]'41{—1.414} ) {—1.9994}

k=8 —>dnu(n-9)=uln-8uln-9)= 0{_]_.?1 ) {ﬂ

Substituindo na equagdo (13) os NVet —1 =9 vetores u(n — k)u(n — k — 1) acima determinados obtemos do
vetor de correlagao cruzada P :

NVet—-2 8
1 1 1 11.3120]_[1.2569]
P=r— kzo u(n — kuln — k 1)_9kzou(n un — k 1)_9[ A

Substituindo na equacao (11) do slide 21 o valor obtido para R (slide 26) e substituindo na equagao (11) o valor obtido para
P (acima) obtemos o vetor W cujos componentes sdo os coeficientes do filtro FIR do preditor:

W=R"'P=

[1.7997 1.4140]_1 [1.2569] 1.1226 —0.7216] [1.2569] _ [ 1.4110 ]
0 0

1.4140 2.1997 ~|-0.7216 0.9185 —0.9070

Sistemas de Comunicagao Digital | Cap Il — Codificagao de Fonte Prof Fernando DeCastro 28



Predicao Linear

O valor estimado i(n + 1) para a 12 amostra subsequente a sequencia de amostras u(n) = mgy[n] = {-2,-1.414, 0,
1.414, 2,1.414, 0, —1.414, —2, —1.414, 0 ---} =

={u(n-10). u(n=9).u(n-8). u(n=7). u(n—==6). uln=5).uln—-4).u(n=3).u(n=2), u(n-1).u(n)-}

¢é dado pela equacdo (10) do slide 20:

L-1
in+1)=WTu= Z weun —k) = Z wiru(n — k) =wyu(n) +wjun—1) =

= (1.4110)(0) + (— 09070)( 1414)—12825

(b) A sequencia de amostras u(n) incluindo o valor da amostra u(n + 1) = 1.414 que efetivamente ocorre no instante
n+1é un) =my[n] ={-2,-1.414, 0, 1.414, 2,1.414, 0, —1.414, -2, —1.414, 0,1.414,---}.

Portanto, o erro de predigdao no instante discreton + 1 é
em)=dn)—tn+1)=un+1)—1d(n+1) =1414 — 1.2825 = 0.1315

Alternativamente, no link Videoaula DPCM - Profa. Cristina De Castro encontra-se disponivel uma videoaula com a
revisao passo a passo da solucao do Exemplo 1.
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Modulacao Delta (DM — Delta Modulation)

Quando o sinal analdgico m(t) é amostrado a uma
frequéncia de amostragem f; muitissimo maior do que o

eln] e, ] yln)

mirl—(E—> Q) e —
Nyquist Rate = 2f, (ver slide 9), caracterizando uma i ”| 1 bit .
super-amostragem, o sinal super-amostrado m[n] e ==—=—==_ ~ (qubuitesr;c'a
resultante exibe uma altissima correlagao entre amostras I % +';
adjacentes. Esta altissima correlagao entre as amostras I ><_'$:> I
reduz drasticamente o erro de predi¢do do bloco Preditor | 1 acumulador
Linear ao ponto de a faixa de excursdao de amplitude Vy — m[n] = : L« 77! | I (integrador)
V; do sinal e[n] na entrada do quantizador Q{-} tender a =mgy[nr 1] m, [n] :
zero, permitindo reduzir o numero de niveis de e e e e m 2
quantizacdo M = 2V para M = 2 e, portanto, as palavras (a) Codificador DM (no TX).
bindrias na saida y[n] do codificador DM sdo palavras . @ _ _ _ _ _ - — — .
binarias de tamanho N = 1 bit. Uma aplicacdo classica de y[n] > D/A # s b
DM é o link de voz do space shuttle da NASA (ver : | 1 bit e-[nl e ,L,[ ]
https://www.fccdecastro.com.br/pdf/SSGTDM.pdf). (sequéncia K 1+ Mqllt

de bits) | |

, (d) O sistema DM prové uma aproximagao m, [n] em m[n] = mg[n—1] z7t acufulador

forma de escada (com tamanho de degrau §) para o
sinal super-amostrado m(t):

mq [Tl] / \\

] - ____13

m(t) \ //
_ \/ e

\\.,_____'_//

‘T‘

yinT)="' 0 0 1 0 1 1.1 o. 0

0

0

k J

0

| (int%grador)

(b) Decodificador DM (no RX).
A eq[n] = Q{e[n]}

+0

>

0 e[n]

5 (c€) Transmitancia
do quantizador.
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Modulacao Delta (DM — Delta Modulation)

O erro de predicdo e[n] na entrada do quantizador Q{-}

yln]
do codificador DM é: m[n]A:@_. Q) eq [nL AD |
(14) = 1 bt (seqiénciz

e[n] =m[n] —my[n—1]

e oo o - de bits)

A saida e, [n] do quantizador ¢ dada por: : ;é i

~) 1
' acumulador
=5 Id
eq[n] = dsgn(e[n]) (15) Aln] = : - :(lntegrador)

onde =my [n 1] m, n]

e e e e e e e = —
_J+L,x=0 (a) Codificador DM (no TX).
sgn(x) = {—1,x <0

sendo § o tamanho do de “ ” [ Y D/A e k

grau da “escada” do sinal FINn]e— 7 s b

mg[n] que aproxima o sinal super-amostrado m(t) (seqUéncia 1 bit eqlnl i 7"%21["]

(ver (d) abaixo). de bits) : :

, (d) O sistema DM prové uma aproximagao m, [n] em m[n] = g[n — 1] | z7h e a.Cl:inulzLdor
forma de escada (com tamanho de degrau §) para o : (in Igra or)
sinal super-amostrado m(t): y L Ia (b) Decodificador DM (no RX).

mg[n] 7 0 0 0 YO B
mi) /AN AN A eq[n] = Q{e[n]}

N AR R RN s

AN I A R I R R R N

A N S R R N

R T T - -

SRR et

A R A o Lo o | & (c) Transmiténcia
yinTJ=' 010 v 11011t 1l 0010 000 10 do quantizador.
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Modulacao Delta (DM — Delta Modulation)

O bloco preditor z=1 é um preditor pela Ultima amostra

n
que, no instante n copia para a sua saida 7i[n] a amostra m[n] + eln] Q) €q [nL A/D yinl
anterior my[n — 1] presente em sua entrada no instante @_ 1 bit (seqUéncia
n — 1 (significado de z~*: ver transformada Zzem | — N de bits)
https://www.fccdecastro.com.br/pdf/SS aula23a26 25062020.pdf). | | i +-;

A entrada do preditor z~! ¢é dada por: I ’é) '
I  acumulador
mg[n] = my[n — 1] + e4[n] (16) m[n] = : 41 I (integrador)
A realimentacdo da saida 7m[n] do preditor z71 a sua =my[n 1] m, [n] :
4 : e e e e m 2
entrada através do somador ¥ forma um acumulador: (3) Codificador DM (no TX)
n] = Z(eq[n] +mgln—1]) = - :
yinl— 7 L3 >
= zmq n—1] Z mgln—1] (17) (sequéncia €aq ["]I 4 fitg[nl
i=0 i= de bits) | |
, (d) O sistema DM prové uma aproximagao m, [n] em m[n] = mg[n—1] z7t Z::im:ijc:)or;
forma de escada (com tamanho de degrau §) para o : |g
sinal super-amostrado m(t): y L Ia (b) Decodificador DM (no RX).
m,|n / 1 1 1 1 ~No
m(t) q{ // T \\ A eq[n] = Q{e[n]}
AN Fo0 b IN s
N IR R R R N ‘
N S I AR A
e >
A R 0 e[n]
A o Lo o i 5 (c) Transmitéancia
ynTy=l 0 1ot 1ro i1t 1t it it ol it alatoto 1o do quantizador.

Sistemas de Comunicagao Digital | Cap Il — Codificagdo de Fonte

Prof Fernando DeCastro 32
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Modulacao Delta (DM — Delta Modulation)

No decodificador DM em (b), cada bit é transformado N e[n] e, [n] A/D y[n]

pelo D/A em um pulso +6/—46, que representa o sinal m[n]A’@—’ Q{’} | 1 bit —

eq[nl. - (seqléncie
A S —- de bits)

O acumulador gera entdo o sinal 7, [n] em sua saida,
que é uma aproximacdo quantizada de m[n] na entrada

I
I
do codificador DM em (a): : | acumulador
= m[n] = -1 I (integrador
iy ] = e n}+Aln] g M= L 2 e {integradon)
= mq [n E 1] mq [Tl] |
7 7 7 7 Ta) Codificador DM (no TX).
il A | By .
(sequéncia " gn]
de bits) |
~ I
, (d) O sistema DM prové uma aproximagao m, [n] em m[n] = mg[n—1] | z7l | a_C‘:iandor
forma de escada (com tamanho de degrau &) para o : (in [8ra or)
sinal super-amostrado m(t): | N Ia (b} Decodificador DM (no RX).
mg[n L7 0 0 0 YO
m(t) q{ / o I A eg[n] = Qfe[n]}
oo N
-~ R s
AN AT \\
e e (A T T T R R B N
T By S B R E >
2 S T S S S T A 0 e[n]
S T N S S N S R T R B .
T T T 5 (c€) Transmitancia
yinTJ=' 010 v 11011t 1l 0010 000 10 do quantizador.
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Distorcao de sinal na Modulacao Delta (DM — Delta Modulation)

Sistemas DM sao sujeitos a dois tipos de erro de quantizacao (ver figura abaixo):

(1) Distorgdo por declividade excessiva em m(t) (slope-overload distortion): No intervalo de tempo t; a t, o valor de § é
muito pequeno para que mg[n] consiga acompanhar a alta razéo de variacao de m(t).

(I1) Ruido granular: No intervalo de tempo t; a t, a razdo de variacdio de m(t) é pequena e o valor de § é
desnecessariamente grande, gerando variagdes £6 em torno do valor de m(t) que representa um ruido de amplitude +6
sobreposto ao sinal m(t).

Percebe-se, portanto, que existe a necessidade de um valor maior para § objetivando acomodar um sinal m(t) com alta
razdo de variagdo, enquanto que um menor valor de & é necessario para representar com precisdo um sinal m(t)
aproximadamente invaridvel no tempo. Neste contexto, o valor de 6 adequado resulta em um compromisso entre
distorcao slope-overload e ruido granular.

distorgdo slope -
overload

i , > t[S]
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Modulacao Delta Adaptativa (ADM — Adaptive Delta Modulation)

O sistema ADM objetiva otimizar § para que o mesmo se adapte a dinamica do sinal m(t) minimizando o compromisso
entre distorcao slope-overload e ruido granular referido no slide anterior.

Um sistema ADM tipicamente utiliza a seguinte regra de adaptacdo para §:
671 — 5n_1yp(bn)p(bn—1) (19)
onde ¥ > 1 é uma constante determinada experimentalmente objetivando a redu¢do do erro de quantizacdo. p(b) =

2b — 1, com b, e b,,_;1 sendo respectivamente o Ultimo e o penultimo bit gerados na saida y[n] do A/D do codificador de
um sistema DM.

distorgdo slope -
overload

ruido granular

> t[s]
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Modulacao Delta Adaptativa (ADM — Adaptive Delta Modulation)

6n — 6n_1yp(bn)p(bn—1) (19)

com p(b) = 2b — 1. Assim, se em um determinado instante n comeca a ocorrer distor¢do slope-overload, entdo
forcosamente b, = b,_; — p(b,)p(b,_;) =1 — de(19) §,, = 8,1y . Portanto &, ¢é multiplicado por y,
aumentando § e reduzindo a distorcao slope-overload.

Por outro lado, se em um determinado instante n comeca a ocorrer ruido granular, entdo forcosamente b,, # b,_; —
p(b)p(b,—1) =—1 - de(19) §,, = §,,_1(1/y). Portanto §,, é dividido por y, diminuindo & e reduzindo o ruido
granular.

distorgao slope -
overload

> t[s]
5 ty t3
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Entropia — uma possivel medida de informacéo

Conforme discutimos nos slides 5,6 e 7 do Cap |, é necessdrio que o Codificador de Fonte efetue a compressao da
informacao a ser transmitida de modo a minimizar a largura do espectro BW da onda EM que se propaga no canal de
transmissao. Neste contexto, é necessario definir o que se entende por “informacao”. Consideremos o sinal de uma fonte de
informacao (audio, video) submetida ao processo de amostragem, quantizacao e codificacdo do Codificador de Fonte,
conforme figura abaixo. A sequéncia de amostras quantizadas em amplitude (e, portanto, a sequéncia de palavras bindrias
na saida do Codificador de Fonte) pode ser interpretada como uma variavel aleatdria X. Neste contexto, dois postulados nos
auxiliam a definir informacao:

Postulado (1): “A observacao da ocorréncia de um evento do espaco amostral de uma variavel aleatdria nos da informacao”:

Amostragem+ .,
Fonte dci Quantizacio+ Var/cllv.e/
Informacgdo Codificacio Aleatoria X

Postulado (ll): “Eventos que ocorrem raramente no espaco amostral de uma varidvel aleatdria contém mais informacao
do que eventos que ocorrem frequentemente”. Por exemplo:

“0O sol nasceu a leste hoje pela manha”:
evento frequente - pouca informagao.

“Porto Alegre foi atingida por um terremoto hoje pela manha”:
evento raro - maior conteudo de informacgao.

A Entropia (proposta por Hartley, em 1928) é uma medida logaritmica de informacao que
reflete este raciocinio intuitivo.
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Entropia — uma possivel medida de informacao

Amostragem+ .,
Fonte de: Quantizacio+ Varlcllv.el
Informacgéo Codificacio Aleatoria X

Ao registrarmos a sequéncia de amostras quantizadas em amplitude (e, portanto, ao registrarmos a sequéncia de palavras
binarias de N bits correspondentes) em um Codificador de Fonte que opera com M niveis de quantizacdo, apds o registro
de um numero suficiente de amostras, podemos fazer um estudo estatistico da probabilidade de ocorréncia de cada uma
das M possiveis amostras (mensagens de N = log, M bits).
A saida do quantizador pode ser considerada uma varidvel aleatdria discreta X, com espaco de amostras definido pelo
conjunto Qy = {m;} = {my, my ---my,_,} de M mensagens (M palavras bindrias) m; com probabilidade de ocorréncia py,
k=01--M—1, conforme exemplo na tabela abaixo para um Codificador de Fonte que adota um ADC de N =3 bits
(M =8 niveis de quantizacao).
Segundo Hartley, a auto-informacdao h(m;) implicita na ocorréncia de uma mensagem (palavra bindria) m;, com
probabilidade de ocorréncia py, € definida por:
h(my) = —log,(py) [bits] (20)
In(x)

onde log,(x) = o Analisando a equacao (20) infere-se que:

(1) Como 0 < p, < 1, h(my,) é sempre um ndmero positivo.

(I1) h(m;) é medida em [bits] devido a fung¢do logaritmica de base 2.

() Como log,(u) é uma fungdo monotonicamente crescente com u, a auto-informagdo h(my) = —log,(py) de uma
mensagem (palavra binaria) rara é maior do que a de uma mensagem (palavra bindria) frequente, conforme exemplo abaixo
para um Codificador de Fonte que adota um ADC de N =3 bits (M =8 niveis de quantizacdo):

—mm

palavra binaria (mensagem my): 000

h(m;) = —log,(py) = 4322 3322 2737

mensagem (palavra bindria) + frequente: menor auto-informagao h(my,)
mensagem (palavra binaria) + rara: maior auto-informagao h(my,)

101 110
2.737  3.737

011
2.322

5.322
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Entropia — uma possivel medida de informacéo

A média da auto-informacdo h(m;) = —log,(py) transportada por cada uma das M mensagens m; do conjunto Qy =
{my} = {my, my ---my;_,} é denominada entropia da varidvel aleatdria X, ou, equivalentemente, entropia do conjunto Qy
de mensagens.

Assim, a entropia H (X) da variavel aleatdria X, cujo espago de amostras é o conjunto {2y de M mensagens, é dada por:

M-1
H(X) = E{h(m;)} = E{—log,(pr)} = — z pilog,(pr)  [bits/mensagem] (21)
onde E{.} € o operador estatistico que retorna o valor esperado do argumento (ver

https://pt.wikipedia.org/wiki/Valor esperado ).

Note que, se as M mensagens apresentam probabilidade de ocorréncia iguais (mensagens equiprovaveis), entdo p, = 1/M
parak =0,1,...,M — 1 e dai (21) simplifica para:

M-1 M-1
1 1 1
H(X) = - z Mlogz <M> = M —log,(M) =
k=0 k=0
=
Z log,(M) = >W(log2(M) log,(M) [bits/mensagem] (22)

Por exemplo, para um Codificador de Fonte que adota um ADC de N = 2 bits (M = 4 niveis de quantizacdao) em que o sinal
digitalizado apresenta niveis de amplitude equiprovaveis, temos que Qy = {m;} = {my, my,m,, m3,}, Py =Py = Py =
ps = 0.25 e a entropia H(X) = E{h(m;,)} de cada mensagem do conjunto QQy de M = 4 mensagens de N = 2 bits resulta
de (22) como sendo H(X) = log,(4) = 2 [bits/mensagem].

Sistemas de Comunicagao Digital | Cap Il — Codificagao de Fonte Prof Fernando DeCastro 39


https://pt.wikipedia.org/wiki/Valor_esperado

Exemblo 1: Entropia — uma possivel medida de informacéao

Seja um sistema para transmissao digital que utiliza no Codificador de Fonte um conjunto Qy = {my, my;} com M = 2
possiveis mensagens (palavras binarias) de N =1 bit (ou M = 2 possiveis niveis de quantizacao).

Seja q a probabilidade de ocorréncia que a saida X do quantizador assuma valor my, isto é, ¢ = P(X = m,).
Pede-se: Determine o grafico da Entropia de X em funcao de g.
Solucdo: Para determinar o grafico da Entropia de X em func¢ao de g, consideremos que

q=PX=mp) >PX=my)=1—¢q
Portanto,
M-1

HX) =— Z prlog,(px) = —polog,(po) — p1log,(p1) = —qlog,(q) — (1 — q)log,(1 — q) [bits/mensagem]  (23)
k=0

: o HEX)

Plotando H(X) X q a partir de (23) obtemos o grafico 0s f
Note no grafico que a entropia, i.e., a média da auto- max{H (X)}
informac¢do h(m;) = —log,(py) transportada por cada uma 08
das M =2 mensagens my, do conjunto Qy ={m;}= o7
{my,m;} é maxima e de valor max{H(X)} quando as 06 / \
mensagens sdo equiprovaveis, i.e., quando g =P(X = ‘ / \
my) = P(X =m,) = 0.5. 0.5
Embora este resultado tenha sido obtido para M =2 04 / \
mensagens, o resultado é geral e valido para qualquer valor ;4
de M, i.e., a média H(X) da auto-informagdo transportada / \
por cada uma das M mensagens m; do conjunto de 02 / \
mensagens Qy = {m;} de um sistema de transporte de 0.
informagdo é maxima e dada por max{H(X)} = log, (M) 0

- A . 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
qguando a probabilidade de ocorréncia das M mensagens q

sao iguais.
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Taxa de transporte da informacéo

Consideremos uma fonte de informacao conectada a entrada do Codificador de Fonte de um sistema digital que transporta
informacgdo através de um conjunto Qy = {my} = {my, my ---my;_1} com M possiveis mensagens (=palavras binarias),
conforme mostra a figura abaixo.

Qy ={my} =
Amostragem+ = {mgy,my - my_1}
fonte dei Quantizacao+ X
Informacgdo Codificacdo

Suponhamos que estamos registrando em disco a saida X do Codificador de Fonte, contando a frequéncia de ocorréncia
(=probabilidade pj, k =0,1:--M — 1) das M possiveis palavras binarias, e determinando através de (21) a média da

auto-informagado transportada por cada uma das M palavras binarias m; do conjunto Qy (i.e., determinando a entropia
H(X)).

Se a fonte de informagdo é amostrada a uma frequéncia de amostragem f; [Sa/s — samples per second] entdo na saida X do
Codificador de Fonte sdo geradas f; [mensagens/segundo] com uma entropia H|[bits/mensagem]. Portanto, a Taxa de
Informagao R , que meda o numero médio de bits por segundo transportados pelo Codificador de Fonte, é dada por:

[blts] £ [mensagens] [ bits ] (24)

mensagem

Sistemas de Comunicagao Digital | Cap Il — Codificagao de Fonte Prof Fernando DeCastro 41



Exemplo 2: Taxa de transporte da informacao

Seja um sistema para transmissao digital cujo Codificador de Fonte digitaliza um sinal analégico m(t) através de um
conjunto Qy = {my, my, m,, mz} com M = 4 possiveis mensagens, conforme mostra a figura abaixo:

Qy = {my} =
Amostragem+ = {my, my, my, ms}
m(t) Quantizagao+ X
Codificacao

As palavras bindrias na saida X do Codificador sao tais que a ocorréncia de uma nao altera a probabilidade de ocorréncia da
outra (i. €, as mensagens sao estatisticamente independentes).

As probabilidades de ocorréncia sdo: P(X =my) =P(X =m3) =1/8 e P(X =m,) = P(X = m,) = 3/8. Ointervalo de
amostragem adotado no ADC do Codificador de Fonte é Ty = fi = 50us.
N

Pede-se: Determine a taxa de informacao R[%] gerada pelo sinal m(t) na saida X do Codificador de Fonte.

Solucdo: A entropia, i.e., a média da auto-informagdao transportada por cada uma das M =4 mensagens m;, do
conjunto Qy = {m,, my, m,, m3} é dada pela equagdo (21):
M-1

HX) = - L prlogz (pr) — _ %logz (é) — %logz (Z) — Zlogz (Z) — élogz (§)=1.8 [bits/mensagem]

1 1
fi = = o 20 [KSa/s] = 20000 [mensagens/segundo]

N

Da equacao (24):

R [%] = f5 [menS:gens] H [ bits ] = 20000 [mensagens/segundo] X 1.8 [bits/mensagem] = 36 [Kbps]

mensagem
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Codificacéo por entropia

Consideremos o Codificador de Fonte de um sistema digital que digitaliza a informagdo através de um conjunto Qy =
{my} = {my, my ---my_1} com M possiveis mensagens (=palavras bindrias) N = log, (M) [bits], seguido pelo bloco
“Codificador por Entropia” conforme mostra a figura abaixo:

Qy = {my} =
Amostragem+ = {mg,my ---my_1} -
o Codificador por
m(t) Quantizagao+ e 0
Codificacdo ntropia 61}
O Codificador por Entropia processa cada uma das M possiveis palavras binarias Qy = {my} = {my,m; ---my_,}de N =
log, (M) [bits] em sua entrada e associa a cada uma delas uma respectiva palavra-cddigo (=simbolo) S = {s;} =
{S0,S1 *** Syy—1} cujo numero de bits é controlado por uma fungdo S (p,) da probabilidade de ocorréncia p; da mensagem

m,, em sua entrada. A fungao B(py) é tal que quanto maior a probabilidade de ocorréncia p, da mensagem m; menor
sera o numero de bits atribuidos a respectiva palavra-cédigo s, associada.

S={sk}=
= {50, 81 """ Sm-1}

O efeito da fungdo S (py) resulta que mensagens que ocorrem frequentemente necessitem de menos bits para serem
transmitidas e, portanto, o efeito global é o de reduzir a quantidade de bits transmitidos.

Podemos considerar o bloco “Codificador por Entropia” na figura acima como um operador 6{-}, tal que s, = 8{m,}, onde
a associagdo da mensagem m,, a palavra-cddigo s através do codebook definido por s, = 8{m;} obedece a fung¢do £ (ps)
referida no paragrafo anterior. Existem varias possiveis definicdes para a fungdo f(py). Veremos adiante neste capitulo que
a fungao [ (py) 6tima é implementada pelo Cédigo de Huffman.

Quando um sistema digital é projetado, é feito um estudo estatistico da frequéncia de ocorréncia p; de cada uma das M
possiveis mensagens m; para que o mapeamento s, = 6{m;} efetuado pelo cédigo compressor possa ser especificado,
i.e., de modo que a fungdo S (py) possa ser determinada. O conjunto de M valores obtidos para p;, pode ser considerado
uma boa aproximacao das probabilidades de ocorréncia de cada uma das M possiveis mensagens desde que seja utilizado
um numero suficientemente grande de amostras.

Por exemplo, o Cédigo Morse, brevemente discutido nos slides 6 e 7 do Cap |, teve a sua fungdo [ (py) determinada
experimentalmente a partir de um estudo estatistico que determinou a frequéncia de ocorréncia p; dos caracteres
alfabéticos utilizados na escrita de textos em lingua inglesa.
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Codificacao por entropia

Um cddigo p/ compressdo por entropia é, portanto, um operador 6{-}, tal que s; = 8{x;}, onde a associa¢do da mensagem
X; a palavra-codigo s; através do codebook definido por s; = 68{x;} obedece a uma fun¢do f(p;), onde i =0,1---M — 1,
sendo M o numero de possiveis mensagens x; (=palavras bindrias) de N = log, (M) [bits] que constam no conjunto Qy =
{xi} = {x0, %1 - xy-1}-

A fungdo [ (p;) é tal que quanto maior a probabilidade de ocorréncia p; da mensagem x; menor serd o numero de bits
atribuidos a respectiva palavra-cédigo s, associada.

Os dados de entrada e saida do operador 6{-} sdo respectivamente:

Q = {x;} = {xg,x1 - Xyy_1} € 0 conjunto de M possiveis mensagens a serem codificadas através de s; = 6{x;}.
S ={s;} = {Sp, S1 *** Sy_1} € 0 conjunto de M possiveis palavras-cédigo ou simbolos resultantes da codificagdo s; = 0{x;}.

E imperativo que o mapeamento s; = 8{x;} efetuado pelo operador 8{-} seja um mapeamento univoco, de modo que as
palavras-cédigo 5; recebidas no decodificador por entropia do RX sejam univocamente decodificaveis através de X; =
071{5;}, caso contrario o decodificador do RX encontrard ambiguidades no conjunto de palavras-cédigo §; recebidas,
incorrendo em erros de decodificagao na recuperagao das mensagens X;. Veremos adiante neste capitulo como definir
codigos univocamente decodificaveis (cédigos UD).

O conjunto de caracteres do codigo ou alfabeto do cédigo é o conjunto A = {ay, a4, ..., ap_1 } composto por D elementos,
de cuja composicao sao formadas cada uma das palavra-cddigo. Neste estudo, o escopo enfocara cddigos binarios, em que
o alfabeto é A = {0,1}.

O tamanho #; de uma palavra-codigo ou simbolo s; é definido pelo nimero de caracteres do alfabeto A utilizado na
construc¢do da palavra-codigo. Por exemplo, no codebook abaixo é mostrado o tamanho #; de cada simbolo s; p/ um cédigo

binario:
Palavra-Codigo s; associada a x; por s; = 0{x;}

X, 00 0 1
X, 01 010 3
X 10 01 2
X3 11 10 2
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Codificacao por entropia

O objetivo de um codificador por entropia é, através de um cédigo s; = 8{x;}, minimizar o tamanho médio L dos
simbolos s; do conjunto de M possiveis simbolos S = {s;} = {sq, 51, ..., Syy—1} na saida do codificador respectivamente
correspondentes as mensagens no conjunto Q = {x;} = {x,, x1 -*- x)_1} aplicadas a sua entrada, sendo o tamanho médio
L dos simbolos no conjunto dos M possiveis simbolos S = {s;} dado por:

M-1
L= Z piti (25)
=0

l

onde p; é a probabilidade de ocorréncia da mensagem x; e onde #; é o tamanho do simbolo s; associado a mensagem x;
através do codigo s; = 0{x;}.

A Codificacao por Entropia assume que a fonte de informacdao é sem memdria. Uma fonte é considerada sem memoria
guando as mensagens emitidas pela fonte sao estatisticamente independentes, i.e., a ocorréncia de uma determinada
mensagem X; nao afeta a probabilidade de ocorréncia da mensagem Xj, com i,j =01, M—1.

Esta condicdo de a fonte de informagdo ser sem memdria é necessaria pois, caso contrario, a fungdo L = f(p;, ;) a ser
minimizada dependeria do desenrolar temporal da sequéncia de mensagens emitidas pela fonte, o que resultaria em um
codebook 0{-} variavel no tempo.

Embora poucas fontes fisicas sigam exatamente o modelo de uma fonte sem memoéria, cddigos 6{-} constantes no tempo
(resultantes da suposi¢cdao de que as mensagens emitidas pela fonte sao estatisticamente independentes) sao amplamente
utilizados como cddigos compressores, mesmo quando a dependéncia estatistica da fonte resulta na impossibilidade de
minimizac3do de L durante a totalidade do tempo de codificac3o.

Em alguns sistemas que operam com sinais altamente dinamicos, a probabilidade de ocorréncia p; da mensagem x; é
avaliada periodicamente para cada uma das M mensagens e um novo codebook s; = 0{x;} é entdao definido apds cada
periodo de avaliagdo. Esta redefinicdo adaptativa e periddica do codebook s; = 6{x;} obviamente aumenta o custo
computacional do processo de compressdao. Um exemplo de técnica de compressao que utiliza um codebook adaptativo é o
CELP — Code Excited Linear Prediction (ver https://en.wikipedia.org/wiki/Code-excited linear prediction ), técnica que é
largamente utilizada na compressao de voz em tempo real em telefones celulares.
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Codificacao por entropia
Exemplo 3: Seja um sistema para transmissdo digital que utilize no Codificador de Fonte um conjunto Q = {xg, x1, X2, X3} =
{00,01,10,11} com M = 4 possiveis mensagens . As mensagens sao tais que a ocorréncia de uma ndo altera a probabilidade
de ocorréncia da outra (i.e., as mensagens sdo estatisticamente independentes). As probabilidades p; de ocorréncia de cada

mensagem sdo : P(X = xy) = %, P(X=xy) = %,P(X =x,) =PX =x3) = % . 0 codebook do codigo 6{-} é conforme
tabela ao lado. - .
Mensagem x; Palavra Palavra-Cddigo s; associada a x; por
Pede-se: bin si = 0{x;}

(a) Determine a entropia da fonte H(X).

(b) Determine o comprimento médio L () Xo 00 0

do cddigo 61{-}. x4 01 10
X2 10 110
X3 11 111

Solucdo: Da tabela do codebook dado no enunciado temos que as probabilidades de ocorréncia p; e o tamanho ¥; de cada
palavra-codigo(simbolo) s; sao conforme tabela abaixo.

i Simbolo s; associado ?;
(a) Da equagdo (21) no slide 39 e das probabilidades p; na a x; pors; = 0{x;}

tabela ao lado temos que a entropia da fonte H(X) Xo 1/2 0 1

resulta em: 1/4 10 2
1 1 1 1 1 1 1

H (i() = —1510gz (3)— 31082 (3) — 5o 5) X, 1/8 110 3

— 2 log, (g) = 1.75 [bits/mensagem|] X3 1/8 111 3

(b) Da equagao (25) no slide anterior e das probabilidades p; e tamanhos ¢; na tabela acima temos que o comprimento

médio L (6) do codigo 8{-} resulta em: Note, por exemplo, que se transmitissemos as palavras binarias de 2 bits

Z(@) = 1 1 _|_1. 2 + 1 34 —.3 = sem compressdo, para 10000 mensagens a serem enviadas do TX ao RX
— 175 %)'t 4 bol 8 8 teriamos que enviar 20000 bits através o canal de transmissdo, mas o uso do
= 1.75 [bits/simbolo] codebook 6{-} reduz este nimero para 17500 bits.
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Codificacao por entropia
Exemplo 4: Seja o cddigo compressor 6{-} conforme definido no codebook na tabela abaixo:

Simbolo s; associado a x; por s; = 0{x;}
1

X0 1/3 0
X1 1/3 10 2
Xy 1/3 11 2

Pede-se: (a) Determine a entropia da fonte H(X). (b) Determine o comprimento médio L (8) do cédigo 6{-}.

Solucao:

(a) Da equagdo (21) no slide 39 e das probabilidades p; na tabela acima temos que a entropia da fonte H(X) resulta em:

HX) =— %logz G) — élogz (%) — élogz (%) = 1.58 [bits/mensagem]

(_b) Da equagao (25) no slide 45 e das probabilidades p; e tamanhos #; na tabela acima temos que o comprimento médio
L (6) do cddigo 6{-} resulta em:

— 1 1 1
L(O) = 3 1 +§- 2 +§ - 2 = 1.67 [bits/simbolo]

Note no Exemplo 3 no slide anterior que o comprimento médio L(0) = 1.75 [bits/simbolo] das palavras-cdigo s;
geradas pelo codebook do cddigo 6{-} resultou igual a média da auto-informagdo H(X) = 1.75 [bits/mensagem]
transportada pelas M mensagens x; do conjunto Q. Esta situagdo em que L(0) = H(X) maximiza a compressdo porque

indica que toda a informagao redundante nas M mensagens x; do conjunto Q foi eliminada através do mapeamento s; =
0{x;} efetuado pelo codebook do cédigo 6{-}.
J4 com o codebook do cédigo 6{-} do presente Exemplo 4 esta condi¢do 6tima ndo consegue ser atingida porque L(6) =

1.67 [bits/simbolo] é maior que H(X) = 1.58 [bits/mensagem], indicando que nem toda a informagdo redundante nas
M mensagens x; do conjunto Q foi eliminada através do mapeamento s; = 6{x;} efetuado pelo codebook do cédigo 6{-}.
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Codigos univocamente decodificaveis (Cédigos UD)

Conforme brevemente discutido no slide 44, é imperativo que o mapeamento s; = 6{x;} efetuado pelo codebook do cddigo
6{-} seja um mapeamento univoco, de modo que as palavras-cédigo S; recebidas no decodificador por entropia do RX
sejam univocamente decodificaveis através de X; = 87 1{S5;}, caso contrario o decodificador do RX encontrard
ambiguidades no conjunto de palavras-cédigo S; recebidas, incorrendo em erros de decodificagdo na recuperagao das
mensagens X;. Um cddigo 6{-} cujo codebook defina um mapeamento s; = 6{x;} univoco é denominado de cddigo
univocamente decodificavel (cédigo UD).

Um cdodigo é Univocamente Decodificavel (UD) quando o seu codebook for tal que qualquer sequéncia de caracteres do
alfabeto A passivel de ser formada a partir da justaposicao de um numero qualquer de simbolos pertencentes ao conjunto
S ={s;} ={sy,S1, -, Sp—1} puder ser associada, ao ser decodificada no RX, a uma Unica mensagem em Q = {x;} =

{x0, X1, o) Xpr—1} -

Conceito de justaposicdo: A justaposi¢do de N simbolos (ou palavras-codigo) é a sequéncia a@ = [s;, S;4+1 *** Sj+n—1] formada
pela transmissao do simbolo s;, seguido da transmissao do simbolo s;,4, € assim sucessivamente até a transmissdao do
simbolo s; y_1-

Exemplo 5: Seja o cddigo 8{-} conforme definido no codebook na tabela abaixo. Pede-se: Determine se 6{-} é UD.

Solucao: Vamos partir da palavra-cdodigo com maior Mensagem | Palavra-cédigo s; associada a x; por s; = 6{x;}
numero de bits (s; = 010) e verificar se ela, ao ser

transmitida pelo TX, é passivel de ser decomposta em
uma justaposicdo das demais palavras-cédigo. X1 010
Especificamente, a pergunta que temos que responder

é: Como decodificar s; = 010 no RX? As possiveis X2 U
inferéncias que o decodificador do RX faria sao: X3 10
s; =010 - X; = 671{5;} = x; (correto)

S,59 =010 - %; = 7 1{5;} = x; (incorreto)

SeS3 =010 — X; = 87 1{5;} = x4 (incorreto)

Dado que ocorrem as ambiguidades s,S; e SpS3 no
decodificador do RX quando o TX transmite s;, entdao o
cédigo 6{-} ndo é UD.
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Codigos instantaneos

As ambiguidades do codebook do cddigo 6{:} do Exemplo 5 no slide anterior talvez pudessem ser resolvidas se
aguardassemos a recepc¢ao de bits adicionais para resolver a incerteza, mas tal tempo de espera é indesejavel, dada a
constante busca por velocidade de decodificacdo (é desejavel que o RX seja capaz de decodificar instantaneamente as
palavras-cédigo s; a medida que as mesmas sdo recebidas no decodificador do RX).

Uma maneira de assegurar que um codigo seja UD e que nenhum tempo de espera seja necessario para a correta
decodificacao é utilizar codigos prefixos ou instantaneos.

A denominac¢ao "instantaneo" para tais cddigos decorre de nao haver necessidade de aguardar a recepgao de bits adicionais
para que se resolva ambiguidades.

Um cddigo instantaneo ou prefixo pode ser decodificado sem referéncia a palavras-codigo futuras, porque o final de uma
palavra-cédigo é imediatamente reconhecido no decodificador.

Todos os cédigos instantaneos sao UD, mas nem todos os codigos UD sao
instantaneos. Ou seja, o conjunto dos cédigos instantaneos é um sub-conjunto do

conjunto dos cédigos UD, conforme mostra a figura ao lado. codigos
ub

codigos
instantaneos
Um codigo é instantaneo se nenhuma palavra-codigo é prefixo de nenhuma
outra palavra-codigo pertencente ao codigo.

Conceito de sequéncia prefixo: Sejam as sequéncias a,, aj e a,. formadas pela justaposi¢ao de, respectivamente, N,, N, e
N, palavras-cddigo s;, pertencentes ao codebook do cddigo 6{:}, sendo N, = N, + N, um numero qualquer de palavras-
cédigo. Dizemos que a sequéncia «a; é prefixo da sequéncia a,, se a, puder ser representada por a,a., para alguma
sequéncia a. denominada sufixo.

Sistemas de Comunicagao Digital | Cap Il — Codificagao de Fonte Prof Fernando DeCastro 49



Caodigos instantaneos

Exemplo 6: Seja o codigo 0{-} conforme definido no codebook na tabela abaixo. Pede-se: Determine se 6{-} € instantaneo.

Mensagem | Palavra-Cédigo s; associada a x; por s; = 0{x;}

X3 110
Solucdo:

Como 11 é prefixo de 110, 6{-} ndo é instantdneo.

No entanto, ndao podemos afirmar que nao seja UD, pelo fato de nao ser instantaneo:

cddigos

codigos . ~
instantaneos

ub

Sistemas de Comunicagao Digital | Cap Il — Codificagdo de Fonte Prof Fernando DeCastro 50



Teste para verificar se um codigo € UD

Seja um codigo 6{-} com alfabeto A = {ay, @4, ..., @p_1 } € conjunto imagem S = {s;} = {sy, S1, -, Syy—1} definido
pelo seu codebook. Para testar se 6{-} é UD, constréi-se uma sequéncia de conjuntos de simbolos S;,S;, ...
obedecendo ao seguinte critério de formacao:

1. S, é o préprio conjunto imagem do codebook, i.e., So = S = {s;} = {s¢, S1, ---» Sm—1}-

2. Para definir §;, forma-se a partir de S, o conjunto P de todos os pares s;s; de palavras-codigo, s; # s; possiveis de
serem formados por justaposi¢ao de duas palavras-codigo distintas pertencentes ao conjunto S:

SoS1 SoSm-1

S1 5150 - S1SMm-1

SM-1 SM-150 SM-151 -
3. Se a palavra-cddigo s; € S, € prefixo da palavra-codigo s; € S, i.e. s; = 5;0, entdo o sufixo o € um elemento do conjunto
Sl, i.e.o € 51.

Executa-se a verificagdo s; = s;0 para todos os elementos de P até que todos os sufixos sejam atribuidos ao conjunto §; =
{ap, a3, ... }, onde cada sequéncia a; de caracteres de A € um sufixo originado pelo resultado positivo do teste s; = s;0 .

4. Para definir S,,, n > 1, compara-se S, e S,,_1 de modo bidirecional:

) Se uma palavra-codigo s; € S, € prefixo de uma sequéncia a; € S;,_4, tal que a; = s;0, entdo o sufixo o € §,.

Il) Se uma sequéncia a'; € S,,_; é prefixo de uma palavra-cédigo s'; € S, tal que s’; = a’jo’, entdo o sufixo o’ € S,,.
5. Define-se tantos conjuntos S, até um valor de n tal que S,, = {@} ou até um valor de n tal que S,, = S,,_1"

6. O cédigo 8{.} é UD se e somente se nenhum dos conjuntos da sequéncia de conjuntos S;, S,,... contenha uma
palavra-cédigo que pertenca ao conjunto Sy .
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Teste para verificar se um cédigo é UD

Exemplo 7: Usando o algoritmo descrito no slide anterior verifique se o cddigo 6{-} abaixo, com alfabeto A =
{a,b,c,d,e} éinstantdneo e/ou UD.

Mensagem Palavra-Codigo s; associada a m; por s; = 0{x;}

Xo a
X1 (o
X, ad
X3 abb
X4 bad
Xc deb
Xg bbcde
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Teste para verificar se um cédigo é UD
Solucao:

S [ s | ] 0 1 | |
a d

C bb
ad
abb
bad
deb
bbcde

e  Construir Sy:
 §; contém todos os sufixos encontrados ao mapear palavras de Sy que sao prefixo de

outras palavras de Sj.
 Alguma palavrade S; € S,?
* Sesim, 8{.} ndo é UD.
* Se ndo, construir S,, a partirde Sy e S;.
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Teste para verificar se um cédigo é UD

So [ S| s | [ | ] | |
a d eb

C bb cde
ad
abb
bad
deb
bbcde

*  Construir S,:

« S, contém todos os sufixos encontrados ao mapear palavras de S, que sao prefixo de
palavras de S; e

« S, contém todos os sufixos encontrados ao mapear palavras de S; que sao prefixo de
palavras de .

* Alguma palavrade S, € 5,7
e Sesim, 8{.} ndao é UD.
* Se ndo, construir S3, a partirde Sy e S5,.
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Teste para verificar se um cédigo é UD

Sy | S| S s | ] 1 | |
a eb de

C cde
ad
abb
bad
deb
bbcde

e Construir S5:

 S;contém todos os sufixos encontrados ao mapear palavras de S, que sao prefixo de
palavras de S, e

 S;contém todos os sufixos encontrados ao mapear palavras de S, que sao prefixo de
palavras de §,.

e Alguma palavra de S5 € §,?
* Sesim, 8{.} ndao é UD.
* Se ndo, construir S4, a partir de Sy e S3.
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Teste para verificar se um cédigo é UD

Sy | Si | S | S| S| | | |
a de b

C
ad
abb
bad
deb
bbcde

e Construir Sy:

« S,contém todos os sufixos encontrados ao mapear palavras de S, que sao prefixo de
palavras de S5 e

« S,contém todos os sufixos encontrados ao mapear palavras de S; que sao prefixo de
palavras de §,.

e Alguma palavrade S, € §,?
* Sesim, 8{.} ndao é UD.
* Se ndo, construir Ss, a partirde Sy e S,.
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Teste para verificar se um cédigo é UD

S0 | Sil S S s ss | ||
a b ad

C bcde
ad

abb

bad

deb

bbcde

*  Construir Ss:

* Sccontém todos os sufixos encontrados ao mapear palavras de S, que sdo prefixo de
palavras de S, e

* Sccontém todos os sufixos encontrados ao mapear palavras de S, que sao prefixo de
palavras de §,.

* Alguma palavra de S5 € S,?
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Teste para verificar se um cédigo é UD

ﬂ---
a b ad

C bcde
ad ‘

abb

bad

deb
bbcde

*  Construir Ss:
* Sccontém todos os sufixos encontrados ao mapear palavras de S, que sdo prefixo de

palavras de S, e
* Sccontém todos os sufixos encontrados ao mapear palavras de S, que sao prefixo de

palavras de §,.

* Alguma palavra de S5 € S,?

Visto que ad € Ss e ad € S, logo 6{-} ndo é UD.
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Teste para verificar se um codigo € UD

B 7N N N N N R R
a d eb de b ad d eb {0}
C bb cde bcde
ad ‘
abb
bad

deb
bbcde

*Note que poderiamos ter encerrado o procedimento ao obter Sz no slide anterior quando, entao, ja
tinhamos elementos suficientes para decidir que 8{ .} nao é UD.

*No entanto, neste slide, o procedimento foi continuado até ndao encontrarmos mais elementos na
coluna S construida.

*Este é o procedimento que deve obrigatoriamente ser seguido caso ndo se encontre uma palavra
pertencente a Sy em alguma das colunas construidas. Somente ao encontrar {@} é possivel afirmar que
o cadigo é UD.
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Teste para verificar se um cédigo é UD

Exemplo 8: Usando o algoritmo descrito nos slide 51 verifique se os cédigos 0,{-}, 0,;{-} e 6,;;{:} abaixo, com alfabeto A =
{0,1}, sdo instantaneos e/ou UD.

0,1} 011} 0111}
14 o0 0 0 1 11 0 (@}
00 14m 01 11 1 10
01 011 110
10 111 111
Resposta: Nao é Resposta: Nao é Resposta: E Instantaneo
instantaneo, nem UD. instantaneo, mas é UD. (e, portanto, é UD).

No link Videoaula Cddigos Instantaneos e UD - Profa. Cristina De Castro encontra-se disponivel uma videoaula com a
solugao passo a passo do Exemplo 8.
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Teorema da Codificacao de Fonte (TCF) de Shannon (Noiseless Coding Theorem)

Seja uma variavel aleatdria discreta X com espaco de amostras definido pelo conjunto Q = {x;} = {x(, x; - xyy_1}de M
eventos estatisticamente independentes x;, com probabilidade de ocorrénciap;,i = 0,1, ..., M — 1.

Entdo é possivel construir um cédigo Instantaneo O6{-} através de um codebook de palavras-cédigo S = {s;} =
{s0,S1, -, Sy—1} formadas a partir do alfabeto A = {0,1}, tal que o conjunto L = {#;} = {£¢,€1 - £m—1} dos tamanhos
das palavras-codigo respectivas em S satisfaca a desigualdade

HX)<L<HX)+1 (26)
onde:

H(X) é a entropia da fonte X (dada pela equacdo (21) do slide 39)

L é o tamanho médio das palavras-cédigos (dado pela equacdo (25) do slide 45)

(ver https://en.wikipedia.org/wiki/Shannon%27s source coding theorem )

O TCF garante a viabilidade tedrica de implementacdo de cddigos instantaneos, cujo tamanho médio L dos simbolos pode
ser reduzido a um valor tdo pequeno quanto o valor da Entropia H(X) da fonte, ou, se impossivel, pelo menos a um valor
menor que H(X) + 1.

Uma decorréncia do TCF é a definigdo da Eficiéncia de Codificagao 1 dada por (ver discussao na solugao do Exemplo 4 no

slide 47): HOD

7 (27)

*Um cédigo 6{-} é Absolutamente Otimo (matched to the source - casado com a fonte) quando n = 1.0, isto é, quando
L = H(X). Ver, por exemplo, o cédigo do Exemplo 3 no slide 46.

* Um cédigo 6{-} é Quase Absolutamente Otimo quando H(X) < L < H(X) + 1.
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Codigos Otimos
Embora o TCF nos garanta que é possivel obter cddigos instantaneos com L t3o pequeno quanto a prépria entropia H(X)

da fonte, nenhuma informacao é dada sobre como construir tais codigos.

A construcdo de cddigos étimos baseia-se na minimiza¢do do tamanho médio L das palavras-cédigos do codebook, sendo L
dado pela equacao (25) do slide 45.

Um cddigo instantaneo que minimize L é denominado de Cédigo Otimo.

H4 um teorema que prova que, se um cédigo 6timo 8*{-} resulta em L* , entdo é impossivel existir um outro cédigo
instantaneo 6{-} com tamanho médio L tal que L < L*.

Um Cédigo Otimo bindrio cujas palavras-cédigo S = {s;} = {so,S; - Sy—1} sdo formadas a partir do alfabeto 4 = {0,1}
satisfaz as seguintes propriedades:

(1) Palavras-cédigo com maior probabilidade possuem menor tamanho (menor nimero de bits).
(1) As 2 palavras-cédigo menos provaveis possuem o mesmo tamanho (mesmo numero de bits).

(1) As 2 palavras-cddigo menos provaveis diferem somente no valor do ultimo bit.
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Codigos Otimos

Exemplo 9: Verifique se o cédigo 6{.} definido no codebook abaixo é um Cédigo Otimo.

Mensagem “ Palavra-Codigo s; associada a x; por s; = 6{x;}

X0 0.6 0
X4 0.2 100
Xy 0.1 101
X3 0.04 1101
X4 0.06 1110

Solugao:
Do slide anterior, temos que um Cédigo Otimo binario cujas palavras-cédigo S = {s;} = {so, 51 *** Syy—1} sdo formadas a
partir do alfabeto A = {0,1} satisfaz as seguintes propriedades:
(1) Palavras-cédigo com maior probabilidade possuem menor tamanho (menor niumero de bits).
(1) As 2 palavras-codigo menos provaveis possuem o mesmo tamanho (mesmo numero de bits).

() As 2 palavras-codigo menos provaveis diferem somente no valor do ultimo bit.

Note no codebook acima que:

As propriedades (1) e (ll) sdo satisfeitas.

A propriedade (lll) ndo é satisfeita: s3 e s, ndo diferem somente no ultimo bit.
Portanto o cédigo 8{-} definido no codebook acima n3o é um Cédigo Otimo.
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Algoritmo para construcao de codigos otimos — Codigos de Huffman

Para a constru¢do de um cédigo 6timo binario 6{-} a partir do algoritmo de Huffman, efetua-se o seguinte procedimento:
Seja, inicialmente, k = j = 0.
(1) Organizar as probabilidades p; de alto a baixo em uma coluna em ordem decrescente de valor, denominada Coluna k.

(2) Somar as 2 menores probabilidades p; na Coluna k e transferi-las para a préxima coluna (a direita), denominada Coluna
k + 1, obedecendo a ordem decrescente. As demais probabilidades da Coluna k sdo transferidas inalteradas para a Coluna
k+1.

(3) Incrementar k de 1 e repetir (1) a (3) até restarem somente 2 probabilidades na Coluna k + 1, entdo denominada
Coluna j.

(4) Na Coluna j, atribuir a palavra-codigo representada pelo bit 0 a maior probabilidade e atribuir a palavra-cédigo
representada pelo bit 1 a menor probabilidade.

(5) Localizar na Coluna j + 1, imediatamente a esquerda da Coluna j, quais as 2 probabilidades geradoras que, ao serem
somadas, resultaram na probabilidade gerada na Coluna j. Atribuir as 2 probabilidades geradoras na Coluna j+ 1 a
palavra-cédigo ja atribuida a probabilidade gerada na Coluna j. As probabilidades n3o-geradoras na Coluna j + 1 s3o
atribuidas as palavras-cdédigo ja atribuidas as respectivas probabilidades ndo-geradas por soma na Coluna j .

(6) Na Coluna j + 1, nas palavras-cédigos ja atribuidas em (5) as 2 probabilidades geradoras, justapor o bit 0 a palavra-
codigo geradora de maior probabilidade e justapor o bit 1 a palavra-cédigo geradora de menor probabilidade.

(7) Incrementar j de 1 e repetir (5) a (7) até que todas as colunas tenham palavras-cédigo associadas as probabilidades
nelas contidas.

(8) Apds a execucdo de (7), o codebook p/ o Codigo de Huffman estara definido na coluna mais a esquerda.
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Codigos 6timos — Codigos de Huffman

Exemplo 10: Seja uma fonte de informacdo representada pela variavel aleatoria discreta X com espaco de amostras
definido pelo conjunto Q = {x;} = {xo,x; = xy_1} de M =6 eventos estatisticamente independentes x; com

probabilidades de ocorrénciap;, i = 0,1, ..., M — 1, conforme tabela abaixo.
l ersagem |_p;

Pede-se:

Xo 0.4
(a) Utilizando o algoritmo de Huffman descrito no slide anterior, determine um
coédigo 6timo 8{-} cujo conjunto de palavras-codigo S = {s;} = {sg,S1 " Sy—1} € X1 —
formado a partir do alfabeto A = {0,1}. X, 0.1
(b) Determine a eficiéncia de 6{-}. X3 0.1
(c) Determine se 6{-} é absolutamente étimo ou quase absolutamente 4timo. X4 0.06
Solucdo: X5 0.04

(a) Utilizando o algoritmo de Huffman descrito no slide anterior:

04T ] 041 041 041 r»060 e ENECE
X 0.4 1

0.3 |00 0.3 00 0.3 00 0.3 00 041
X 0.3 00

0.1 [011 0.1 011 0.2>0£|->0.3 01 X, 0.1 011
X3 01 0100

0.1 [0100 0.1 0100 0.1 011
X4 0.06 01010

0.06/01010¢ 0.1 0101 Xs 0.04 01011

0.04|01011 )
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Codigos Otimos — Cédigos de Huffman

Detalhamento passo a passo do algoritmo de Huffman descrito no slide 64:

0.4
0.3
0.1
0.1
0.06

0.04
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Codigos Otimos — Cédigos de Huffman

Detalhamento passo a passo do algoritmo de Huffman descrito no slide 64:

0.4 0.4
0.3 0.3
0.1 0.1
0.1 0.1
0.06 0.1
0.04
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Codigos Otimos — Cédigos de Huffman

Detalhamento passo a passo do algoritmo de Huffman descrito no slide 64:

0.4

0.3

0.1

0.1

0.06

0.04

0.4

0.3

0.2

0.1
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Codigos Otimos — Cédigos de Huffman

Detalhamento passo a passo do algoritmo de Huffman descrito no slide 64:

0.4 0.4 0.4 0.4
0.3 0.3 0.3 0.3
0.1 0.1 0.2 0.3
0.1 0.1 0.1

0.06 0.1

0.04
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Codigos Otimos — Cédigos de Huffman

Detalhamento passo a passo do algoritmo de Huffman descrito no slide 64:

0.4 0.4 0.4 0.4 0.6
0.3 0.3 0.3 0.3 0.4
0.1 0.1 0.2 0.3

0.1 0.1 0.1

0.06 0.1

0.04
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Codigos Otimos — Cédigos de Huffman

Detalhamento passo a passo do algoritmo de Huffman descrito no slide 64:

0.4 0.4 0.4 0.4 0.6
0.3 0.3 0.3 0.3 0.4
0.1 0.1 0.2 0.3

0.1 0.1 0.1

0.06 0.1

0.04

Sistemas de Comunicagao Digital | Cap Il — Codificagdo de Fonte Prof Fernando DeCastro 71



Codigos Otimos — Cédigos de Huffman

Detalhamento passo a passo do algoritmo de Huffman descrito no slide 64:

0.4 0.4 0.4 0.4 06 O
0.3 0.3 0.3 0.3 04 1
0.1 0.1 0.2 0.3

0.1 0.1 0.1

0.06 0.1

0.04
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Codigos Otimos — Cédigos de Huffman

Detalhamento passo a passo do algoritmo de Huffman descrito no slide 64:

0.4 0.4 0.4 04 1 06 O
0.3 0.3 0.3 03 |0 04 1
0.1 0.1 0.2 03 | 0

0.1 0.1 0.1

0.06 0.1

0.04
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Codigos Otimos — Cédigos de Huffman

Detalhamento passo a passo do algoritmo de Huffman descrito no slide 64:

0.4 0.4 0.4 04 1 06 O
0.3 0.3 0.3 0.3 | 00 04 1
0.1 0.1 0.2 03 | 01

0.1 0.1 0.1

0.06 0.1

0.04
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Codigos Otimos — Cédigos de Huffman

Detalhamento passo a passo do algoritmo de Huffman descrito no slide 64:

0.4 0.4 0.4 04 1 06 O
0.3 0.3 0.3 0.3 | 00 04 1
0.1 0.1 0.2 03 | 01

0.1 0.1 0.1

0.06 0.1

0.04
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Codigos Otimos — Cédigos de Huffman

Detalhamento passo a passo do algoritmo de Huffman descrito no slide 64:

0.4 0.4 0.4 04 1 06 O
0.3 0.3 0.3 0.3 | 00 04 1
0.1 0.1 0.2 03 | 01

0.1 0.1 0.1

0.06 0.1

0.04
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Codigos Otimos — Cédigos de Huffman

Detalhamento passo a passo do algoritmo de Huffman descrito no slide 64:

0.4 0.4 04 1 04 1 06 O
0.3 0.3 0.3 00 0.3 | 00 04 1
0.1 0.1 0.2 | 010 03 | 01

0.1 0.1 0.1 | 011

0.06 0.1

0.04
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Codigos Otimos — Cédigos de Huffman

Detalhamento passo a passo do algoritmo de Huffman descrito no slide 64:

0.4 0.4 04 1 04 1 06 O
0.3 0.3 0.3 00 0.3 | 00 04 1
0.1 0.1 0.2 | 010 03 | 01

0.1 0.1 0.1 | 011

0.06 0.1

0.04
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Codigos Otimos — Cédigos de Huffman

Detalhamento passo a passo do algoritmo de Huffman descrito no slide 64:

0.4 0.4 04 1 04 1 06 O
0.3 0.3 0.3 00 0.3 | 00 04 1
0.1 0.1 0.2 | 010 03 | 01

0.1 0.1 0.1 | 011

0.06 0.1

0.04
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Codigos Otimos — Cédigos de Huffman

Detalhamento passo a passo do algoritmo de Huffman descrito no slide 64:

0.4 04 1 04 1 04 1 06 O
0.3 0.3 00 0.3 00 0.3 | 00 04 1
0.1 0.1 011 0.2 | 010 03 | 01

0.1 0.1 | 010 0.1 | 011

0.06 0.1 | 0101

0.04
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Codigos Otimos — Cédigos de Huffman

Detalhamento passo a passo do algoritmo de Huffman descrito no slide 64:

0.4 04 1 04 1 04 1 06 O
0.3 0.3 00 0.3 00 0.3 | 00 04 1
0.1 0.1 011 0.2 | 010 03 | 01

0.1 0.1 | 010 0.1 | 011

0.06 0.1 | 0101

0.04
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Codigos Otimos — Cédigos de Huffman

Detalhamento passo a passo do algoritmo de Huffman descrito no slide 64:

0.4 04 1 04 1 04 1 06 O
0.3 0.3 00 0.3 00 0.3 | 00 04 1
0.1 0.1 011 0.2 | 010 03 | 01

0.1 0.1 | 010 0.1 | 011

0.06 0.1 | 0101

0.04
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Codigos Otimos — Cédigos de Huffman

Detalhamento passo a passo do algoritmo de Huffman descrito no slide 64:

0.4 1 04 1 04 1 04 1 06 O
0.3 00 0.3 00 0.3 00 0.3 | 00 04 1
0.1 011 0.1 011 0.2 | 010 03 | 01

0.1 0100 0.1 | 010 0.1 | 011

0.06 | 0 0.1 | 0101

0.04 | 01011
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Codigos Otimos — Cédigos de Huffman

Detalhamento passo a passo do algoritmo de Huffman descrito no slide 64:

0.4

0.3

0.1

0.1

0.06

0.04

00

011

0100

01010

01011
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Codigos Otimos — Cédigos de Huffman

04 1 041 041 0.4 1 060 nn
X 04 1

0.3 00 0.3 00 0.3 00 0.3 00 041

X 0.3 00
0.1 o1l 0.1 011 0.2>0i|->0.3 01 % 01 o011
01 0100 0.10100] 017011 X3 S e
X4 0.06 01010
0.06 01010 0.1 0101 Xs 0.04 01011

0.04 01011

M-1

(b) A entropia H(X) da fonte X é dada pela equacdo (21) do slide 39: H(X) = — z pilog,(p;) = 2.14 [bits/mensagem]

i=0

M-

O tamanho médio L das palavras-cddigos é dado pela equacdo (25) do slide 45: Z = 2.20 [bits/simbolo]
i=0

H(X) _ 214

— — —_ 0,
T 520 0.973 =97.3%

A eficiéncia 17 do cdédigo é dada pela equacdo (27) do slide 61: n =

(c) Visto que H(X) < L < H(X) + 1 entdo 6{-} é quase absolutamente étimo.

No link Videoaula Cddigos de Huffman - Profa. Cristina De Castro encontra-se disponivel uma videoaula com a revisdo
passo a passo de cédigos de Huffman.
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