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Codificacao de Canal

e Quando informacéo digital é enviada através de um canal de transmisséo, ruido e interferéncia inerentes a qualquer
canal pratico degradam o sinal de forma que os dados recebidos contém erros.

e O usuario do sistema de transmissdo digital geralmente estabelece uma taxa de erro maxima aceitavel — uma
mensagem errada em 1x10° mensagens recebidas, por exemplo (i.e., uma taxa de erro de 1x10~°) — acima da qual 0s
dados recebidos ndo sdo considerados utilizaveis pelo usuario. Esta taxa de erro maxima aceitavel depende da
informacéo que transita pelo canal.

e Atitulo de comparacdo, a taxa maxima de erro permitida para transmissdo de voz através de telefonia celular é muito
maior do que a taxa exigida para transmissdo de dados, por exemplo. Até porque, na pior das hipoteses, mesmo sob
uma alta taxa de erro e consequente distor¢do, o sistema auditivo humano é capaz de compreender o significado das
frases pelo contexto da conversa, o que ja ndo acontece quando dois computadores trocam dados.

O Codificador de Canal é o responsavel em um sistema digital por manter a taxa de erro dentro
de um limite maximo aceitavel pelo usuario.

A possibilidade do uso de codificacdo para controlar com eficiéncia a taxa de erro de um sistema de comunicacao digital foi
demonstrada por Shannon [Shannon] em 1948 atravées do denominado Teorema Fundamental de Shannon:

Se a taxa (= velocidade) de transmissdo R |bits/s] da informacéo a ser enviada pelo canal é menor que uma quantidade C
[bits/s] denominada de Capacidade do Canal, entdo a comunicacdo através do canal pode ser estabelecida com uma
probabilidade de erro tdo baixa quanto se deseje atraves do uso de um cédigo adequado para correcdo de erro.

Em esséncia, 0 Teorema Fundamental de Shannon estabelece que a poténcia do sinal transmitido, a poténcia de ruido no
canal e a largura de banda do canal estabelecem um limite maximo na taxa de transmisséo R.
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No caso especifico de o Unico agente degradante do canal ser ruido #(t) com distribuicdo de probabilidade Gaussiana (canal

Gaussiano), a Lei de Shannon-Hartley, decorrente do Teorema Fundamental de Shannon, estabelece que a capacidade C
deste tipo de canal é dada por

P _ B é a largura de banda do canal em Hz,
C=8B |092(1 + Wj [bltS/S] (4.1) onde: P é a poténcia do sinal transmitido e
N € a poténcia do ruido Gaussiano adicionado ao sinal no canal.
Outra interpretacéo € a de que P ¢ a poténcia do sinal recebido no receptor e N é a poténcia do ruido na entrada do receptor.

A Lei de Shannon-Hartley apresenta duas importantes implicacdes:
1- Ela da um limite superior para a velocidade (taxa) de transmissao confiavel através de um canal Gaussiano.

2- Para uma Capacidade de Canal C especificada, ela define o compromisso entre a largura de banda B do canal e a relacéo
sinal-ruido SNR =P/N (SNR - Signal To Noise Ratio) no mesmao.

Apesar de (4.1) somente ser valida para canal AWGN (AWGN - Additive White Gaussian Noise), isto €, o ruido aditivo #(t)

do canal é Gaussiano e descorrelacionado (i.e., espectralmente branco - white), a Lei de Shannon-Hartley é de utilidade
pratica por duas razdes:

1- Em geral a maioria dos canais fisicos sdo pelo menos aproximadamente AWGN.

2- Demonstra-se que o resultado obtido para um canal AWGN prové um limite inferior para a performance de um sistema
digital operando com um canal ndo AWGN.

Em geral, como a densidade espectral de #(t), dada por |3{;(t)]", € uma constante 7,/2 dentro do intervalo de frequiéncia
-B< f <B, 0 ruido pode ser considerado ruido branco [Taub] e a poténcia do ruido pode ser aproximada por N =7,B, sendo

PBJ [bits/s].

0

3{}o operador Transformada de Fourier [Carlson], e (4.1) pode ser reescrita como C =B Iogz[l +
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Limite de Shannon
Quando a largura de banda B do canal é aumentada ao infinito, a Capacidade do Canal resulta em

Clasy = ;Iog2 e=144" [bits/s] (4.6)

0 0

A Equacao (4.6) é conhecida como Limite de Shannon.

O Limite de Shannon define a maxima taxa de transmisséo para um canal cuja largura de banda seja suficientemente
grande, tal que ndo apresente qualquer atenuagdo ao espectro do sinal que transporta a informacéo a ser transmitida.

e Infelizmente, o Teorema Fundamental de Shannon apenas demonstra que se R<C existe um
cddigo corretor de erro tal que a informacéo pode ser transmitida através do canal com uma taxa de
erro arbitrariamente baixa, mas ndo especifica como construir tal codigo corretor.

e Talvez a maior utilidade pratica do Teorema Fundamental de Shannon seja demonstrar que para
R >C ndo é possivel transmitir informacéo sem erro através do canal, mesmo que se utilize 0 mais

poderoso codigo corretor de erro que se possa conceber.

 E importante salientar que, ndo raro, 0 maior valor possivel para a taxa de transmissio R é dado
ndo por C, mas sim, pela complexidade computacional do codigo corretor necessario para que
aquele valor de R possa ser alcangado.
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4.1 Caodigos Corretores de Erro

Vimos que o Teorema Fundamental de Shannon estabelece a existéncia de um codigo corretor de erro tal que a
informacédo pode ser transmitida através do canal de comunicacdo com uma taxa de erro arbitrariamente baixa, caso a
taxa de transmissdo R [bits/s] seja menor ou igual a capacidade do canal C [bits/s].

Estudaremos agora como construir tais codigos.

Especificamente, estudaremos 0os membros mais importantes de duas grandes classes de cddigos para correcdo de erro:
0s codigos de bloco e os cddigos convolucionais.

E importante lembrar que o processo de correcdo de erros através de codificacdo/decodificacdo é realizado no
Codificador/Decodificador de Canal.

Algumas vezes este processo é referido como:

FEC (FEC - Forward Error Correction) = procura inferir e imediatamente corrigir erros pelas caracteristicas do
sinal recebido;

ARQ (ARQ - Automatic Repeat Request) = simplesmente detecta a existéncia de erros no receptor e solicita ao
transmissor que envie a informacao original novamente. Isto implica na existéncia de um canal de feedback do receptor
para o transmissor, de modo que o processo ARQ nédo é muito utilizado exceto quando o objetivo sdo baixissimas taxas
de erro [Taub].
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Podemos considerar um codigo de bloco de maneira semelhante aquela que adotamos para 0s codigos compressores por

4.2 Caodigos de Bloco

entropia vistos no Capitulo I11.

Ou seja, um cddigo de bloco pode ser considerado como um operador 0{}, tal que € =0{X}, onde X ={x;}={X,,%,,--*, Xy}
é 0 conjunto de M possiveis mensagens x, a serem codificadas e C={c,}={c,.c,,---.cy_,} € 0 conjunto de M possiveis

palavras-codigo c; resultantes da codificacdo, com i=0,1,---,M —1.

O operador 0{} efetua um mapeamento univoco entre cada mensagem x; e a respectiva palavra-cédigo c; .

O conjunto de caracteres do codigo ou alfabeto do cédigo é o conjunto A ={a,,a,,---,a,_,} composto por D elementos,

de cuja composicdo sdo formadas cada mensagem e sua respectiva palavra-codigo.

No contexto de codigos corretores de erro:

Cada mensagem x,eX € considerada como um Vetor x =[Xu., X - Xi %o de k
componentes x; €A, j=k-1,k-2,---,1,0.

Visto que os k componentes da i-ésima mensagem x; pertencem ao alfabeto A, é valida a relacdo de
pertinéncia x, e A*.

Da mesma forma, cada palavra-codigo ¢, eC é considerada como um vetor

¢ =[Cwy Cma - Ci Co| de n componentes c,cA, j=n-1,n-2,--10.

Visto que 0s n componentes da i-ésima palavra-cddigo ¢, pertencem ao alfabeto A, é valida a relaco
de pertinéncia ¢, e A".

Por exemplo, a palavra-codigo binaria 0101, de n=4 bits, é representada pelo vetor c=[0 1 0 1], ce A*, A={0,1}.
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— Para um co6digo D — &rio, com D sendo uma poténcia inteira de 2 (i.e. D =2", onde b é um inteiro
positivo), cada caractere D — ario terd uma representacdo bindaria equivalente formada por uma
sequiéncia de b bits.

— Portanto, um tal cddigo D — ario cujo tamanho da palavra-codigo ¢é de N caracteres D — arios pode ser
mapeado em um cddigo binario cujo tamanho da palavra-codigo é n =bN .

— Como, em geral, D =2" em sistemas praticos, neste estudo focalizaremos os codigos binarios
(A ={01}), visto que a qualquer instante 0 cddigo D — ario pode ser mapeado no cédigo binario
equivalente e vice-versa.

Exemplo 4.1: Determine o cédigo binario equivalente ao cédigo 0{} abaixo.

Mensagem x; | Palavra-cédigo c, associada a x; por ¢, =0{x,}
00 00
01 03
02 11
03 12
10 21
11 22
12 30
13 33
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O ndmero de caracteres quaternarios utilizado na representacdo das palavras-codigo do codigo quaternario é

N=2.

Existem M =8 mensagens quaternarias, logo o cddigo binario equivalente necessita k =log, M =3 bits em cada
mensagem binaria para representa-las.

Assim, a0 mapear 0 conjunto de M

mensagens quaternarias no conjunto de

M mensagens binarias, obtemos:

O numero de bits necessarios a cada
palavra-codigo  binaria equivalente é
n=bN, onde b=log,D=2. Logo
n=bN =2x2=4.

Assim, ao mapear o0 conjunto de M
palavras-codigo quaternarias no conjunto
de M palavras-codigo binarias, obtemos:

Portanto o cdédigo binario equivalente
ao codigo quaternario e (Tab. 4.1):

Mensagem Mensagem Binaria | Palavra-Codigo Palavra-Codigo Mensagem x; Palavra-codigo c,
Quaternaria Equivalente de Quaternaria Binaria Equivalente de de k =3 bits de n =4 bits
k =3 bits n=4bits associada a x, por
¢ =0{x}.
00 000 00 0000 000 0000
01 001 03 0011 001 0011
02 010 11 0101 010 0101
03 011 12 0110 011 0110
10 100 21 1001 100 1001
11 101 22 1010 101 1010
12 110 30 1100 110 1100
13 111 33 1111 111 1111
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4.3 Caodigos de Bloco Binarios
= Um cédigo de bloco binadrio 0{} mapeia um conjunto X ={x}={x,, %, -, s} de M =2 mensagens
binarias, cada uma delas com k bits, em um conjunto C={c,}={c,.c,,---.c,,} de M palavras-cédigo binarias,
cada uma delas com n bits, onde N > K.
— Um cadigo de bloco 0{} binario cujas mensagens a serem codificadas apresentam k bits e sdo mapeadas
em palavras-codigo de n bits é representado pelo operador 0(n,k){} ou simplesmente O(n,k).

e Um codigo O(n,k) é sistemdtico quando cada palavra-codigo de n bits é formada pelos k bits da respectiva

mensagem associada, acrescidos (por justaposi¢do) de r bits adicionais destinados ao controle e correcdo de
erros, denominados de bits de paridade.

e Portanto, em um codigo sistematico cada mensagem contendo k bits de informacdo € expandida em uma
palavra-codigo de n=k+r bits onde r € o nimero de bits representativos da informacéo redundante adicionada
visando o controle e correcéo de erro.

e Um codigo O(n,k) é nio-sistematico quando nas palavras-cédigos de n bits ndo aparecem explicitamente
representados os k bits de informacdo da respectiva mensagem associada.

e Na Secdo 4.3.2 veremos como converter um cédigo ndo-sistematico em um codigo sistematico. Em funcéo disto,
inicialmente restringiremos nossa atencdo aos codigos sistematicos.

Por exemplo, o cédigo 0(4,3) da Tabela 4.1 é sistematico porque cada palavra-codigo ¢, de n=4 bits é formada
pela justaposicédo de 1 bit de paridade aos k =3 bits de informacao da mensagem x; associada.

Observe que, como n>k, no conjunto de todas as 2" possiveis palavras-codigos de n bits existem 2" —2*
elementos que ndo sdo associados a qualquer elemento do conjunto X ={x}={x,,X,--,Xy_,} de M =2* mensagens
binarias de Kk bits.

Por exemplo, para o codigo binario 0(4,3) da Tabela 4.1 existem 2" —2* =2* —23 =8 elementos no conjunto de

todas as 2" =2* =16 possiveis palavras-codigos de 4 bits sem associa¢do com qualquer mensagem do conjunto
X ={000,001,010,011,100,101,110,111}.
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Em geral ¢ desejavel que o tempo N7 de duragdo de uma palavra-codigo seja igual (idealmente

menor ou igual) ao tempo de duragéo kTX de uma mensagem, onde 7s representa a largura
(duragéo) dos bits em uma palavra-cédigo e %x representa a largura dos bits em uma mensagem.

Assim, se an:er, entdio a razdo de codificacdo R, de um codigo de bloco é

R, =k/n=7,/7,.

» O peso de uma palavra-cadigo é definido como o nimero de digitos "1" nela presentes.
» O conjunto de todos os pesos de um codigo constitui a distribuicio de pesos do cddigo.

» Quando todas as M palavras-codigo tém pesos iguais, 0 codigo é denominado de codigo de peso
constante.

> Por exemplo, o peso da palavra-cédigo ¢ = [O 1 0 1] é 2.
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O processo de codificacdo/decodificacdo de um cddigo de bloco baseia-se na propriedade algébrica de que o conjunto de
palavras-codigo  C={c,}=1{c,.c,,--.Cyy,} pode ser mapeado em um conjunto de  polindmios

{Ci(p)k={Co(p)Ci(P)- Cui(p)}
— Os componentes do vetor C; = [Ci(n_l) Cin-y - Gy Cio] que representa a i-ésima palavra-cédigo correspondem
aos coeficientes do polinémio Ci(p) =Cin_yP" " + Cin_zy P + -+ + C;y P + € associado & palavra-codigo.

A mesma propriedade algébrica pode ser aplicada sobre o conjunto de mensagens X = {X,} = {X,, X, Xy, ,} de modo que
este também pode mapeado em um conjunto de polindmios {X;(p)}={X,(p), X,(p)---, Xu_(p)}.

— Os componentes do vetor x; =[xi(k_1) Xigey 0 X xio] que representa a i-esima mensagem correspondem aos
coeficientes do polindmio X;(p)= X;g_yp"" + Cix_yP" " ++--+ ¢, p + ¢, associado a mensagem.

Por este motivo os codigos de bloco sdo também denominados de cédigos polinomiais.

Por exemplo, a representacdo polinomial do cédigo da Tabela 4.1 € mostrada na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Representacdo polinomial do codigo da Tabela 4.1.
Mensagem Polindmio Palavra-codigo c, Polinbmio
Xi Xi(p) associada a x; por Ci(p)
¢, =0l

000 0 0000 0
001 1 0011 p+1
010 p 0101 p>+1
011 p+1 0110 p>+p
100 p’ 1001 p*+1
101 p’+1 1010 P +p
110 P>+ p 1100 p’ + p’°
111 p>+p+1 1111 p’+p’+p+1
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O processo de codificacdo/decodificacdo envolve operacdes aritméticas de adicdo e multiplicacéo
realizadas sobre o conjunto de polindmios {C.(p)}=1{C,(p).C/(p)---.Cu_(p)}  que representam as
palavras-codigo, conforme veremos.

e Um cddigo corretor de erro deve ser tal que o conjunto {C,(p)} e as operacOes aritméticas sobre ele

definidas obedecam a determinadas restri¢cbes, caso contrario a unicidade e o custo computacional do
processo de codificacdo/decodificacao resultardo prejudicados.

o Especificamente, os coeficientes dos polinémios em {C,(p)} devem pertencer a um tipo especial de
conjunto denominado de campo algébrico (field) [Chen].

e Um campo algébrico é uma entidade matematica estudada em Algebra Linear.
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Campo Algébrico

Um campo F € um conjunto de elementos que permite duas operac6es sobre seus elementos — adicéo e
multiplicacdo — e que satisfaz aos seguintes axiomas (propriedades):

Adicao
1- O conjunto F € fechado sob adicdo, i.e., se a,beF entdo a+beF.

2- A adicdo em F é associativa, i.e., se a,b,ceF entdo a+(b+c)=(a+b)+c.
3- Aadicdo em F e comutativa, i.e., Se a,beF entdo a+b=b+a.

4- O conjunto F contém um unico elemento denominado zero, representado por “0”, que satisfaz a condicao
a+0=a, VaeF.

5- Cada elemento em F tem o seu elemento negativo (simétrico). Se b e F entdo seu simétrico é denotado por —b
tal que b+(-b)=0. Se acF entdo a subtragcdo a-b entre os elementos a e b é definida como a+(-b).

Multiplicacao

1- O conjunto F ¢ fechado sob multiplicacéo, i.e., se a,beF entdo abeF.

2- A multiplicacdo em F é associativa, i.e., se a,b,c e F entdo a(bc)=(ab)c.

3- A multiplicacdo em F é comutativa, i.e., Se a,b e F entdo ab =ba.

4- A multiplicacdo em F é distributiva sobre a adicéo, i.e., se a,b,ceF entdo a(b+c)=ab+ac.

5- O conjunto F contém um Unico elemento denominado identidade, representado por “1”, que satisfaz a
condicdo la=a, VaeF.

6- Cada elemento de F, exceto o elemento 0, possui um elemento inverso. Assim, se beF e b=0 entdo o
inverso de b é definido como b™' tal que bb™ =1. Se ac<F entdo a divisdo a—b entre os elementos a e b ¢
definida como ab™"'.

Por exemplo, o conjunto % dos nameros reais € um campo algébrico com infinitos elementos, assim
como também o é conjunto dos nimeros complexos C. Estes dois conjuntos obedecem aos axiomas acima.
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» Um campo algébrico finito com D elementos é denominado de Campo de Galois (Galois Field) e é
designado por GF(D).

» Nem para todos os valores de D € possivel formar um campo.

» Em geral, quando D é primo (ou uma poténcia inteira de um ndmero primo) é possivel construir o campo
finito GF(D) consistindo dos elementos {0,1,---,D -1}, desde que as operacOes de adicdo e multiplicacdo

sobre GF(D) sejam operagdes modulo D [Clark].
> Nota: Uma operacdo op é modulo D quando pode ser representada por (aopb)modD , onde xmody é o
operador que resulta no resto da divisédo X/ .

» Por exemplo, a operacdo de soma moédulo 5 entre os nameros 4 e 3 resulta em 2 visto que
(4+3)mod5=2.
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Por exemplo, o Campo de Galois GF(2) é formado pelo conjunto {0,1} e pelas operagdes médulo 2 de soma e

multiplicacdo dadas pelas Tabelas 4.3 e 4.4

Tabela 4.3: Tabela 4.4:
Soma sobre GF(2) Multiplicacdo sobre GF(2)
+ 0 1 0 1
0 0 0 0
1 0 0 1

Note nas Tabelas 4.3 e 4.4 que:

—> a soma entre dois elementos a e b pertencentes a GF(2) é implementada pela
operacdo logica a®b (ou aXORb) e que

— a multiplicacéo entre dois elementos a e b pertencentes a GF(2) é implementada pela
operacéo légica ab (ou a ANDD).

Por isto é usual os cdédigos corretores serem construidos em GF(2) dada a facilidade de implementagdo com
portas ldgicas AND e XOR.

Assim, um cédigo corretor de erro binario (A ={0,1}) é tal que os coeficientes dos polindmios em {C(p)}
pertencem a GF(2)=A={01} e as operacdes aritméticas realizadas sobre o conjunto de polindmios
{Ci(p)={Cy(p).C(p)---.Cu(p)} (ou, equivalentemente, sobre o conjunto de palavras-cédigo
C={c;}={c,.c,,-~~,Cy_}) durante o processo de codifica¢io/decodificacio obedecem as Tabelas 4.3 e 4.4.
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4.3.1 Capacidade de Deteccéo e Correcéo de Erro
= Suponhamos que ¢; e ¢, sejam duas palavras-codigo quaisquer do codigo O(n,k).

— Uma medida da diferenca entre as duas palavras-cddigo € o nimero de bits em posi¢des correspondentes
que diferem entre si.

—> Esta medida é denominada de Distincia de Hamming e € denotada por d;.
— Por exemplo, sejam ¢, =[0 1 0 1]Jec;=[1 0 0 0]. Entdo d; =3.

« Observe que d; sempre satisfaz a condigdo 0<d; <n, i= j, para duas palavras-codigo ¢, e c,, ambas de
n bits (por defini¢do, em um c6digo O(n.k), ¢, #c; Vi e vj comi=j).

« O menor valor no conjunto {d;}, i,j=01--M -1, i#j, M =2 ¢é denominado distdncia minima do
codigo e é denotado como d,,;, . Por exemplo, d,,;, =2 para o codigo 0(4,3) da Tabela 4.1

A Distancia de Hamming d; € uma medida do grau de separacéo entre duas palavras-codigo c; € c;.

Assim, o grau de correlacdo temporal entre dois sinais modulados v,(t) e v,(t) gerados no modulador de um
transmissor digital em decorréncia de c; e c; € implicitamente associado a d; [Proakis].

Portanto, d,,;, esta associado a capacidade do codigo O(n,k) em identificar palavras-codigo demoduladas no
receptor quando estas sdo recebidas em erro, como consequéncia do ruido e interferéncia presentes no canal.

Em outras palavras, quanto maior d,,, maior a capacidade de um codigo 0(n k) detectar e corrigir erros.
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Demonstra-se que [Ash][Proakis]:

Seja O(n,k) um codigo corretor binario;

seja d o nimero maximo de erros que O(n,k) é capaz de detetar;
seja t 0 nimero maximo de erros que O(n,k) é capaz de corrigir;
seja d,,, adistancia minima de O(n,k);

entao:

d = dmin —1 (47)

t{ mm—lJ (4.8)
2

sendo |.| o operador que resulta no inteiro mais préximo e menor que 0 argumento.

Por exemplo, d,;, =2 para o codigo 0(4,3) da Tabela 4.1.
Dai, de (4.7) e (4.8), temos que
d=d., -1=2-1=1¢

el

Portanto o codigo 0(4,3) da Tabela 4.1 detecta no maximo 1 erro por palavra-c6digo mas ndo tem capacidade de
correcdo. De fato, este codigo € um simples cédigo parity-check.
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4.3.2 A Matriz Geradora de um Codigo O(n,k)

. Seja a i-ésima mensagem de um codigo binario O(n,k) representada pelo vetor
X :lxio Xy o Xi(k—l)J e seja a i-ésima palavra-codigo de 0(n,k) representada pelo

vetor C; :[Cio Ciy - Ci(n—l)], onde i=01--M-1, M =2",

« O processo de codificacdo da mensagem X :[Xio X o Xi(k—l)] na respectiva
palavra-codigo C; =[ci0 Cy - Ci(n_l)] efetuado por um cédigo binario O(n.k)
pode ser representado em forma matricial por

¢, =XG (4.10)

onde a matriz G.n é denominada de matriz geradora do c6digo O(H, k) e é dada por

B 7] 411

Qoo Jor = Yoma (4.11)
G = 9.10 9.11 gl(?—l)

k1o Jxan 0 G-y |
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« Podemos interpretar a matriz G como um conjunto de k vetores-linha gj, j=01---,k-1,

tal que
[ 0o Joi Oomy | [« g, - | (4.12)
G=| B O G | S 7
[Jvo Yo Genen | [ Guwy 7

. Desta maneira, de G =X,G (4.100 e (4.12), cada palavra-codigo

Ci :[CiO Cip - Ci(n—l)] e simplesmente uma combinagao linear dos vetores 9, com
coeficientes da combinacao determinados pela mensagem associada
Xi = [XiO Xip - Xi(k—l)], isto é:

Ci =Xl +Xu8, ++ X9,y (4.13)

— E possivel demonstrar que [Clark][Peterson][Costello], o conjunto C de 2" palavras-codigo
de um cddigo O(H, k) € um sub-espaco vetorial de dimenséo k.

—>Logo, os k vetores-linha 9 j que formam a matriz G devem ser linearmente independentes
para que possam, conforme estabelece (4.13), gerar o sub-espaco C em k dimensoes.

— Em outras palavras, o conjunto de vetores 9, € uma base para o sub-espago C .
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Exemplo 4.2:
1

o

Verifique se a matriz 6 =0 1

01
0 1| éamatriz geradora do codigo 0(4,3) da Tabela 4.1.
0 011

Ciny] de N=4 bits é gerada através de (4.10) a
Xioy | de k =3 bits. No total, existem 2* =8

Solucdo: Cada palavra-codigo ¢, =[ci, ¢
partir da respectiva mensagem X; =[Xio Xy
palavras-codigo em 0(4,3). Assim,

X; XG =¢; X XG =¢
[0 0 0] 1 01 L o 0] 1001
[0 0 0]J]o 1 0 1|=[0 0 0 0] L o oJjo 1 0 1|=t 0 0 1]
0011 0011
[0 0 1] 1 0 0 1] 1 o 1] 1 0 0 1]
[0 0 150 1 0 1|=[0 0 1 1] L o101 0 1|= 0 1 0]
0011 00 1 1
[0 1 0] 1 0 0 1] 1 1 0 1 0 0 1]
[0 1 0]j]0 1 0 1|=[0 1 0 1] L 10010 1/=f 1 0 0]
0011 00 1 1
[0 1 1] 0 1 11 1] 0 1]
[011]{ 01}[0110] [111]{ 10 1(=1 1 1 1]
1 11

Codificagéo de Canal
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Qualquer matriz geradora G de um cédigo O(n, k) pode, através de operacdes elementares em suas linhas

e permutacbes em suas colunas, ser reduzida a forma sistematica quando, entdo, o codigo gerado é
sistematico.

Uma matriz geradora G encontra-se na forma sistematica quando

(100 =+ 0 Py Pu - Pon 414 onde I, éamatriz identidade kxk e P ¢
G:[Ik P]= 0 1 0 Oi p:]_O p:11 pl(n.—l uma matriz kX(n—k)que determina 0s
P 3 n—K bits de paridade na palavra-codigo ¢;
00 0 - 1!/ Pumo Pow  Poca de n bits, a partir dos k bits da mensagem
Xi.
Por exemplo:
Mensagem X; Palavra-cddigo Ci de n =4 bits
=13 bi A matriz geradora do Exemplo 4.2
de k =3 bits associadaa Xi por ¢ =0{x;}. ’ 10 opl
000 0000 (reproduzido ao lado), G=|o 1 o0 1|, estd
001 0011 0011
010 0101 na forma sistematica e o codigo 0(43)
011 0110 gerado é um cddigo sistematico, i.e., cada
100 1001 palavra-codigo de n bits é formada pelos k
101 1010 bits da respectiva mensagem associada,
110 1100 acrescidos (por justaposicdo) de n-k bits de
111 1111 paridade.
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No contexto de comunicacdo digital, as palavras-coédigo passam por um processo de modulacdo no
trasmissor e sdo enviadas atraves de um canal com ruido/interferéncia.

Dois codigos que diferem somente na ordem (arranjo) de suas palavras-codigo, apresentam a mesma
probabilidade de erro de decodificacdo no receptor, porque as distancias de Hamming entre as
palavras-codigo sdo as mesmas [Peterson]. Tais codigos sdo denominados equivalentes.

Especificamente, o cddigo Oe(n,k) é equivalente ao codigo O(H,k) se a matriz geradora G, de

Oe(n, k) puder ser obtida através da permutacéo de colunas da matriz G geradora de 0(n,k) ou através
de operacOes elementares realizadas entre as linhas de G.

Uma operacgdo elementar em GF(2) entre duas linhas de uma matriz consiste em permutar as linhas ou
em substituir uma linha pela soma dela com outra linha.

Assim sempre podemos transformar uma matriz G qualquer para a forma sistemética G’ dada
por (4.14) , mantendo a equivaléncia entre 0s respectivos codigos gerados.
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Exemplo 4.3:

Dada a matriz geradora G =

Redes de Comunicag¢éo Sem Fio 2006/

=]
=)
=
[ S =

Capitulo 4 — Codificacéo de Canal

. coloca-la na forma sistematica G .

Verifique se G’ gera um codigo equivalente ao gerado por G

Solucao:

Maria Cristina Felippetto De Castro

Visto que a matriz geradora é uma matriz G4, entdo o codigo gerado sera um codigo 0(4,3).

G’ pode ser obtida pelo seguinte conjunto de operacdes elementares feito sobre as linhas de G:

Operacédo Elementar

Matriz G alterada

L, <L, 111
0101
0011
L, < (L, +L,) 1 0 1 0]
010
_O O -
L, < (L, +L,) 1001
G =/0101
0 011

Codificagéo de Canal
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Codificagéo de Canal

O cddigo gerado por G é

Redes de Comunicag¢éo Sem Fio 2006/

Capitulo 4 — Codificacéo de Canal

Xi Xingi Xi Zingi

[0 0 0] 001 L o 0] 0011
[000]0101_[0000 [l 0 0]o 0 1/=[0 0 1 1]

1111 1111

[0 0 1] 0011 L o 1] 0 ]
[0 0 1]j0 1 0 1|=[1 1 1 1] L o1)o 1 0 1|=f 1 0 0]

1111 11 1 1]

[0 1 0] 0011 L 1 0] [0 1 1]
[0 1 0]jo 1 0 1|=[0 1 0 1] L 1 0/j0 1 0 1|=[0 1 1 0]

1111 1111

[0 1 1] 0011 L1 1] 0011
[0 1 1]jo0 1 0 1{=f1 0 1 0] [l 110 1 0 1|=ft 0 0 1]

1111 1111

O cddigo gerado por G’ ¢ 0 mesmo codigo gerado no Exemplo 4.2.

*
Portanto os codigos gerados por G e G so equivalentes,

porque diferem apenas na ordem (arranjo) de suas palavras-codigo.

23
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4.3.3 A Matriz de Paridade de um Caédigo 0(n,k)
Seja um codigo 0(n,k) com matriz geradora G dada na forma sistematica, isto €,

G=[I, |P] (4.19)
Conforme discutimos na Secdo 4.3.2, a i-ésima palavra-codigo C; :[Cio Cip - Ci(n—l)]
relaciona-se com a respectiva mensagem X; = [Xio Xjp o Xi(k—l)] através de C; = X,G .

Ja que G encontra-se na forma sistematica, a palavra-cédigo C pode ser decomposta em
C, = [Xi gi] (4.20)

onde &; = X;P ¢ um vetor-linha que contém os N —K  bits de paridade de Ci.

Visto que @; = X;P | e considerando que a soma em GF(2) é uma operagdo médulo 2 (ver Tab.

4.3), entao
x;P+a; =0 (4.21)
gue pode ser escrita matricialmente como
P (4.22)
[Zi a; ]{ } =0
In—k
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P P
} temos, de [x, gi]L }:Q (4.22) que

¢cH' =0 (4.23)

T _
Definindo H _L

n-k

sendo
(4.24)

n=) ="l 0 ]

e Portanto, de EiHT =0 (4.23), infere-se que cada palavra-codigo do cddigo O(n,k) e

: : T . « :
ortogonal a cada linha da matriz H (se UV =0 entdo os vetores U e V s&o ortogonais
[Chen]).

e Em conseqliéncia, como as palavras-cddigo do codigo O(n,k) sio geradas por G, entédo
GH' =0 (4.25)

—Observe que a matriz H pode ser usada no receptor digital para detectar e localizar em qual
bit da palavra-cddigo recebida ocorreu erro como conseqiiéncia da degradacdo imposta pelo
canal de transmissao.

—=Sempre que a palavra-codigo Xi recebida no receptor digital resultar XiHT #0 entio Y.
apresenta erros.

—Por este motivo, H ., € denominada de matriz de paridade. Discutiremos esta
propriedade na Secdo 4.3.4.
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Exemplo 4.4:
Determine a matriz de paridade H do codigo 0(4,3) do Exemplo 4.3 e verifique se GH' =0¢
se ¢;H' =0,
Soluciao:
1 0 01
A matriz geradora de 0(4,3) na forma sistematica 6 © = [, (P]=j0 1 01
0011
De (4.24) temos
H=[PT I, ]=[1 1 1 1] (4.26)
_ J1] - - (4.27)
1 0 01 1 0
GH' =|0 1 0 1 A 0
0 011 0
- __1— I
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Verificando se ¢, H' =0:

1

0 0 0 O

1
=[o]|[o 0 1 1]1:[0] 0 1 0 1]
1

i

1
1
_1_

1
b oo 1f (=[] [1010]1:[0] L 1o 0] |=[0] |11 1]
1

=R R e
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4.3.4 Decodificacdo pela Minima Distancia

(Decodificacdo MLD - Maximum-Likelihood Decoding)
Nesta secdo estudaremos como os erros nas palavras-cédigo séo detectados e corrigidos no receptor digital.
= No receptor digital, os n bits provenientes do demodulador, correspondentes a i-ésima

palavra-codigo Y. recebida séo entregues ao decodificador do codigo O(n,k).

= O decodificador compara Y. com as M = 2" possiveis palavras-codigo Ci de O(n,k),

J=01---,M -1, e decide em favor daquela palavra-cédigo (portanto, em favor da mensagem
associada) que € mais proxima da palavra-cédigo recebida em termos da Distincia de Hamming.

1 _ : _ (4.29)
Matematicamente esta operacao pode ser expressa por 0 &i }_ arg rgl.n‘zi g ‘H
]
onde C; € C,
C = {Q|}: {90,91,"‘,9\4_1} e
‘Xi —Ej‘H denota a Distancia de Hamming entre ¥, e Cj .
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A decodificacdo com base na distancia minima € otima no sentido de que resulta na minima
probabilidade de erro de decodificagéo se:

a) As palavras-codigo do conjunto C = {Qi}= {90,91,---,9M_1} apresentam distribuicédo de probabilidade
uniforme (i.e., as palavras-codigo sdo equiprovaveis).

b) O canal de transmissdo nao altera esta distribuicdo de probabilidade.

Um decodificador baseado no critério de distancia minima é denominado de Decodificador de
Maxima Verossimilhanca ou Decodificador ML (ML - Maximum-Likelihood).

Em geral, pelo menos uma das duas condicdes, (a) ou (b), ndo pode ser obedecida na pratica.

Nesta situacao, 0 decodificador 6timo passa a ser o Decodificador MAP (MAP - maximum a
posteriori), muito embora este ndo seja encontrado com muita freqliéncia na implementacéo de sistemas
de comunicacdes digitais.

Um decodificador MAP leva em conta a distribuicdo estatistica das palavras-codigo e toma a deciséo
sobre qual palavra-codigo foi recebida com base em Estatistica Bayesiana [Proakis].

Na pratica, decodificadores MAP ndo sdo muito utilizados porque sua operacdo depende do
conhecimento exato da distribuicdo de probabilidade das palavras-codigo e da variancia de ruido no
canal, informacao quase sempre ndo disponivel.

A maioria dos sistemas digitais utiliza decodificadores ML ao invés de decodificadores MAP
principalmente devido a insignificante melhora obtida com o uso de um decodificador MAP as expensas
de um considerdvel aumento da complexidade computacional do decodificador [Messerschmitt].
Focalizaremos nossa atenciao, portanto, em decodificadores ML.
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Embora a decodifica¢io ML possa ser realizada através de 9_1& }= arg ”C‘i_n‘Xi —C; ‘H (4.29), existe uma
£j

maneira mais eficiente de implementar um decodificador ML, aproveitando as propriedades da matriz de
paridade H, ., de um cdodigo O(n,k), denominada de Decodificacio por Arranjo Padrio (Standard
Array Decoding).

A desvantagem de (4.29) é a necessidade de calcular M = 2* Distancias de Hamming para decodificar a
palavra-cédigo recebida.

. . , . A . —k _— .
Veremos a seguir como reduzir este nimero de distancias calculadas para 2" utilizando o conceito de
Arranjo Padrio, ja que, na pratica, usualmente n—k <Kk,
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Arranjo Padrao

= Seja Ci a palavra-codigo transmitida pelo transmissor digital através do canal de transmisso e seja
Y apalavra-cédigo recebida resultante na saida do demodulador do receptor digital.
= Devido a degradacéo do sinal no canal em consequiéncia de ruido/interferéncia, a palavra-codigo y
recebida pode conter erros, de modo que Y pode ser expressa por
y=¢; +e (4.30)

onde € e o vetor-linha de n bits que representa o padrao de erro (i.e., 0s bits errados em Y ) resultante
da degradacao do sinal no canal.

= Note que o peso do padrio de erro é a Distancia de Hamming entre Y e C;.
) Pos-multiplicando (4.30) por H' obtemos
YHT =(c; +e)H" =c;H" +eH" =eH’ (4.31)
o Define-se o vetor n—K dimensional S, denominado sindrome do padrio de erro, ou
simplesmente sindrome, COMO
s=¢eH' (4.32)
) E importante enfatizar que o conjunto de sindromes {§}é determinado pelo conjunto de padroes de

erro {Q} mas nao pelo conjunto C de palavras-codigo transmitidas, como podemos inferir de (4.31).
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Ainda, visto que

e © & um vetor de n bits (i.e., € é um vetor n dimensional em GF(2)) entdo existem 2"

possiveis padrdes de erro no conjunto {9} e

e S éum vetor de n—k bits e, portanto, existem 2" possiveis sindromes no conjunto {s}.

e Em conseqiiéncia, s =eH' (4.32) mapeia diferentes padrdes de erro € na mesma sindrome S,

O Arranjo Padrdo (AP) resulta em uma tabela, denominada Tabela de Sindromes, a qual €
implementada em ROM (ROM - Read Only Memory) no receptor digital.

A Tabela de Sindromes é consultada pelo decodificador ML para identificacdo e correcédo de erro
em cada palavra-codigo Y recebida.

(Veremos como construir a Tabela de Sindromes no Exemplo 4.6. Por enquanto, focalizaremos
nossa atencdo na construgdo do AP, visto que a capacidade de deteccao/correcdo de um
cddigo pode ser detalhadamente obtida a pertir do AP.)
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O AP também é uma tabela que possui 2" linhas, cada uma delas associada a uma das 2"* possiveis
sindromes.

O nlmero de colunas do AP é 2", correspondendo ao niimero de palavras-cdigo do c6digo O(n.k).
Quando implementado manualmente, a linha superior do AP recebe a designacdo de LO e a coluna mais
a esquerda recebe a designacéo CO.

A Tabela 4.5 mostra a forma geral de um AP, o qual, portanto, é formado de 2" x 2" = 2" células.

Tabela 4.5: Forma geral de um Arranjo Padréo
Co c1 C2 C(2* -1
LO €,=C,=0 C, c, g(zk_l)
L1 €, C+€ C, +¢€ Clova) T &
L2 €, G +¢€ G, +& Clxq) T &
L@ D | ey | Cy+ e g) CotErty)| | S Ty
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Tabela 4.5: Forma geral de um Arranjo Padréo
Co c1 Cc2 c(2“-1)
LO € =Co =0 C C Clox)
L1 €, C+€ C, +¢€ Clxa)+ &
L2 e, C +e, C, +&, Clox_1) + €,
L™ D) | epri) |y Co ¥ Eria)| | Gta) F By

Na linha LO do AP sdo listadas, da esquerda para a direita, as 2 palavras-cdigo de O(n,k), cada uma
delas representada por um vetor n dimensional em GF(2).

A palavra-codigo Co pertencente a célula identificada pela interseccdo da coluna CO com a linha LO
(célula LOx CO) obrigatoriamente deve ser aquela representada pelo vetor O

Na coluna CO, abaixo da palavra-codigo O, sdo listados, de alto a baixo, os 2" —1 padrbes de erro
relativos a palavra-codigo ¢, =0,

Primeiramente sdo listados todos os n padrBes de erro de peso 1, isto é, todos os padrdes de erro que
resultam de uma Distancia de Hamming unitaria entre a palavra-codigo Y recebida e ¢, =0.

Se 2" >n, entdo lista-se a seguir em CO todos os possiveis padrdes de erro de peso 2.
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Em seguida lista-se em CO todos os possiveis padrdes de erro de peso 3, e assim sucessivamente até que
todas as 2"* células de CO estejam preenchidas.

Neste contexto, e, =c, =0 representa o padrdo de erro de peso 0, isto €, representa a nao-ocorréncia de
erro.

Nota: Visto que cada linha do AP necessita corresponder a uma unica sindrome dentre as 2"* possiveis
sindromes, devemos ter o cuidado de, na construcdo de CO, assegurar que distintos padrdes de erro de peso

maior que 1 em CO correspondam a sindromes que sdo distintas entre si e que sdo simultaneamente
distintas daquelas que correspondem a padrdes de erro de peso 1.

Entdo, dando prosseguimento a construcdo do AP, adicionamos o padrdo de erro contido na i-ésima
célula de CO a palavra-codigo na célula Loxci1 e colocamos o resultado na i-ésima célula em C1. Em
seguida, adicionamos o padrdo de erro contido na i-ésima célula de CO a palavra-codigo na célula Loxc2
e colocamos o resultado na i-esima célula em C2, e assim sucessivamente até completar a ultima coluna
c(2“ -1), mais a direita do AP, sendo i=01,2,---,2"* —1.

Observe que a i-ésima linha Li do AP assim construido (incluindo LO) representa o conjunto das 2
possiveis palavras-codigo y =c,+e, j=01--2-1, que serdo recebidas caso a degradacao do canal gere o

padrdo de erro e, contido na célula Lixco.
Cada linha Li do AP é denominada de coset e a célula Lixco € denominada lider do coset . Portanto,

um coset € o conjunto de todas as palavras-codigo possiveis de serem recebidas quando o canal impde o
padréo de erro definido pelo lider do coset.
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Exemplo 4.6:
Seja o codificador de canal no transmissor de um sistema de comunicacao digital que utiliza

0 codigo de bloco gerado por G:F 010 1]
01011

a) Determine um possivel AP para este cddigo e a Tabela de Sindromes associada, visando o
projeto do decodificador no receptor.

b) Suponha que o transmissor digital envie a palavra-cédigo c=f1 0 1 0 1] atraves do canal. O

canal degrada o sinal de forma que o demodulador no receptor envia para o decodificador a
palavra-codigo y=[1 1 1 0 1] (erro no bit b,). Verifique a capacidade do decodificador em

detectar e corrigir este erro.

¢) Suponha que o ruido/interferéncia no canal seja alto de forma que o demodulador no receptor
envia para o decodificador a palavra-codigo y=[1 1 1 1 1] (erro no bit b, € no b,). Verifique a

capacidade do decodificador em detectar e corrigir este erro duplo.
Solucio:
a) Visto que G, =G,., 0 codigo em questdo é 0(5,2).
As 2¢ =22 =4 palavras-codigo de 0(5,2) gerado por G sdo obtidas de (4.10):
¢, =[0 0]G=[0 0 0 0 0]
c,=[0 1JG=[0 1 0 1 1]
c,=[lL 0]G=[1 0 1 0 1]

;=1 1JG=1 1 1 1 0
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A matriz geradora ndo necessita ser transformada por permutacdo de colunas ou por operacoes
elementares em linhas visto que J& encontra-se na forma sistematica, isto &,

G:[l 0/1 0 1}_[12:1)]_

0 110 1 1|
1 0/100
, . |
Dai, de (4.24) temos que H, ., =[P" i 1,,]=[0 1!0 1 0.
1110 0 1

Para determinar os padrdes de erro da coluna CO do AP precisamos verificar quais as
sindromes resultantes dos n=5 padrdes de erro de peso 1 para que ndo ocorra igualdade com as
sindromes resultantes dos padrdes de erro de peso maior que 1. Os padrdes de erro de peso 1 sdo:
[0 ooo0 1,00 010,001100,01000ef1o0oo0 o0 0.

Verificando as sindromes resultantes dos padrdes de erro de peso 1:

| eH' =5,
[0 0 0 0 1] 0 000 1H =)0 0 1]
0 0 0 1 0] 0 001 0H =[0 1 0
[0 0 1 0 0] [0 010 0H =L 0 (]
01 0 0 0 010 0 OJH =[0 1 1]
[l 0 0 0 0 [l o o0 OH =1 0 1]

Obviamente a sindrome resultante do padrédo de erro de peso O (inexisténcia de erro) é
[0 o o 0 oJH" =[0 0 O].
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O AP a ser construido possui 2 =2°2-g8 linhas (correspondentes as 2"* sindromes). Ja
determinamos n+1=6 sindromes. Ainda faltam determinar 2"* —(n+1)=8-(5+1) =2 sindromes. Estas
2 sindromes faltantes devem obrigatoriamente ser distintas entre si e distintas das n+1=6
sindromes ja determinadas. Tendo esta condicdo em mente, verifica-se na tabela acima que elas
sdo assindromes 1 1 o] et 1 1].

Os padrdes de erro que resultam nestas 2 sindromes (que estamos buscando determinar para
formar a coluna CO do AP) devem ser padrbes de erro de peso 2, visto que ja esgotamos 0S
possiveis padrdes de erro de peso 0 e de peso 1.

Se expressarmos o0 padrao de erro por e=[b, b, b, b b,], onde b, representa a ordem do bit, e
considerando que s=eH" (Equacéo (4.32)), temos que para a sindrome L 1 0]:

10 1]
011
l 1 0]=[b, b, b, b b1 0 0
010
0 0 1]

0 que resulta no seguinte sistema de equacdes em GF(2) :
b, +b,=1—b, =b, +1—>b, =b,

b,+b,=1—>b,=b, +1—>h, =b,

b, +b,+b,=0—->b, +1+b +1+b, =0—>bh, +b, +b, =0

onde b representa a negacdo do valor logico do bit b. Um possivel padréo de erro de peso 2 que
obedece as equacOes acima € e=[1 1 0 0 0]. Portanto este sera o padrdo de erro que
associaremos a sindrome 1 1 o].
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Paraasindrome 1 1 o
1

[1 1 1]:[b4 bs bz b1 bo]

o O +» O

—_

b O = O

temos que:
!

_ O O -

Capitulo 4 — Codificacéo de Canal

0 que resulta no seguinte sistema de equag0es em GF(2):

b, +b,=1—b, =b, +1—>b, =b,

b,+b,=1—>b,=b +1—>b, =b,

b, +b,+b, =1—>b, +1+b, +1+b, =1—>b, +b, +b, =1

Maria Cristina Felippetto De Castro

Um possivel padrdo de erro de peso 2, distinto do anterior, que obedece as equacdes acima €
e=[L 0 0 1 o0]. Portanto este sera o padrdo de erro que associaremos a sindrome 1 1 1.

Codificagéo de Canal
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De posse destes resultados, o AP € construido como:

Arranjo Padrao:

Co C1 C2 C3

Lo |oooo0o1011|po101|f1110]

11 Ipboooi1f{[o1010|to100| 11111

12 |[0ooo1o0]|[0o1001|Lo111|r110 0

I3 |[[po1o00o0|0o1111|pooo0i1|f1010

L4 |[[o1o0o00|[0o00211|t11201|fo0110

L5 |[foooo|ft1011|[oo101f0o111 0]

L6 |f10o00 o011 |0o1101]|[00110]

L7 |poo1o|p10o01|0oo111|[o110 0
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E a Tabela de Sindromes para implentacdo do decodificador é:

Codificagéo de Canal
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Tabela de Sindromes (implementada
em ROM):

Sindrome s, Padrdo de Erro e,
[0 0 0] [0 0 0 0 0
[0 0 1] [0 0 0 0 1]
[0 1 0] [0 0 0 1 0
[0 1 1] 01 0 0 0
L o 0] 0 010 0
L o 1] [l 0o 0 0 0O
L 1 0] L 100 0]
L1 1] [l o 01 0]

41
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b)De (4.31) temos que YH' =eH' =s. Dado X=[1 11 0 1], entdos=yH" =[0 1 1].
Consultando a Tabela de Sindromes verifica-se que o padrdo de erro correspondente €
e=[0 1 0 0 0. De (430) , C;=y+e=[1 0 1 0 1] portanto o decodificador
detectou e corrigiu o erro simples.

c)De (4.31) temos que YH' =eH' =s. Dado y=[1 1 1 1 1] entdos=yH =[0 0 1].
Consultando a Tabela de Sindromes verifica-se que o padrdo de erro correspondente €
e=[0 0 0 0 1]. De (4.30), ¢ =X+§=[1 1 1 1 0]. Portanto o decodificador detectou
0 erro mas nao corrigiu o erro duplo.

A impossibilidade deste codigo corrigir todos os padrdes de erro com peso maior que 1 pode
ser também verificada bastando consultar a coluna CO do AP. Por inspe¢do da coluna CO
conclue-se que este cadigo corrige todos os 5 padrdes de erro de peso 1 possiveis e somente 2

padrdes de erro de peso 2, quais sejam, e=[L 1 0 0 OJee=[1 0 0 1 0]

Em geral o projetista do cédigo escolhe os padrdes de erro de peso w que corrigem w erros de
modo incompleto com base em alguma peculiaridade do sistema digital. Por exemplo, no
Exemplo 4.6 o namero total de padrbes de erro de peso 2 € dado pela combinacdo de n=5
bits tomados m=2 a m, i.e.Comb(n,m)=Comb(5,2)=10, onde Comb(n,m)=nY [m!(n—m)]. No
entanto, na construcdo do AP foi possivel utilizar apenas 2 deles: e= [l 100 0]e
e=[L 0 0 1 0] A razdo da escolha destes dois padrdes poderia ser, por exemplo, o fato de

que o bit b, ¢ um bit crucial a supervisao e controle do sistema (supondo que o codigo seja

sistematico) e que, em menor grau, 0 b; também o seja.
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4.3.5 Codigos Estendidos

Qualquer codigo ﬂ(n,k) pode ser estendido, isto é, a partir da matriz de paridade H de
O(n, k) a matriz estendida He é obtida de H, conforme segue:

' 0 (4.33)
|
Lo
s i_o
11 1]

Demonstra-se que a distancia minima de um cddigo estendido é igual a distancia minima do
codigo ndo-estendido acrescida de 1, isto é, d.,,E =d,, +1 [Clark].
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4.3.6 Principais Codigos de Bloco Binarios
Ha uma extensa colecdo de cddigos de bloco binarios (e ndo binarios). Entre eles citamos:

e Codigos de Hadamard
O(n,k)= 9(2"‘,m+1), caracterizados por d.,;,, =m+1 onde m>1 é um nimero inteiro.
Em geral, os Codigos de Hadamard apresentam baixa razdo de codificacédo
R,=k/n=17 /7, = (m +1)/2m , onde 75 representa a largura (duragdo no tempo) dos bits em

uma palavra-codigo e Zx representa a largura dos bits na respectiva mensagem.

Portanto, como 7 /TX € pequeno, o uso de um Codigo de Hadamard implica em um consideravel
aumento na banda-passante do sistema, e, por isso, ndo é muito utilizado.

e Codigo de Golay
0(23,12), caracterizado por d min = 7, o que significa:
_ . , d min—-1 7-1 i .
- uma capacidade de correcdo de até t= { > J = LTJ =3 erros simultaneos e

- uma capacidade de deteccdo de até d =d,,;, —1=7-1=6 erros simultaneos.

Este cddigo é peculiar porgue ele é o unico codigo conhecido de 23 bits capaz de corrigir até 3
erros simultaneos [Taub].
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e Codigos de Hamming

Codificagéo de Canal

9(2'“ -12" —1—m), bastante populares por serem caracterizados pela extrema facilidade de
construcdo aliada a uma distancia minima d min=3[Peterson][Proakis] (detecta até 2 erros
simultaneos e corrige até 1 erro), sendo M =n—K um inteiro positivo. Por exemplo, se M =3,

obtemos um Cédigo de Hamming 0(7,4).

Em geral, a construgédo de um cédigo de bloco B(n,k) consiste em definirmos a sua matriz de

paridade H e, a sequir, a partir de H (e de
1 00 0 i Poo Pos Pocn-k-1) |
: 0 1 0 -~ 0} py P o Pinkay
G=[I, P|= S R : : ), obtermos a sua matriz geradora
|
00 0 - 1!Pyyo Prap - P-1n-k-1) |

kan .

A matriz H de um Codigo de Hamming caracteriza-se pelas suas N =2" —1 colunas serem
formadas por todos os vetores distintos m dimensionais em GF(2), exceto o vetor 0.

Por exemplo, um codigo 0(7,4) é um Cédigo de Hamming com M =3 em que a matriz H é
formada pelos N=7 vetores colunas [0 0 2], o 1 o], L o of, [0 1 1]
L 10 L 11ef o1
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4.4 Codigos Reed-Solomon

Os Cddigos Reed-Solomon constituem uma sub-classe de uma ampla classe de cédigos ciclicos denominada de
Codigos BCH (Bose — Chaudhuri — Hocquenghem).

Os Codigos Reed-Solomon (RS) encontram-se entre os cddigos mais poderosos no que diz respeito a
capacidade de correcdo de erro, sendo largamente utilizados em muitos sistemas digitais como:

« Dispositivos de armazenamento (Fita Magnética,CDs, DVD, codigos de barra, etc.).
e ComunicacBes Mdveis e wireless (Telefonia celular, links de microondas, etc.)

e Comunicac0es via Satélite.

e Televisdo Digital

Vimos anteriormente que um codigo de bloco binario G(n, k)
codifica mensagens de k bits em palavras-codigo de n bits,

dmin -1
2

podendo corrigir até t =L J bits errados.

Um Cédigo Reed-Solomon O(n, k), representado por RS(n, k),

e . o n-k
codifica mensagens de k simbolos em palavras-codigo de n simbolos, sendo capaz de corrigir até t = LT J

simbolos errados.
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Cada simbole em uma palavra-codigo (ou em uma mensagem) de um codigo RS(n, k) é um bloco de m bits.

Dai, portanto, o poder de correcdo de erro de um codigo RS(n, k): Mesmo que todos 0s m bits de cada um dos t
simbolos recebidos estejam errados, o cddigo RS(n,k) efetua a correcdo ndo importando a localizacdo dos
simbolos na palavra-codigo.

Ainda, ndo importando o nimero e a posi¢ao dos bits errados em cada simbolo, o codigo RS(n,k) corrigira até t
simbolos e, caso o nimero de simbolos errados ultrapassar t, 0 codigo RS(n,k) detectara esta situagdo.

No contexto do codificador de canal de um sistema de comunicag6es digitais esta caracteristica é extremamente
vantajosa porque permite a correcdo de um surto de mxt bits sequenciais recebidos em erro (error burst
correction).

Se 0 nlimero de erros ultrapassar t, entdo o codigo RS(n,k) avisa o sistema de que ndo foi capaz de corrigir
todos os erros.
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E de especial interesse o caso em que m =8, quando cada simbolo representa 1 byte.
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Um byte representa um bloco de 8 bits, que é o menor bloco de informacgéo usualmente encontrado em sistemas
microprocessados.

Por exemplo, consideremos um codigo RS(20,16) com m =8 . Suponhamos que queiramos codificar a mensagem

de k =16 bytes:

255

100

012

098

120

003

233

111

077

163

000

001

088

200

101

007

O cédigo RS(20,16) adiciona n-k =4 bytes de paridade e codifica a mensagem acima na palavra-cédigo em
forma sistematica abaixo:

255

100

012

098

120

003

233

111

077

163

000

001

088

200

101

007

208

107

221

076

Observe que nenhum simbolo é maior do que 255, valor méximo decimal para 1 byte.

Observe também que as operagdes entre polindmios sdo todas executadas em GF(2™) = GF(2%) = GF(256) .

Foge ao escopo deste texto o estudo da algebra de polindmios em GF(2™), e, portanto, ndo nos
aprofundaremos na teoria dos Cédigos Reed-Solomon,

Codificagéo de Canal
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4.5 Codigos Convolucionais — Decodificador de Viterbi

Um cddigo convolucional € gerado pela combinacdo linear em GF(2) das saidas de um shift-register de K estagios.

A seqiiéncia de bits a ser codificada é aplicada na entrada do shift-register, e este executa a convolucdo em GF(2)

entre a sequéncia de entrada e a resposta ao impulso da maquina de estado (state machine) representada pelo
shift-register.

A saida da maquina de estado constitui, portanto, a seqiiéncia codificada.

O numero de estados da maquina de estado de um codificador convolucional € 2", sendo K 0 nimero de estagios do
shift-register.

No contexto de cddigos convolucionais K recebe o nome de constraint length [Taub].

A razdo entre o niumero de entradas da maquina de estado e o numero de saidas da mesma define a razdo de
codificacdo R, do codificador.

Como uma méaquina de estado construida a partir de um shift-register apresenta um conjunto finito de transi¢cdes
permitidas entre estados, quando a seqiéncia a ser codificada é a ela submetida, implicitamente ficardo restringidas
as transicdes da sequiéncia codificada em sua saida.

Se o receptor conhecer a tabela de transi¢cdes permitidas, entdo os erros gerados por degradacdo do sinal no canal de
comunicacdes poderdo ser identificados e corrigidos.
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A Figura 4.2, abaixo, mostra um codificador convolucional com K =2 (2¥ =4 estados)e R, =1/2

\®_ .

v=[vy V4]

> v

/!

A sequéncia de bits a ser codificada € representada por u e a saida do codificador é a seqiiéncia de bits v.

Visto que R, =1/2, para cada bit de u sdo gerados dois bits em v.

O estdgio D’ transfere o valor 16gico em sua entrada para a sua saida imediatamente apo6s a ocorréncia da
borda de descida do pulso de clock (ndo representado na figura).

De forma idéntica opera o estagio D'.

Representando a saida do estagio D° por D° e representando a saida do estagio D' por D', entdo o par de bits
DD' identifica um dos estados da maquina de estado.

Codificagéo de Canal
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\®_° .

v=[vg V4l

p+ 0 V4

/

A Figura 4.3 mostra o diagrama de transicao de estados do codificador convolucional da Figura acima.
Cada circulo representa um estado D°D' dentre os 2" =4 possiveis estados.

O diagrama é construido a partir dos estados individuais considerando as transicdoes permitidas a partir de
cada estado como consequéncia do valor l6gico de u.

Por exemplo, suponhamos que a maquina de estado encontre-se no estado 10 (i.e., D’ =1 e D' =0 na Figura
4.2).

Se u=1 asaida resultante é v=10 e, apds a borda de descida do clock, a maquina vai para o estado 11.

Por outro lado, se u=0 a saida resultante é v =01 e, ap0s a borda de descida do clock, a maquina vai para o
estado 01.
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— estado uN0v1 — enhtrada/saida

Dada uma sequéncia u a ser codificada, a saida v no codificador de um transmissor digital é enviada ao receptor
através do canal de transmissdo, sendo recebida como uma sequiéncia r .

Se nenhuma degradacéo de sinal ocorreu no canal de transmisséo, r=v.
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A Tabela 4.8 mostra uma possivel sequéncia u e a resultante seqiiéncia v para o codificador da Figura 4.2.
E mostrada também a trajetdria do estado D°D' a medida que u é codificada, partindo inicialmente do estado 00.

Assumindo que v seja enviado atraves de um canal de transmissdo com ruido/interferéncia, a Tabela 4.8 mostra
uma possivel seqiiéncia r recebida com 2 erros.

Tabela 4.8: Exemplo de codificacdo para o codificador da Figura 4.2
u= 0 1 1 0 0
DD' = 00 10 11 01 00
V= 00 11 10 10 11
r= 01 11 11 10 11

No receptor digital, o decodificador utiliza um algoritmo de decodificacdo baseado no principio de minima
distancia (MLSE — maximum likelihood sequence detector) denominado Algoritmo de Viterbi.

Vamos decodificar a seqiiéncia r da Tabela 4.8 através do Algoritmo de Viterbi para testar a capacidade de
correcao de erros do mesmo.

A Figura 4.4 mostra o diagrama de trelica utilizado pelo Decodificador de Viterbi adequado ao codificador
convolucional da Figura 4.2.

Codificagéo de Canal 53



PUCRS — FENG — EComp Redes de Comunicacédo Sem Fio 2006/l Capitulo 4 — Codificagado de Canal Maria Cristina Felippetto De Castro

— estado ufvgvq — entrada/saida no codificador

0/00 | 1 000 |

Estado

11

Diagrama de Trelica do Decodificador de Viterbi para o codificador convolucional da Figura 4.2.

O diagrama de trelica mostra todas as trajetdrias (caminhos) das transicdes de estado da maquina de estado do
codificador a cada instante i de codificacéo, a partir do estado 00.

Cada ramo da trelica comeca e termina em um estado, representando, assim, uma transicdo permitida.

Cada ramo ¢ identificado por u/v,v,, isto é, a saida v do codificador quando, ao aplicarmos u em sua entrada, a
maquina de estado executa a transicao representada pelo ramo em questéo.
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— estado uN0V1 — entrada/saida no codificador

0100 | 1 0/00 |

Estado

A técnica de decodificacdo consiste em acumular em cada n6 da trelica as Distancias de Hamming entre a saida v
do codificador e a seqiiéncia r recebida a cada instante i.

Se mais de um caminho chega a um no “mata-se” aqueles de maior métrica (maior distancia acumulada) —
caminhos marcados com x na Figura 4.4 — ficando apenas aquele de menor métrica, denominado de caminho
sobrevivente.
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A métrica acumulada de cada caminho encontra-se em negrito a direita de cada n6 na Figura 4.4.
Meétricas sublinhadas representam métricas de caminhos sobreviventes.

Métricas em italico representam ramos que incidem no nd “por cima” e métricas em nao-italico representam
ramos que incidem no no “por baixo” , ja que, no maximo 2 ramos incidem em um na para este decodificador.

A decodificacdo final € iniciada a partir do caminho sobrevivente de menor métrica acumulada, identificando
cada ramo sobrevivente da direita para a esquerda na trelica, conforma mostra a Figura 4.5.

— estado u!v0v1 — entrada/fsaida no codificador

Estado

Figura 4.5: Decodificando a seqiiéncia r da Tabela 4.8.
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Ao lermos o valor de u nos identificadores u/v,v, de cada ramo sobrevivente na Figura 4.5, verificamos que a
sequéncia originalmente transmitida foi u=[01100] ,0 que concorda com u mostrado na Tabela 4.8.

Portanto, o decodificador identificou e corrigiu os 2 erros.
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