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DTFT (Discrete Time Fourier Transform) Transformada de Fourier no dominio tempo discreto

Vimos no Cap 1ll.2 das notas de aula que uma sequencia periddica x[n] de periodo N pode ser representada por uma
superposicao de exponenciais complexas : no+N—-1

x[n] = Z Cx[k]ejZTEkn/N (1)
k:no
onde n, é um valor inteiro e arbitrario, sendo usualmente adotado ny, = 0 e onde os coeficientes c,[k], que definem o
espectro discreto de x[n], sdo dados por:

N-—1
e[kl =5 ) xlnle~s2mn/ @)
n=0

No Cap Ill.3 partimos da SF exponencial de um sinal periddico x;(t) de periodo T conforme (3) abaixo, com coeficientes
espectrais ¢, [k] dado por (4):

xr(t) = Z Cy[k]el2mkt/T = z c[k]e’*®t sendo w=2m/T (3)
k=—co k=—o00
1 to+T . 1 T/2 .
c, [k] = —j xp(t)e J2mkt/T gt = —j xr(t)e ketqe (4)
Ty, T) 1/,

E, mediante um procedimento analitico que converte o dominio frequéncia discreto para continuo adaptamos (3) e (4)
para representar um sinal xr(t) para T = o de modo que as componentes espectrais resultem com uma separagdo
infinitesimal entre si no dominio frequéncia (ver slides 14 a 17 do Cap IIl.3). Especificamente, o referido procedimento
analitico adapta as equacdes (3) e (4) para que possam representar um sinal x(t) aperiddico (i.e., T — ), representacdo
que define a transformada de Fourier direta X(w) = F{x(t)} e inversa x(t) = F~1{X(w)}, conforme (5) e (6):

X(w) =F{x(®)} = foox(t)e'j‘”tdt (5)
1 (° .
X0 = F W) =5 [ X@)edo ©)
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DTFT (Discrete Time Fourier Transform) Transformada de Fourier no dominio tempo discreto

A semelhancga entre as equacdes (1) e (3) sugere que € possivel aplicar a (1) e (2) o mesmo procedimento analitico referido no
slide anterior aplicado a (3) e (4) para converter o dominio frequéncia discreto para continuo. O procedimento adapta (1) e (2) para
representar uma sequencia x[n] de periodo N infinito, i.e. aperiodica, situacdo em que as componentes espectrais resultam com
uma separacgdo infinitesimal entre si no dominio frequéncia. Aplicando entdo o referido procedimento as equacdes (1) e (2)
obtemos a representacdo que define a DTFT direta X (w) = F{x[n]} e inversa x[n] = F~1{X(w)}, conforme (7) e (8):

X(@ =Fll} = ) xlneion (7)
n=_oowo+2n _
Al = P @) =5 [ K@)erndo @)

onde w, € um valor arbitrario, sendo usualmente adotado w, = —m. Note que os limites de integracdo em (8) implicam que X(w) €
periodica de periodo 2m no dominio frequéncia w. Esta periodicidade decorre da periodicidade de e~/®™ em (7), cujo periodo
em funcdo do argumento wn é 2w, sendo n inteiro. Para evidenciar a representacdo através de exponenciais complexas de
periodicidade 2 € usual adotar a notacdo X (ef‘”) para representar X(w) quando entdo (7) e (8) podem ser reescritas na forma

X(e/?) = Fix[n]} = Z x[n] e Jen (9)
e
x[n] = FH{X(e/*)} = f X(e/?)el"dw (10)

A equacéo (9) é a DTFT (Discrete Time Fourier Transform) da sequéncia x[n] e € uma expressao que computa 0 espectro X(ef“’),
ou seja, a amplitude e a fase de cada senoide que constroi a sequéncia x[n] no tempo, lembrando que o conceito de espectro ja foi
discutido em capitulos anteriores. Especificamente, X (ef‘*’) expressa a magnitude e a fase de cada componente espectral no
dominio frequéncia requerida para sintetizar x[n] no dominio tempo discreto por meio da equacao (10), que é a DTFT inversa de
X(ef‘”). Pelo fato de X(ej“’) representar amplitude e fase de cada senoide que constréi o sinal digitalizado x[n] no tempo, diz-se
que X(ef“’) representa o espectro de frequéncias angulares digitais w que constroem a sequéncia x[n] no tempo.
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DTFT (Discrete Time Fourier Transform) Transformada de Fourier no dominio tempo discreto

DTFT direta (analise espectral de x[n]

DTFT inversa (sintese de x[n] no
no dominio frequéncia continuo)

dominio tempo discreto)

co

] = (o) = o [ K)o b= x(e) = Fdal = Y xlnl oo

n=—oo

= Note que, na DTFT, o dominio tempo n é discreto, mas o dominio frequéncia @ é continuo.

= Mais a frente, em capitulo posterior, estudaremos a Transformada Discreta de Fourier (DFT), em
que tanto o dominio tempo n quanto o dominio frequéncia k sao discretos.

= A DFT é adotada quando a sequéncia x[n] ndo é definida para todo n mas, sim, para um nimero
limitado de amostras n.

= A DTFT é adotada quando a sequéncia x[n] é definida para todo n.

= Se o sinal x[n] existe em todo o tempo, a separagao das componentes espectrais no dominio
frequéncia é infinitesimal e, portanto, o espectro X(ef‘”) é continuo.
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DTFT (Discrete Time Fourier Transform) Transformada de Fourier no dominio tempo discreto

X(e/?) = Fix[n]} = Z x[n] e Jon (9)

Como ja observado para todas as representacdes espectrais discutidas em capitulos anteriores, o espectro
X(ef“)) resultante da DTFT — equac3o (9) — é uma funcdo complexa de :

X(e/?) = F{x[n]} = Re{X(e/?)} +j Im{X(e/®)} = Xr(e’?) + jXi(e/®) =

jatan<XI(ejw)> .
N \/XRZ(ejw) +X*(e/) e Xr(e19)) = |x (/@) [efX(’) (11)
magnitude fase
do espectro ~ do espectro
[x(e7)| = \/XRz(ef‘") + X% (e)®) (12)

. X (el®
42X (e/?) = atan (L)> (13)

Xr(e/®)

5
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Interagao do espectro X(ej“’) com a fungao de transferéncia H(ej“’) do sistema discreto

Consideremos um sistema LTl em que é aplicado um impulso §[n] a sua entrada x[n], de modo que a saida y[n] do sistema
represente a resposta ao impulso h[n] do sistema.

3[n] h[n] {0, n=#0,

— LTl — Slnf=1{ LZo

Como vimos no Cap 1.3 das notas de aula anteriormente, podemos determinar a saida y[n] deste sistema, para uma
entrada x[n], através da convolugdo de x[n] com a resposta ao impulso h[n] do sistema.

I e R yln] = x[n] * h[n] (14)

Com base na propriedade “Convolution” da Transformada de Fourier (que, pela similaridade da representacdao, também
vale para a DTFT) , conforme slide 27 do Cap 1ll.3, temos

X(el® Y(e/® _ _ _
(_)> H(ejw) ( ;) Y(ef‘”) =X(e1“’)H(e1‘”) (15)
Da equacao (40) slide 32 do Cap IIl.3 e da equacao (9) obtemos
H(ej‘”) = F{h[n]} = 2 h[n] e/®n (16)
n=—oo

Consequentemente, de (16), infere-se que a fungao de transferéncia H(ej“’) de um sistema LTI discreto é dada pela
DTFT de sua resposta ao impulso h[n].
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Interacao do espectro X(ej“’) com a fungao de transferéncia H(ej“’) do sistema discreto

X ) ey ] Y(E°)  ¥(e) = X(e9)H(e) (15)
xn] L MRl y[n] = x[n] * h{n] (14)
De (15), temos
o Y(ej“’) Fly[nl}
H(e™) = Y™ =~ 7o) (17)
onde, de (9), temos -
Fix[n]} = Z x[n] e=jon (18)
Fylaly= ) ylneon (19

Note que se a excitagdo x[n] do sistema é um impulso §[n], i.e. x[n] = §[n], de mddo que a resposta y[n] é a resposta

ao impulso h[n], entdo resulta de (9) que

X(e/®) = F{8[n]} = Z S[n]e oM = ¢7J@0 =1 (20)
V(el) = F{alnl} = ) hn]e~on (21)

. n=-oo De (17) fica evidenciada a importante
Substituindo (20) e (21) em (17) obtemos o mesmo resultado que (16): oropriedade de que a funcdo de transferéncia

H(e/*) de um sistema LTI discreto é dada pela

, y(ejw) »eo h[n g~ Jjon razdo entre os espectros de saida e entrada, ou

jw n=-o jon . ~
H(e )_X(ef‘*’) h[n]e™ equivalentemente pela razdo entre as DTFTs
n=—oo entre as sequéncias de saida e entrada no

dominio tempo discreto.
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— o0 < n < oo, entdo X(ej“’) = Y% _,x[n] e /@" existe.

Isto equivale a considerar que a DTFT existe quando a soma infinita X(ej‘”) = ) _wXx[n]
| X(e7)] < o

para todo w.

CondigOes para existéncia da DTFT
A DTFT de uma sequéncia x[n] so existe se a sequéncia for somavel em valor absoluto. Ou seja, se |x[n]| for somavel para

e /®™ converge, ou seja,

(22)

Dado que uma sequéncia x[n] estavel é, por definicdo, absolutamente soméavel, todas as sequéncias estaveis terdo DTFT e,

portanto, pode-se afirmar que

qualquer

sistema estavel (BIBO

bounded input

bounded

https://en.wikipedia.org/wiki/BIBO _stability ) tera uma resposta finita e continua em frequéncia.

No entanto, ha casos em que |x[n]| ndo é somavel para —o0 < n < o , i.e., a soma n&o converge para um valor finito, mas
ainda assim é possivel determinar a DTFT. A tabela abaixo mostra alguns destes casos.

Sequéncia
x[n]

Transformada de Fourier
X(e/?)

Caso 1:
Transformada de Fourier de uma Constante

x[n] = 1, para todon

X(e/*)= Y 2m8(w+2nr).

r=-00

Degrau Unitério

Caso 2:
o0
Transformada de Fourier de Sequéncias x[n] = e/®a™ | paratodo n X(ej‘”) = Z bl — wo-t 2n7)
Exponenciais Complexas ¥
r=—00

Caso 3:
Transformada de Fourier de sequéncias que | x[n] = Z apel®m —co < n < oo : =

’ Joy —
podem ser expressas como a soma de = X(e') = Z Zzﬂ'aké(w wx + 2nr)
componentes discretas de frequéncia Fm=to &
Caso 4: 1 o0
Transformada de Fourier da Sequéncia x[n] = u[n], paran = 0 U(ejw) - ik Z nd(w +2mr)

r=-—-00
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Propriedades de Simetria da DTFT

As propriedades de simetria da Transformada de Fourier sdao Uteis por, para determinadas situacdes, simplificarem a
solucao de problemas.

Uma sequéncia conjugada simétrica x,[n] é definida como uma sequéncia para a qual
Xq[n] = x}[—n] (23)

Uma sequéncia conjugada antissimétrica x,[n] é definida como uma sequéncia para a qual
Xo[n] = —x;[—n] (24)

onde (*) denota a operacao complexo conjugado.

Qualquer sequéncia x[n] pode ser expressa como a superposi¢cdo de uma sequéncia conjugada simétrica x,[n] e de uma
sequéncia conjugada antissimétrica x,[n]. Especificamente,

] x[n] =x[n] +x [n] (25)
Xe[n] = %(r[n] + x*[—n]) = x}[—n] (26)
xoln] = L(x[n] = x*[—n]) = —xZ[—n] 27)

Uma sequéncia real que é conjugada simétrica, tal que X.[n] = x.[—n], é denominada sequéncia par (even), e uma
sequéncia real que é conjugada antissimétrica, tal que x,[n] = —x,[—n], é denominada sequéncia impar (odd).
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Propriedades de Simetria da DTFT

De maneira similar, um espectro X(ej“’) pode ser expresso como a superposicdo de um espectro conjugado simétrico
Xe (ej‘”) e de um espectro conjugado antissimétrico X, (ej“’). Especificamente,

X(el?) = X (e/?) + X (el*) (28)

onde X, (¢) =% [X(e”)+ X (e7)] e X (e?)="%[X(e?) - X (e7?)]

Um espectro conjugado simétrico X, (e/“) obedece a condigdo X.(e/*) = Xr(e7/®) . (29)
Um espectro conjugado antissimétrico X, (ej“’) obedece a condigio X,(e/®) = —X (e /*) . (30)
Sequéncia Transformada de Fourier
x[n] X(e)
1. x'[n] X'(e7®)
2. x'[-n] X'(e®)
3. Relx[n]} X (¢/”) (componente simétrica conjugada de X(e/))
4. jImix[n]) X, (€/) (componente antissimétrica conjugada de X(e/*))
5. x,[n] (componente simétrica conjugada de x[n]) Xp(e®) = Re{X(e))
6. x,[n] (componente antissimétrica conjugada de x[n]) iX; (€)= j Im{X(e®))
As propriedades a seguir se aplicam somente quando x|n) é real:
7. Qualquer x|n] real X(e®) = X*(e71*) (a transformada de Fourier é simétrica conjugada)
8. Qualquer x[n] real Xp(e®) = Xp(e7?) (a parte real é par)
9. Qualquer x[n] real X () = —X,(e7) (a parte imagindria é impar)
10. Qualquer x[n] real |X(e®)| = |X(e77*)| (a magnitude € par)
11. Qualquer x[n] real L X(ef®) = —LX(e7/®) (afase éimpar)
12. x,([n] (componente par de x[n]) Xp(e®)
13. x,[n] (componente impar de x[n]) X, (@®)

Sinais e Sistemas
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Propriedades de Simetria da DTFT - Exemplo

Exemplo: Consideremos a resposta x[n] = a™u[n], com a € R, resultante na saida de um sistema LTI discreto quando o
sistema é excitado com um impulso §[n] aplicado a sua entrada. Pede-se: (a) Plote a resposta ao impulso x[n] do sistema

para a = 0.5 e para a = 0.9. (b) Determine a expressao analitica da resposta em frequéncia X(ej“’) do sistema através de
X(e/®) = F{x[n]} (c) Verifique se X(e/®) obtida em (b) obedece a propriedade 7 da tabela de propriedades de simetria
do slide anterior. (d) Plote |X(ej“’)| , <IX(ej“’) , Re{X(ej‘“)} e Im{X(ej“’)} para a = 0.5 e para a = 0.9. (e) Verifique
quais propriedades de simetria da tabela do slide anterior sao obedecidas pelos espectros |X(ej“))| , <IX(ej“’) ,
Re{X(e/®)} e Im{X(e/*)} obtidos em (d).

Solugao:
ip )
@) (0.5)"u[n] I
0.8 0.8H{9-—(0:9)"ufn]
0.6 0.6/1 o
0.4 0.4
il ettt
0 Q(Dm_,« 2 L 0 - - ?
0 5 10n 15 20 0 5 10ni15 20
(b) _
A DTFT de x[n] é obtida de (9): X(eJ®) = F{x[n]} = Z x[n] e~ Jon
n=-—oco
Condicao
Jjo — —jon — —jwyn — —Jw para o
X (') Z "e Z(ae ) 1 _geJo € lae™’?] <1 ou |a] < 1. comateio
=0 convergir

Ver Apéndice C
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Propriedades de Simetria da DTFT - Exemplo

(c)  Conjugando X(e/?) obtido em (b) e trocando o sinal de w observa-se que a expressdo n3o se altera:

» 1
X(e™) =2

= X*(e7/?) (propriedade 7) X(ej“)) é simétrica conjugada.
(d&e)

1

X)) =
X (™)) (14 a2 — 2acos w)1/2

= |X_(€_jw)| (propriedade 10)

Resposta em frequéncia do sistema .
Magnitude, a > 0;

Curva sélida, a = 0.9;

Curva tracejada, a = 0.5.

Amplitude
ICD = N W A Lh
T

| Magnitude de X(ej‘“) é par.
T T 0 T T

2 2
Radian frequency ()
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Propriedades de Simetria da DTFT - Exemplo

; —asinw ;
<X (e/®) = tan™! (1 . cosa)) = —<X(e7’®) (propriedade 11)

o

Resposta em frequéncia do sistema .
Fase, a > 0;

Curva sodlida, a = 0.9;

Curva tracejada, a = 0.5.

e =
W

Phase (radians)
&
nh o

Fase de X(ej‘“) é impar.

o
| (=]

Radian frequency (w)
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Propriedades de Simetria da DTFT - Exemplo

. l1—acosw ;
Xgr(e’®) = = Xg(e™/* ropriedade 8
r(¢™") 1+a?2—-2acosw R(e™™) (prop )
5
41 n
3 Resposta em frequéncia do sistema.
;E 3 Parte real, a > 0;
E‘ 2 |- Curva sélida, a = 0.9;
1k Curva tracejada, a = 0.5.
0 ! l .
—r T 0 ™ T Parte real de X(ef‘”) é par.
2 2
Radian frequency (w)
, —asinw ;
X;(e/®) = = —Xj(e77¢ ropriedade 9
1(e™) 14 a?—-2acosw 1e™) (prop )
2 =
= \ N
g 1 /- Resposta em frequéncia do sistema.
- 0 Parte imaginaria, a > 0;
5. \ Curva soélida, a = 0.9;
-1} Curva tracejada, a = 0.5.
;) J | 1 )
sl K. 0 g T Parte imaginaria de X(e]‘*’) é impar.
2
Radian frequency (w)
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decorrentes das equacdes (9) e (10)

Propriedades gerais da DTFT

Propriedade

x[n] = FH{x(e/*)}
yln] = FHr(e)] <

>

>

X(e/®) = F{x[n]}
Y(e/*) = Fly[n]}

Linearidade
Deslocamento no tempo

Deslocamento em frequéncia

Reversao no tempo

Diferenciacdo em frequéncia

Convolucéo

Multiplicagdo (modulagéo
de y[n] por x[n])

Conservacao da energia no
tempo e em frequéncia

1. ax[n]+ by[n]

x[n — ng]

e/®0" x[n]

ol B

x[—n]

5. nx|[n]

6. x[n] x y[n]

7. x[n]y[n]

(n4 um inteiro)

Teorema de Parseval:

o)
8 Y 2_ L7 \x @)

n=-—00

nN=-—00

-

-

o0 m . .
9. Z x[nly*[n] = % X ()YY*(e/?)dw

aX (e/?)+bY (%)
ejwnd X (/)
X (e7/®)
X*(e/?) sex|[n] real.
_dX(e?)
J dw
X (/)Y (/)
1

b4
jé j(w—8)
7 ) X ()Y (e )dé

Sinais e Sistemas
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Pares comuns de DTFTs inversa F~1{-} e direta F{-}
decorrentes das equacdes (9) e (10)

x[n] = FH{x(e/*)} < »  X(e?) = Fix[n]}
1. 8[n] 1
2. §[n — ng) e—j@no
)

3.1 (—00<n< o) Y 2r8(w+2mk)

=—00
4. a"u[n] (la]l < 1) : .

1l —ae™I®

1 00
5. u[n] ry—— + Z nd(w+2nk)
k==-00

6. (n+ 1)a"uln] (la] < 1) 0= a:_,—iw 2
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Pares comuns de DTFTs inversa F~1{-} e direta F{-}
decorrentes das equacdes (9) e (10)

x[n] = F{Xx(e*)} < » Xx(e/®) = Fi{x[n]}
r'sen wp(n + 1) 1
s £ uln] (rl<1) — T
sen wp 1 —2rcoswpe™® + ree™!
sen wen ioy _ | 1, ol <o,
B n X( )‘|0, we < || <7
9. xjn]= [ 0sns=M senfw(M +1Y2] _joms2
0, caso contrério sen{w/2)
% (o @)
10. /0" Y 2m8(w— wg +27k)
k=—00
o0
11. cos(wgn + ¢)

k=—00

ne”é(w —wo+2nk)+ Jre'i¢8(w+w + 27 k)
0 0
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Propriedades gerais da DTFT (observagoes)

Teorema de Parseval:

se x[n] PLAN X(e!®),

o0 1 7T )
= — 2 _ wy(2
entdo, E= E |x[n]|* = i |X(e1 Wodw.

n=—0Q

Y
A funcao |X(ef“’)| é denominada Densidade Espectral de Energia, porque determina como a energia da
sequencia x[n] é distribuida no dominio frequéncia.

O Teorema de Parseval nos diz que determinar a energia da sequéncia x[n] no dominio tempo equivale a
determinar a energia do espectro X(ef“’) de x[n] no dominio frequéncia. Ou seja, a energia do sinal é
conservada ao passarmos o sinal do dominio tempo para o dominio frequéncia e vice-versa.

Necessariamente, a Densidade Espectral de Energia é definida unicamente para sinais cuja energia é finita.
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Propriedades gerais da DTFT (observagoes)

Convolucao:

Seja x[n] o sinal aplicado a entrada de um sistema LTI discreto, e seja h[n] a resposta ao impulso do
sistema. Entdo, temos que a relagdo dominio tempo/dominio frequéncia é dada por

x[n] << X(e/®), e h[n] <= H(e/®),

A saida y[n] no dominio tempo do sistema é y[n] = Z x[k]h[n — k] = x[n] % h[n],

==00

e asaida Y(ej“’) no dominio frequéncia do sistema é Y(ef“’) = X(ej“’)H(ef“’).

A interpretacao aqui € a mesma do caso continuo no tempo ja visto no Cap IIl.3: a convolugao entre a entrada
x[n] do sistema e a sua resposta ao impulso h[n] é equivalente a multiplicagdo do espectro X(ef“’) do sinal de

entrada x[n] pela funcdo de transferéncia H(ej“’) do sistema.
(H(ej‘”) também é conhecida como a resposta em frequéncia do sistema)

Generalizando, o Teorema da Convolugdo estabelece que a convolugdo entre duas sequéncias x[n] e y[n] no
dominio tempo é equivalente a multiplicacdao das correspondentes Transformadas de Fourier de Tempo Discreto

X(ej“’) e Y(ej“’) no dominio frequéncia (respectivos espectros de x[n] e y[n]):

F
x[n]) x y[n] <—  X(e/9)Y(e/?)
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Propriedades gerais da DTFT (observagoes)

Teorema da Modulacdo (ou teorema do Janelamento):

se x[n] <I> X(e®), e wln] <> W(e®),
ese y[n} = x[n]w[n],

entio Y (e!®) = 5-1; - X(e")YW(e/@)do. (31)

A equacado (31) acima é uma convolugdo periddica, isto €, uma convolucao de duas funcdes periddicas, com os
limites de integracao se estendendo somente sobre um periodo.

Comparando o Teorema da Convolugao com o Teorema da Modulag¢ao, nota-se que:

= a convolugcao no tempo discreto de duas sequéncias é equivalente a multiplicacao dos correspondentes
espectros no dominio frequéncia,

= a multiplicacao no tempo discreto de duas sequéncias é equivalente a convolucao periddica dos
correspondentes espectros no dominio frequéncia.

Sinais e Sistemas Cap lIl.4 DTFT Transformada de Fourier no dominio tempo discreto Prof. DeCastro
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DTFT - exemplos

Exemplo 1: Consideremos o filtro passa baixa ideal com frequéncia de corte w, cuja resposta ao impulso no

dominio tempo discreto é (ver par 8 slide 17)

by [1] sin w.n (32)

nl=————
ip mn

A resposta em frequéncia Hlp(ej“)) deste filtro é obtida ao aplicarmos a DTFT a sequéncia h;,[n]. Na pratica,
para efeito da implementacdo de hy,[n] em hardware, o nimero de amostras na resposta ao impulso € limitado
a um intervalo finito —M < n < M. Pede-se: (a) Plote hy,[n] para w. = 1rad/s. (b) Plote Hlp(ej“’) e avalie o
efeito de M = {1, 3,7,19} na fidelidade de Hlp(ej“)) em representar a resposta em frequéncia deste filtro
passa baixa ideal.

Solugdo: (a)

sin(w,n) w,
h = = —"gqj
_ ip(M) — — sinc(wcn) (33)
sinu

onde sinc(u) =

ote: [0 n) o1 QT Tﬁb Ha Pes . TP
TR O J, 1 <£:’>@ o o
n

-20 -10 0 10 20
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DTFT - exemplos

De (9), aplicando a DTFT a hy,[n] dada por (32) e delimitando h;,[n] ao intervalo —M < n < M obtemos a
resposta em frequéncia Hlp(ej“)) do filtro passa baixa ideal:

M

. z sinw,n .
HM(eJ“)) = Te Jon (34)
n=-—-M

Plotando (34) para M = {1, 3,7,19} no intervalo —m < w < 7, temos

Note que, a medida que M aumenta, a
/HM(e"“’)J\l=1 Hy(e/*),M =3 distor¢do de Gibbs (discutida no Cap Ill.1
I NN para o dominio tempo) na banda de

N
/ \ / \ passagem e na banda de rejeicao do filtro
varia mais rapidamente, mas a amplitude

/ \ | / \ da oscilagdo nao diminui em w = w,.
~ s

- ~w, 0 W, w w -7 NS -w, 0 w, NS T
a . ~ . b
@ . distor¢ao de Gibbs ®) ;
Hy(e/), M =7 Hy(e™), M =19
Mas note que, no limite quando M — oo,
NGNS MAA w0 9 . g
HM(eJ ) se aproxima da resposta em
frequéncia de um filtro passa baixa ideal
/ \ com frequéncia de corte w,.
y VY V. N - l"v‘v‘v‘r‘
- N, 0 oV 1w -n —w, 0 wy T @

(c) (d)
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DTFT - exemplos

Exemplo 2: Um conversor A/D com frequéncia de amostragem f, = 64kHz digitaliza um sinal analdgico de
audio dado por x[t] = a; cos(2nfit + @,) + a, cos(2nf,t + @,), sendo a; = 3, f;= 4kHz, @, = 30°, a, =
1, f,=8kHz, @, = —60°. Seja x[n] a sequéncia na saida do conversor A/D resultante da digitalizacdo de x[t].

Pede-se:

(a) Plote o grafico da sequéncia x[n] nointervalo 0 < n < 64.

(b) Plote o grafico do mddulo e da fase do espectro X(ej“’) de frequéncias angulares digitais de x[n]
no intervalo — < w < m, assumindo que o conversor A/D esteja ligado desde t = —oo, isto €, assuma

que a componente do regime transitério ja se extinguiu e que sé haja a componente do regime
permanente.

(c) Plote os graficos obtidos em (b) com o eixo da abscissa representando o intervalo de frequéncias
analdgicas — /2 < f < f;/2 (Nyquist).
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DTFT - exemplos

Solucgao:

(a) Grafico da sequéncia x[n] nointervalo 0 < n < 64:

Para discretizar x[t] = a; cos(2nfit + @1) + a, cos(2nf,t + @) substituimos t por nTy = n+ onde T, éo
S

intervalo entre amostras no sinal digitalizado:

fr=0, 1064

f1 2
X = al-cos| 22mw-—-n + Pl | + a2-cos| 2-mw-—n + P2

fs

fs

g |
11

40 60 80
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DTFT - exemplos

(b) Grafico do moédulo e da fase do espectro X(ej“’) de frequéncias angulares digitais de x[n] no
intervalo —m < w < m, assumindo que o conversor A/D esteja ligado desde t = —oo, isto &, assumindo
gue a componente do regime transitorio ja se extinguiu e que s6 haja a componente do regime

permanente:

Do par 11 da tabela de Pares de Transformadasde Fourier, temos: (ver slide 17)
(6.9)

F(cos(won + ¢)) = Z (’n-ej'd}-ﬁ(w — wo + 2-m-k) + ﬁ-e_j'(b-ﬁ(w + wo + 2-7r-k))

ki=i— 60
Mas, do enunciado, o intervalo solicitado € -1 <=w<= T, entdo k=0 na equagao acima, resultando em:
F(cos(won + ¢)) = 'n-ej'd)-é(w — Wo) + W-e_J'd}-S(w + Wo)

As frequéncias digitais em x[n] acima s&o:

fl 2
W 2= 2-7r-f— — wl = 0.393.rad W2 = 2-7r-f— — w2=0.785-rad
S S

Portanto, a Transformada de Fourier X(w)=F{X[n]} &:

X(w) = al-(qr-ej'cbl-éi(w — wl) + ’n’-e_j'(bl-é(w + wl)) + a2-(ﬂ'-ej'¢2-6(w - w2) + 'rt-e_j'cbz-ﬁ(w o w2)) (35)
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DTFT - exemplos

De (35) no slide anterior os graficos do mdédulo e da fase do espectro X(ej“’) de frequéncias angulares digitais de
x[n] no intervalo — < w < m resultam em

10 = ™
8
[
Axw)l
4
2
0
—-3142 -235% -1571 -0.785 0 0.785 1.571 2.356 3.142
W
rad
100
50
ang( X{ w) 0
Qg( (w))
— 50
- 100
-3142 =235 -1571 -=0.785 0 0.785 1.571 2.356 3.142
i
rad
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DTFT - exemplos
(c) Graficos obtidos em (b) com o eixo da abscissa representando o intervalo de frequéncias analdgicas

~f/2SF<f/2.

wa)l :

g | ‘ ‘
-32-28-24-20-16-12 -8 -4 0 4 8 12 16 20 24 28 32

w fs
2-m KHz
100 ‘
50 ‘
ang(X(w)) 0 ‘
” |
[
~50 |
- 100 ‘ :
-32-28-24-20-16-12 -8 -4 0 4 8 12 16 20 24 28 32
w fs
2.t KHz

Portanto, cada k-ésimo cosseno de amplitude A, , fase @, e frequéncia f, no dominio tempo continuo gerou um espectro
formado por dois impulsos complexos de amplitude A, 1t no dominio frequéncia, ambos respectivamente ocorrendo em —
f. e +f,, com fase de cada impulso respectivamente sendo - ¢, e + @,.
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DTFT - exemplos

x[t] = a; cos(2nfit + 1) + a, cos(2nf,t + @,) (sinal analégico na entrada do conversor A/D)

4

 Domain FT
Time SD(;maln )

fl
wl = 2. M-

s\

(espectro da sequéncia x[n] na saida do conversor A/D, quando x(t) é aplicado a entrada do A/D)

Homework

Refaca o Exemplo 2 (ver slide 23) para uma frequéncia de amostragem f;, = 32kHz .

Frequency Domain

S(w) \

X(w) := al-(’n’-ej'd)l-ﬁ(w — ] )k W-e_j'¢1-8(w 3 wl)) . a2-(’rr-ej'(b2-6(w — w2) + ’K-e_j'(bz-S(w + w2

2
w2 = 2-|};—

fs

\)
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DTFT - exemplos

Exemplo 3: Um conversor A/D com frequéncia de amostragem f; = 64kHz digitaliza um sinal analégico x(t) que
é um pulso retangular de amplitude A = 1, iniciandoem t = 0 e de duragao At, conforme mostra a figura.

Seja x[n] a sequéncia na saida do conversor A/D resultante da digitalizagdo de x(t).

x(t) o_;

0.6
0.4
0.2

0
t
Pede-se: At

(a) Plote o grafico da sequéncia x[n] para At = 10/f; no intervalo 0 < n < 20;

(b) Plote o grafico do mddulo e da fase do espectro X(ej“’) de frequéncias angulares digitais de x[n] no
intervalo —m < w < m;

(c) Plote os graficos obtidos em (b) com o eixo da abscissa representando o intervalo de frequéncias
analdgicas — f; /2 < f < f5/2;

(d) Repita (a), (b) e (c) para At = 5/f;;

(e) Repita (a), (b) e (c) para At = 2/f;;

(f) Repita (a), (b) e (c) para At = 1/f;;

(g) Estabeleca conclusdes a partir dos resultados encontrados de (a)-(f).
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Solucao:

DTFT - exemplos

(a) Grafico da sequéncia x[n] para At = 10/f; nointervalo 0 < n < 20:

x[t] € um pulso retangular de amplitude A = 1, iniciando em t = 0, e de duragdo At = 10/f;, f; = 64kHz.

Abe= ? —  At=0156ms —> duragéo do pulso x(t)
S

1
Ts i= —

fs

N := round =
ik
Portanto, para n:= 0,1..20 , a sequéncia X[n] na saida do A/D é representada por:

x = if[(n 2 0)-(n <N),A,0] sendo A=1 e N=10 , oque resulta no grafico:

— Ts=00l6ms — Iintervalo entre as amostras da sequencia x[n]

0.8
0.6
0.4
0.2

) -8 N =10 — numero de amostras do pulso representado por x[n]
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DTFT - exemplos

(b) Grafico do médulo e da fase do espectro X(ej“’) de frequéncias angulares digitais de x[n] no intervalo -7 < w <

.

(ver slide 17)

AN

Do par @ da tabela de Pares de Transformadas
de Fourier, com M:=N-1, temos que a
Transformada de Fourier da sequéncia x[n]

acima definida, isto €, X(w)=F{[n]}, &€ dada por;

X(w) = ‘e 2
. W
i =
{2)
Note que a magnitude do espectro X(w) de
um pulso retangular € uma fungao sinc(w).

Os graficos de médulo e fase de X(w)=F{x[n]} no intervalo -r <=w<= 1T s&0:

10

[\

8

[ 1

6
o
4

27N\

2

\Yi

V\/

0
-3.142

2356

=1.571

- 0.785

0.785

1.571 2.356 3.142

200,

100

an_g(X(w)) o

\

SN

AR

— 100

— 200
—3.142

—2.356

- 1.571

- 0.785

0.785

1.571 2.356 3.142
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DTFT - exemplos

(c) Graficos obtidos em (b) com o eixo da abscissa representando o intervalo de frequéncias analdgicas — f; /2 < f < f;/2:

I

6 /
4 ] ,
LN VAV VD,

0 ‘
-32-28-24-20-16-12 -8 -4 0

4 8 12 16 20 24 28 32

W fs
2.7t KHz

200

100\ |

\ N | IN
- 100 TN TN i
\

200 ‘ ‘ ‘ ‘
-32-28-24-20-16-12 -8 -4 0 4 8 12 16 20 24 28 32
W fs
2-m KHz
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DTFT - exemplos

(d) Repetindo (a), (b) e (c) para At =5/f;:

5 n
At = ? —  At=0078-ms —> duragao do pulso x(t)
S
Ts == 1 — Ts=00l6-ms — Intervalo entre as amostras da sequéncia X[N]
fa
At ;
N = romd(—) % N =5 —> nhumero de amostras do pulso representado por x[n]
Ts

Portanto, para n:= 0,1..20 , a sequéncia x[n] na saida do A/D ¢é representada por:

X = if[(n =20)-(n<N),A,0] sendo A=1 e N=5, 0que resulta no grafico:

0.6

0.2
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DTFT - exemplos

Os graficos de modulo e fase de X(w)=F{[n]} no intervalo -1 <=w<= 1T sa0:

5
il
3
[l
. 2
(ver slide 17)
N\ ™)
Do par 9 da tabela de Pares de Transformadas B e e TS - =
de Fourier, com M:=N-1, temos que a N
Transformada de Fourier da sequencia x[n] ry
acima definida, isto &, X(w)=F{x[n]}, é dada por: 66
; M+ 1
A-sm|:w-[ 5 ):| _j.w.ﬁ
2
X(w) := e e
f W
sm| —
(2) ang(X(w)) 0
- 100
200 1 ‘
—3.142 -235% -1571 -0.785 0 0.785 1571 2356  3.142
8
rad
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B

Os graficos de moédulo e fase
de X(e/®) = F{x[n]} com o eixo da
abscissa representando o intervalo de
frequéncias analdgicas —f;/2<f <
fs/2, sdo conforme apresentados ao lado:

an_g(X(w)) 0

DTFT - exemplos

: // \\

: A

2 / \{

AN
/ /N

0
-32-28-24-20-16 -

12 -8 -4 0 4 8 12 16 20 24 28 32

) fs

2.t KHz

200

100 \\

— 100|

- 200

-32-28-24-20-16-12 -8

-4 0
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DTFT - exemplos

(e) Repetindo (a), (b) e (c) para At = 2/f;:

IXt= 2

fs

1
TR =i

fs
Ni= round(

Portanto, para n:= 0,1..20 , a sequéncia x[n] na saida do A/D ¢é representada por:

n

— Ts=0.016ms — Intervalo entre as amostras da sequencia x[n]

0.8

t s
) — N=2 — numero de amostras do pulso representado por x[n]

—  At=0031-ms — duragao do pulso x(t)

x_ = if[(n = 0)-(n < N),A,0] sendo A=1 e N=2, oque resulta no grafico:

0.6
0.4

0.2
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DTFT - exemplos

Os graficos de médulo e fase de X(w)=F{x[n]} no intervalo -T <=w<= T s80:

5
(ver slide 17) \

. Ixea)l 1 | N

—]

1.5

AN

Do par 9 da tabela de Pares de Transformadas 0.5 7

de Fourier, com M:=N-1, temos que a

Transformada de Fourier da sequéncia x[n] Y12 23 —1sm1 —o078s 0 0785 1571 2356 3142
acima definida, isto &, X(w)=F{x[n]}, é dada por: ”

rad
A-sin[w-(M L 1):| _j.w.ﬁ
2 2 100 T T
e
sim| — 1
) 50 | ‘ ‘ :
\
ang(X(w) 0 | |

X(w) :=

- 50
- 100 ; : ;
—-3142 -235% -1571 -0.785 0 0.785 1.571 2.356 3.142
W
rad
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el /

Os graficos de modulo e fase

DTFT - exemplos

1.5 : /

"
/|

0.5

0 . .
-32-28-24-20-16-12 -8 -4 0

4 8 12 16 20 24 28 32

de X(e/®) = F{x[n]} com o eixo da B
abscissa representando o intervalo de 2. KHz
frequéncias analdgicas —f;/2<f < 100—
fs/2, sdo conforme apresentados ao \
lado: 50 | e
\\
\
e | \\\\
\
- 100 ‘
—30 08 P4 ~20-16~12 -8 —-4 H 4 B 42 d6 20 24 28 32
w s
2-71 KHz
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DTFT - exemplos

(f) Repetindo (a), (b) e (c) para At = 1/f;:

At= L —>  At=0016-ms — duragdo do pulso x(t)

fs
Ts = % — Ts=0016-ms —> intervalo entre as amostras da sequencia x[n]
S
N := round(ﬂ) —> N=1 — numerode amostras do pulso representado por x[n]
Ts

Portanto, para n:= 0,1 ..20 , a sequéncia x[n] na saida do A/D ¢é representada por:

x = if[(n20)(n <N),A,0] sendo A=1 e N=1 , oque resulta no grafico:

1P
0.8
0.6
6n04
0.2}
OOAAAA“AAAA’I‘OAAAA‘I\SAAAA‘ZO
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DTFT - exemplos

Os graficos de modulo e fase de X{(w)=F{X[n]} no intervalo -1 <=w<= 1T $80:

1.001
1.0005
|x(w| 1 :
0.9995
Do par 9 da tabela de Pares de Transformadas 0.999 ‘
dE Falfer B e N1, feies g & Z3i0d). 235 —1571 ~0785 0 0.785 1571 2356  3.142
Transformada de Fourier da sequéencia x[n] e
acima definida, isto é, X(w)=F{x[n]}, é dada por: A
1
; M+ 1 M
A-sinl w- s el
X(w) = 2
W) = - :
s 0.5
S| —
2
ang(X(w)) 0 1
|
=035 i
4 :
~314% —2356 157 —0785 0 0.785 1,571 2356 3.142
()
rad
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Os graficos de modulo e fase de
X(e/?) = F{x[n]} com o eixo da
abscissa representando o intervalo de
frequéncias analdgicas —f;/2<f <
fs/2, sdo conforme apresentados ao
lado:

DTFT - exemplos

1.001
1.0005
[x(| 1
0.9995
0.999 ' ‘ ‘
—-32-28-24-20-16-12 -8 -4 0 4 8 12 16 20 24 28 32
w15
2-m KHz
I
0.5}
ang(X(w)) 0
- 0.5
_1 " - " .
-32-28-24-20-16-12 -8 -4 0 4 8 12 16 20 24 28 32
w 15
2-m KHz
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DTFT - exemplos
(g) Conclusodes a partir dos resultados encontrados de (a)-(f):

Quanto menor for a duracdo At do pulso no dominio tempo continuo antes do conversor A/D menor sera a
magnitude (=mddulo = amplitude) do espectro X(ej“’) no dominio frequéncia digital w apds o conversor A/D .
Simultaneamente, maiores serdo as magnitudes das componentes espectrais de alta frequéncia no dominio
frequéncia w necessarias para construir o pulso no dominio tempo.

Ou seja, quanto mais rapida for a variacdo no tempo do sinal (= quanto mais estreito for um pulso de duracao At),
mais largo sera o espectro X(ef‘“) resultante no dominio frequéncia digital w.

No limite, quando o pulso se torna um impulso, conforme descrito no item (f), X(ef‘”) resulta em uma constante,

indicando que todas as frequéncias w no intervalo —m < w < m sdo necessarias para construir no dominio tempo
uma variacao tao rapida como é o impulso.

Por exemplo, conforme discutido no Cap | das notas de aula, descargas elétricas atmosféricas (relampagos)
interferem as comunicacdes de radio em uma ampla faixa de frequéncias. Isto ocorre porque um relampago pode
ser aproximado por um impulso, e, portanto, o espectro resultante é extremamente largo, interferindo os sinais
de radio nas faixas de VLF, LF, MF, HF e VHF.
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Homework

Um conversor A/D com frequéncia de amostragem f; = 32kHz digitaliza um sinal analégico x(t) que é um pulso
retangular de amplitude A = 1, iniciandoem t = 0 e de duracao At, conforme mostra a figura.

Seja x[n] a sequéncia na saida do conversor A/D resultante da digitalizagdo de x[t].
1
x(t)
0.8
0.6
0.4
0.2

0
t
Pede-se: At

(a) Plote o grafico da sequéncia x[n] para At = 8/f; nointervalo 0 < n < 20;

(b) Plote o grafico do mddulo e da fase do espectro X(ej“’) de frequéncias angulares digitais de x[n] no
intervalo —m < w < m;

(c) Plote os graficos obtidos em (b) com o eixo da abscissa representando o intervalo de frequéncias
analdgicas — f; /2 < f < f5/2;

(d) Repita (a), (b) e (c) para At = 8/f;;

(e) Repita (a), (b) e (c) para At = 4/f;;

(f) Repita (a), (b) e (c) para At = 2/f;;

(g) Estabeleca conclusdes a partir dos resultados encontrados de (a)-(f).
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Apéndice A:

Operation Formula

: 6
Rectangular to Polar zZ=X+jy =re’
Conversion

where r =+/x? +y% and @ =arctan(y/x)

Polar to Rectangular | z=re’ =r [cos(8) + jsin(@)] = x + jy

Conversion where r =cos(@)and y =rsin(é)
Add: z3 =2+ 2 (X1 +X2 ) +j (y1+Vy2)
Subtract: z3 =2z, -z | () —X3) +j (Y1 —¥2)
Multiply: z = 2, (X1 =Ny )+ i (xys + hX)
(polar form) i ellti+é)
Bivier: 25 =avizs (X% =NV 1—1 (:1 Vo~ N%X)
X3 TV2
(polar form) LIPYLEDY
g
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Apéndice B:

Relationship

Relationship

sinu =coslu —m/2)

cos u=sin{ u+r/2)

cos(—u) =cos u

sinl—u) = —sin{uv)

2

sinfuw+cos?u =1

cos 2y =, (1+cos2u )

2

: 1
sin“u =4(1-cos2 v)

cos( v £ v)=cosucos vEsinUsIn v

sin{v £v) =sin ucos v cosusiny

COS UCDS V = ;[BDEI: u—v)+ cos(u+vl]

sin Wsin v = %[nus{u —v) +cos(u +v]]

SiNUCOS v =% [sin(z —v) +sinu +v)]

T =
COS U = E[ﬂl‘“+45|' ‘”]

. 1 i _1i
siny = j[ej"—e ”’]

eM = cosu +jsinu
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Apéndice C:

Name Sum Condition
N, aN, —3N2 +1

Finite on [ Ny, Np]1 | Y ak = none

k=N, 1-a

N 1 . aN+1
Finiteon [0, N - 1| ) a* = — none

k=0 =
Infinite Y a¥ :ﬁ EIR3
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