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Exemplo — Fung¢ao de transferéncia de um circuito elétrico

Exemplo: O diagrama abaixo mostra um sistema LTI analégico construido com um indutor L, um capacitor C e um resistor
de carga R; que representa a resisténcia de entrada do bloco funcional que segue o sistema LTl. Pede-se: (a) Determine
analiticamente a fungao de transferéncia H(f) para o sistema LTl abaixo. (b) Plote na banda fmin < f < fmax as curvas
da magnitude e da fase da resposta em frequéncia do sistema p/L =1.0H,C = 1.0 F e R, = 2Q, sendo fmin =0.01Hz e
fmax = 1.0 Hz. (c) A partir do resultado obtido em (b) Infira se este sistema LTI é um LPF (low pass filter) ou se é um HPF
(high pass filter). (d) Determine a resposta v,,;(t) para v;,(t) = 10 cos(2m0.15t + 30°). (e) Para um intervalo de tempo
correspondente a 2 periodos de v;,(t) plote em um mesmo grafico v;,(t) e v,,;(t) obtido em como resultado de (d).

L
Vin(t) - C RS 06y ()
Solugao: — o & o -

(a) Para determinar analiticamente a fungdo de transferéncia H(f) = V,u:(f)/Vin(f) do circuito elétrico acima é
necessario representar a razao entre tensao e corrente nos terminais de cada elemento do circuito em funcdo da
frequéncia f . Conforme Apéndice B, o circuito assim representado resulta em:

Vin (f) :: 1 RL Vout (f)
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Exemplo — Fungao de transferéncia de um circuito elétrico

Aplicando Kirchoff e andlise de malhas, temos:

JwL
Ry
. 12
Vin(f) I p— 1 Vour (f) w =2nf
jowC
— O @ O -
~Vin +]a)L11+( ) (I —1;) =0 (1) Substituindo (6) em (5) temos:
1 ) : .
- |\ (12 — 11) +R;I, =0 (2) 1 Vout _ Vout + joVinR, C Vo =0 v
<1“’C iwC )\ 'R, R, —w?R,LC )| T out 7)
Rl = Vour (3)
— Como o sistema é LTI, podemos fazer V;,, =1 em (7) e isolar V,,,;¢, de
De (3), 12 — V;ut . Substituindo em (1) e (2) temos: forma que V,,; resultante representa H =V, /Viy, :
L

B T Vout
~Vip + joLl i+ I, — =0 (4) .
( ) ( Ry, ) (J 1 ) (Vout _ (Vout +]wRL C)) + Vout =0 (8)

- 1 v wC RL RL _(,()ZRL LC
o
V@ L Isolando V,,,; em (8), temos:
De (4), H(w) Vout R,> —L(R,’Cw®+jwRy) (9)
a) s —_—
P Vout + jwVinRy, C 6) Vin (R, LC)?w* + (L2 — 2LCR,)w? + R, *
1= RL — G)ZRL LC
w = 2nf
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Exemplo — Fungao de transferéncia de um circuito elétrico

(b) Para plotar as curvas de magnitude |H(w)| e de fase <H(w) de H(w), w = 2nf, na banda 0.01Hz < f < 1.0 Hz,
para L=10H,C=10Fe R, =2Q, lembre que H(w) é uma fun¢do complexa da forma H(w) = Re{H(w)} +

jim{H ()}. Dai, do Apéndice A, |H(w)| = /(Re{H(@)D2 + (Im{H(@)})? e <H(w) = atan (%

quanto a curva de fase <H(w), ao invés de usar a fungdo atan() é usual utilizar a funcdo atan2() , dado que atan2()
delimita a faixa de variacdo angular da fase no intervalo [-180°, +180°] (ver https://en.wikipedia.org/wiki/Atan2).
Portanto, da equagdo (9) do slide anterior, e usando a fungdo atan2() p/ a curva <H(f), temos:

). Em particular,

L2
o

|H(P)| <H(f) [°]

- 100 .I‘

- 150

al | . |
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f [Hz] f [Hz]

(c) O sistema LTI em questao é um filtro passa baixa com um pico de ressonancia em f=0.15Hz na curva de magnitude da
resposta em frequéncia . Note da curva de fase que o sistema atrasa o sinal de entrada, chegando a -180° p/ f > 1Hz.
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Exemplo — Fungao de transferéncia de um circuito elétrico

(d) Para determinar a resposta v,,;(t) a excitagio v;,(t) = 10 cos(2m0.15t + 30°), primeiramente precisamos
determinar |H(f)| e <H(f) na frequéncia f;,, da excitagdo, que é f;,=0.15 Hz.

Dai, da equagdo (9), temos que |H(f;,)| =2.065 e <H (f;,) = -76.7".
E, portanto, v, (t) = 10|H(f;)| cos(2n0.15t + 30° + <IH(fin)) = 10 X 2.065 cos(270.15t + 30° — 76.7°)
Que resulta em v, (t) = 20.65 cos(2m0.15t — 46.7°).

(e) Plotando vy, (t) e v,y (t) em um mesmo graficopara0 <t < 2T, comT = 1/f;,, = 6.7s:
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Homework - Refazer o exemplo anterior, trocando a posigio do inductor L e do capacitor C , conforme abaixo:

(o]
+

D -

vin (t) L RL vout(t)
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Exemplo — Tempo de transferéncia de dados digitalizados

Exemplo: Um concerto de um famoso pianista, com dura¢ao T de 1 hora, foi digitalizado e armazenado em um site de
musicas classicas. A faixa de audio considerada para digitalizacdo foi de 0 a 10 kHz, utilizando como taxa de amostragem 5
vezes a frequéncia de Nyquist e amplitude quantizada em M = 512 niveis. Para realizar transferéncias de dados deste site,
o computador utilizado consegue manter uma taxa constante de 7 =4 Mbits/s. Com base nas informacGes acima,
determine o tempo estimado At, em segundos, para a completa transferéncia do arquivo para esse computador.

Solugdo: A frequéncia de Nyquist fy,, € a minima frequéncia de amostragem p/ que ndo seja gerado aliasing no
processo de digitalizagdo, dada por fy,, = 2 fi , onde fy, € a maxima frequéncia no espectro do sinal a ser digitalizado.
Do enunciado é dado que fy =10KHz, de modo que fy,q = 2 fy = 20KHz.

Da assercao no enunciado “utilizando como taxa de amostragem 5 vezes a frequéncia de Nyquist”, temos que a
frequéncia de amostragem é f; = 5fy,,, =100Kamostras/s.

Ainda do enunciado é dado que a taxa de transmissao é T = 4 Mbps , que o numero de niveis de quantizacao é M =512 e
gue o tempo de duracao da informacao que foi digitalizada é T =3600 s (1 hora).

O numero de bits por amostraé N = ceil(logz(M)) = ceil(In(M)/In(2)) = 9 bits/amostra.

bits amostra

x 100000

amostra S

O numero total de bits a serem transferidos é Ntot =N f, T =9 X 3600 s = 3240000000 bits

(3.24 x 109 bits).

Dai, o tempo At estimado para transferéncia de Ntot = 3.24 x 10° bits a uma taxa de transmissdo T = 4 Mbps é

__ Ntot _ 3.24 x 10° bits

At = =810 s

T 4 x 106 225
S

Homework - refazer este exemplo agora considerando a taxa de transmissio de uma rede Fast Ethernet (tr = 100
Mbps) e faixa de dudio 0 a 22 kHz.
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Exemplo — Quantizag¢ao e Nyquist

Exemplo: A analise de vibragdes mecanicas na estrutura de aeronaves, causadas pelas condi¢cdes aerodinamicas
operacionais, é crucial para a integridade fisica das mesmas. Um sistema de aquisicao de dados monitora estas vibracdes
através de transdutores elétricos, tendo o sinal analdgico na saida dos transdutores as seguintes caracteristicas:

* faixa de frequéncia do espectro do sinal: 1Hz a 100 Hz
* excursao em amplitude dosinal: =5Va+5V

O sinal analdgico é digitalizado com uma resolu¢ao de 50 mV e transmitido para uma central de processamento, onde é
analisado. Determine a minima taxa de transmissdo T destes dados digitalizados em bits/s.

Solugao: Do enunciado é dado que o passo de quantizacao € S =50mV e que os limites da excursao do sinal analdgico sao
Vy =45V eV, = —-5V. Portanto, o nimero de niveis de quantizagdo é M = (Vy —V,)/S = 200.
O ndimero de bits por amostraé N = Ceil(logZ(M)) = ceil(In(M)/In(2)) = 8 bits/amostra.

Do enunciado, a maxima frequéncia no espectro do sinal analégico é fj; =100 Hz. E dai, a frequéncia de amostragem f
minima de acordo com o critério de Nyquist é f; = 2 f); = 200 amostras/s.

Portanto a minima taxa de transmissao 7 é

T=Nfy =8 —>—x 200 2= = 1600 bps

amostra

Homework - refazer este exemplo agora considerando a faixa de frequéncia do espectro do sinal 10Hz a 1KHz
e resolugdao de 10mV.
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Apéndice A:

Operation

Formula

Rectangular to Polar
Conversion

z=x+jy =re’?

where r =+/x? +y% and @ =arctan(y/x)

Polar to Rectangular
Conversion

z=re’ =r[cos(8)+ jsin(@)] = x+jy
where r =cos(@)and y =rsin(#)

Add: z; =2;+ 2z,

X1+ X3 ) +j(y1+y2)

Subtract: z3 =2, -2z,

(X1 —=x3) +j(y1 —¥2)

Multiply: z; = 2

(XiX3 = V1Yo )+ J (XY + i Xa)

(polar form) ﬁ@eﬂfﬁﬂl
Divide: z; =2z;/z (X% =Wy )= (X%¥ —V1%)
. I3 =21/Zy 5
Xy T3
(polar form) N pile-8)
p
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Apéndice B:
Sob excitacdo senoidal, uma solucdo para as tensdes e/ou correntes na equacdo diferencial que rege um sistema LTI
analdgico é a funcdo complexa F.(t) = Ae/¥Pe/®t = Ae/(@t¥) = Acos(wt + ) + j Asin(wt + ), com
Re{F.(t)}=Acos(wt + Y) e Im{F.(t)}=Asin(wt + ) respectivamente representando uma cossendide e uma sendide,
ambas de frequéncia w = 2rf, amplitude A e fase Y (ver Apéndice A). O sistema LTI processa de modo independente
Re{F.(t)} e Im{F.(t)}, e dai podemos desprezar Im{F.(t)}e considerar Re{F.(t)} como a resposta a Acos(wt + ).

. ) .
Independente de F.(t) representar uma tensdo ou uma corrente, E{Fc(t)} resulta na mesma forma funcional de F.(t), o

que caracteriza F.(t) como uma fungdo que é solugdo da equacgdo diferencial que rege a transmitancia do sistema LTI
analdgico (i.e., apds a execucdo da(s) derivada(s) e/®t é cancelada no lado esquerdo e direito da equacio diferencial).

9 9 . , | , o , . . , . +

<z . Voot — pelb Z{pjwt) — ApJ¥ Jot — JYpjwt —

o {E.(t)} o {Ae e } Ae o {e } Ae'Vjwe jwAel¥e jw E.(t) i(t)l di(t)
v(t) =1L

Exemplo: Determine a resposta v(t) a excitacdo i(t) = Icos(wt + ) do sistema LTI L dt

formado por um indutor de valor L.

Solucdo: Vamos excitar o sistema com a excitacdo complexa i.(t) = Ie/¥e/®t = [cos(wt + ) + j Isin(wt + ) ao invés
de excitar com a excitagdo real i(t) = Icos(wt + ), notando que i(t) = Re{i.(t)}. Dai temos que a resposta complexa
v.(t) = Vel9el®t = Vcos(wt + 6) + j Vsin(wt + 0) a excitacdo i.(t) é obtida da seguinte maneira

. - o d{le/¥eivt L o d{e®t
d;(;') = vc(t)=Ldl:i£t) = Velfel®t = {edte } = Vefgef“’tzle]‘/’L—{edt } =

v(t) =1L

= Kijge/"ﬁ = kI_eYi’}r”Lja)y'dt = Vel® = jwLle™ =) |V = jwLi|—>» resposta fasorial
' Obtendo a resposta no tempo v(t) a partir da resposta fasorial V:

Vv i
/'
Fasor de v(t) / v(t) = Re{Ve/®t }|= Re{jwLIe/¥e/*t } = Re{e/*” wLle/¥e/®t } = Re{wLle/ (@WtT¥+90) } =
Fasor de i(t)
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Apéndice B: +

Exemplo: Determine a resposta v(t) a excitagdo i(t) = Icos(wt + ) do sistema LTI i(t) =C dv(t) l -[C v(t)
formado por um capacitor de valor C . dt —

Solucdo: Vamos excitar o sistema com a excitacdo complexa i.(t) = le/¥e/®t = Jcos(wt + ) + j Isin(wt + ) ao invés
de excitar com a excitagdo real i(t) = Icos(wt + ), notando que i(t) = Re{i.(t)}. Dai temos que a resposta complexa
v:(t) = Vel9el®t = Vcos(wt + 6) + j Vsin(wt + 0) a excitacdo i.(t) é obtida da seguinte maneira

o 6, jwt o . d{ejwt}
d . dv(t) e d{ve’®ele* } Vot — 17,)0
i(t)=cC 1;(;) P i) =C— = le/Vel®l=C——0p = le/Vel®t = VelfC — =

) 1 \.
JU o Jwt — O i pi0t o — jé [ — i ' V=|—|I resposta fasorial
% le’¥e Ve C]wyd % le jwCVe % I=jwCV % (ij) — resp

/vl Vv Obtendo a resposta no tempo v(t) a partir da resposta fasorial V:

Fasor de i(t)

v(t) = Re{Ve/®t }|= Re {(]wic) Je/Veiwt } = Re {e‘j%owLCej‘/’ej‘”t} = Re {ch gl (@t+—90%) } =

Fasor de v(t)

I Y N I .
—Re{w—ccos(wt+1/)—90)+1Rsm(wt+lp—90)}—wccos(a)t+l/) 90°)
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