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Série de Fourier de sinais no tempo discreto

No Cap Ill.1 discutimos a Série Fourier em tempo continuo (SFTC) como um método para representar sinais peridédicos no
tempo continuo e determinar a resposta de um sistema LTI analégico a uma excitacdo periddica (exemplo da fonte
chaveada). Neste capitulo, analisaremos a SF em tempo discreto (SFTD) aplicada a representacao de sinais periddicos no
tempo discreto. A abordagem é semelhante a vista no Cap Ill.1, valendo aqui a maioria dos conceitos basicos |3 vistos, com
algumas diferencas significativas conforme veremos. Na realidade a SFTD é muitissimo similar (sendo idéntica) a
Transformada Discreta de Fourier, a ser analisada adiante em capitulo posterior das notas de aula, quando retomaremos a
discussao sobre a similaridade entre a SFTD e a Transformada Discreta de Fourier.

Vimos nos capitulos anteriores das notas de aula que, se um sistema LTI em tempo continuo (sistema analdgico) é excitado
por uma cossenoide (ou sendide), a resposta também sera uma cossenoide, de mesma frequéncia da excitacdo, mas com
magnitude e fase que respectivamente dependem da magnitude e da fase da fungao de transferéncia H(w) do sistema,
conforme mostra a figura.
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De mesma forma que para um sistema analdgico, se um sistema LTI em tempo discreto (sistema digital) é excitado por
uma cossenoide (ou sendide), a resposta também sera uma cossenoide (ou sendide), com a mesma frequéncia, mas de
magnitude e fase que dependem da funcdo de transferéncia do sistema. Se um sistema LTI é excitado por uma soma (=

Série de Fourier de sinais no tempo discreto

superposicao) de sinais, a resposta geral é a soma das respostas para cada um dos sinais individualmente.

A abordagem que representa sinais discretos no tempo através de série de Fourier em tempo discreto (SFTD) nada mais
faz do que expressar sinais periddicos arbitrdrios como uma combinacao linear (= superposicao) de sendides, de valor real
ou complexo (exponenciais complexas). Especificamente, esta abordagem faz uso da superposicao de sinais para encontrar
a resposta de qualquer sistema LTl a qualquer sinal arbitrario através da soma das respostas a exponenciais complexas

individuais, conforme mostra a figura.

X[n] — AlejZmzﬂV1+ A2e]21tn/Nz+ A3e’27‘7‘/N3 —_ h[n]
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Mesmo que x[n] seja uma sequéncia de valores reais, ainda assim a superposi¢cao de exponenciais complexas é capaz de
representar x[n] porque duas exponenciais complexas conjugadas sdo capazes de sintetizar sendides e cossenoides reais

yln]

através das seguintes relacdes trigonométricas (ver Apéndice A):

ejZnn/Ni + e—jZnn/Ni

cos(2mn/N;) =

2

sin(2nrn/N;) =

h[n] é a resposta ao impulso do sistema LTI.

N; é o periodo da i-ésima exponencial
complexa.

A; e B; sdo fasores da forma |4;|e/¥4i e
B; = |B;|e/*".

Esta figura mostra que a resposta y[n] de
um sistema LTl a um sinal x[n] é equivalente
a soma das respostas individuais do sistema

a exponenciais complexas cuja soma (=
superposi¢do) é equivalente ao sinal x[n].

ejZTL'Tl/Ni — e—jZnn/Ni
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Série de Fourier de sinais no tempo discreto

Por exemplo, a figura mostra a superposicao através da soma e a superposicao através de subtracao entre as exponenciais
para respectivamente formar as fungdes reais 2cos(2mn/16) e 2jsen(2nn/16):

complexas

ejZnn/16 e e—j27m/16

Im(e]21tn/ 1 6)

Im( 612101/ 164 e-ﬂn:n/ 1 6)

Re(e -j2nn/1 6)|

Im

Re(eﬂnn/ 164 52mn/1 6)

(ej2nn/ 16_p,-2mn/1 6)

;HHH\‘ Re(esz/IG_e-ﬂTm/lG)
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Série de Fourier de sinais no tempo discreto

Representando entdo a sequencia x[n] de periodo N por uma superposi¢ao de exponenciais complexas, temos:
n0+N—1

x[n] = Z c, [k]ef2mkn/N (1)

k=n0

onde ng é um valor inteiro e arbitrario, sendo usualmente adotado ny = 0 . Note a semelhanga com a SF Exponencial
para x(t) no tempo continuo:

e}

x(O) = ) cilklelm 2

k=—o0

Os coeficientes ¢, [k] em (1), que definem o espectro discreto de x[n], sdo dados por:

1 N-1
el = = > x[n]eizmn/N

n=0

Exemplo: Considere a sequéncia x[n] de periodo N =12 conforme mostra a figura.

n x[n]
1 1 0 0
0.8 x[n] @ 1| 014
. ¢ 2| o028| Pede-se: (a) Determine e plote a magnitude e a fase do
. ] 3| 042 .
y & T osc| espectro discreto cxlk] de x[n]. (b) Reconstrua x[n] no
- P ‘ 5| 07| tempo discreto a partir de suas componentes espectrais
g ‘f’ ‘ : g':‘; cx[k]. (c) A partir da expressdo de x[n] obtida em (b) plote
00 {1 2 3 4 56 7 8 9 10 11 12 8 ol x[n] por dois periodos N consecutivos a partir da origem,
n 9 o| istoé, plote x[n] paran=20,1,---,2N — 1.
10 0
. . 11 0
primeira amostra ultima amostra
do periodo do periodo
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Série de Fourier de sinais no tempo discreto

Solugao: (a) De (3) e dos valores da sequencia x[n] dados no enunciado temos:

1% k [K]
. c
_ —j2mkn/12 x
Cy[ k] ——Z x[nle™’ |:>
X 12 0
n=0 0 0.327
1 -0.193-0.009i
0.4 2 0.076-0.01i
b 3 -0.047+0.047i
0.3 4 | -5.833'10-3-0.051i
03 5 0.020+0.031i
o
6 -0.047
7 1029-0.031
0.1 53 % 0.029-0.031i
® 8 | -5.833-103+0.051i
0 - > 2 =
0 2 34 5 67 &9 01U D S il e
I 10 0.076+0.01i
11 -0.193+0.09i
200
)\ ®
100 @
q
0 < 3
- 100 &
d
b
-200
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k
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Série de Fourier de sinais no tempo discreto

(b)&(c) De (1) e dos valores de ¢, [k] obtidos em (a), e para n = 0,1,-:-,23, temos:

11 n__ x[n]
i 0 0
x[n] = c, [k]e/2mkn/12 |:>
] Z [kl 1| 014
k=0

2 0.28
3 0.42
x[n] ! ( [] 4| 0.6
i 5| 07
- 6| 0.4

0'4 4 ! 4 4 | 4 ! 4 4 - 4 4 ! t
| | 7| o0.98
T B

0 ~ — e e
s 9 0
012345678 91011121314151617181920212223 24 10 0
n

111 0
12 0
Note que a reconstrucdo de x[n] discreta a partir de suas 13| 0.14
componentes espectrais c,[k] resulta em uma reconstrucdo 14| 0.28
exata. Esta é uma diferenca significativa com relagdo a 15| 0.42
reconstru¢do de x(t) continua a partir de suas componentes 16| 0.56
espectrais c,[k], que sempre resulta apenas em uma 17| 0.7
reconstrugdo aproximada em consequéncia da distor¢do de 18| 0.84
Gibbs, a menos que se utilize infinitas componentes espectrais 19| 0.98
na reconstrucdo de x(t). 20 0
21 0
22 0
23 0
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Homework

Considere a sequéncia x[n] de periodo N =12 conforme mostra a figura.

0.6

x[n] ¢
04——— ® 1 [ 1 |
0 . T T on) OSSN NS
g 1 2 ¥ 4 58T 8§ RN B
T ' T
primeira amostra ultima amostra
do periodo do periodo

Pede-se: (a) Determine e plote a magnitude e a fase do espectro discreto ¢, [k] de x[n]. (b) Reconstrua x[n] no tempo

discreto a partir de suas componentes espectrais ¢, [k]. (c) A partir da expressdo de x[n] obtida em (b) plote x[n] por
dois periodos N consecutivos a partir da origem, isto é, plote x[n] paran =0,1,---,2N — 1.
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Transformada de Fourier - andlise espectral de sinais nao-periodicos no dominio tempo continuo

Conforme visto no Cap Ill.1 das notas de aula, a SF Exponencial representa um sinal x(t) real de periodo T através da
superposicdo de exponenciais complexas conforme (4) abaixo. Os coeficientes ¢, [k] sdo dados por (5)-(10) e representam

a magnitude |c,[k]| e a fase <c, [k] das M primeiras componentes espectrais do espectro bilateral de x(t) :

M

x(t) = z

Cy [k]ej2nkt/T

k=—M

onde
¢x[0] = a,[0] (5)
a,lk|—jb,lk 6
col=k] = ¢, [K] )
sendo {-}* o operador que retorna o complexo
conjugado de seu argumento

T
a,[0] = —f x(t)dt
0
T
a.lk] = —j x(t) cos(2mkt/T) dt
0

2 T
belk] = 7 j x(t) sin(2rkt/T) dt
0

(4)

(8)

(9)

(10)

Combinando algebricamente as equacgdes (5) a (10) os coeficientes ¢, [k] podem alternativamente ser dados por

k] = %ft

0

to+T

x(t)eJ2mkt/T g

onde t, é um instante arbitrario, sendo usualmente adotado ty = Oouty, = —-T/2.

(11)
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Transformada de Fourier - andlise espectral de sinais nao-periodicos no dominio tempo continuo

Consideremos o trem de pulsos x(t) de duragao 7 =1 us, periodo T =5 us e amplitude A = 10V, ja analisado no Cap
[11.1 das notas de aula, conforme mostra a figura:

15

x(t)

~

10

\ 4
A

A magnitude |c,[k]| e a fase «c,[k] das componentes espectrais do 5
espectro bilateral de x(t), representadas pelos coeficientes c,[k] dados
por (5)-(10), sdo mostrados abaixo para uma faixa espectral de 0 a 10 MHz: t[us]

A\ 4

g,
&

| [K]I
135 :
1 ]
0.5 : i —
0 garders ol ey a1l l”? 1‘”}'1”['1:[ [';]III‘FHTTﬁT—IﬁTT‘F::': 11l rirel it
-10-9-8-7-6-5-4-3-2-1[0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 : :
v 0 1
200 R
Af
100
| | | ’ | | | | | | Note que duas componentes espectrais
L ECELO LT EEEEEEEEEEEEET T . .. A
L, [k] © I‘ || || || || || || || || || adjacentes no dominio frequéncia sdo
—100 separadas de Af =1/T = 200KHz
paraT =5 us.
—-200 - - - .
-10-9-8-7-6-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
f[MHz]

Sinais e Sistemas Cap 1.3 — Transformada de Fourier Prof. DeCastro 10



Transformada de Fourier - andlise espectral de sinais nao-periodicos no dominio tempo continuo

Vamos agora aumentar o periodo do trem de pulsos x(t) para T = 10 us mantendo a duragdo 7 = 1 us e a amplitude
A = 10V, conforme mostra a figura:

15
x(t) T
10 _my
A magnitude |c,[k]| e a fase «c,[k] das componentes espectrais do 5 T
espectro bilateral de x(t), representadas pelos coeficientes c,[k] dados o >
por (5)-(10), sdo mostrados abaixo para uma faixa espectral de 0 a 10 MHz: t[us]
"0 2 1 6 s 10 1 12 16 18 2
1
|cx K]l
0.8
0.6
04
0.2 —
Ommm‘mmﬂﬂm R SUPT BP
-10-9-8-7-6-5-4-3-2-110 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

fIMHz]

Duas componentes espectrais adjacentes

no dominio frequéncia sao separadas de

Af =1/T = 100KHz para T = 10 us.

Portanto, com o aumento do periodo T

~200 ocorreu uma redugdo da separagao Af

-10-9-8-7-6-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7 8 9% 10 entre as componentes espectrais, se
f[MHz] comparado ao slide anterior.
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Transformada de Fourier - andlise espectral de sinais nao-periodicos no dominio tempo continuo

Vamos agora aumentar o periodo do trem de pulsos x(t) para T = 20 us mantendo a duragdo 7 = 1 us e a amplitude
A = 10V, conforme mostra a figura: .

15
x(t) T
10 T
A magnitude |c,[k]| e a fase «c,[k] das componentes espectrais do 5 T
espectro bilateral de x(t), representadas pelos coeficientes c,[k] dados »
por (5)-(10), sdo mostrados abaixo para uma faixa espectral de 0 a 10 MHz: ° t[us]

0.5
04
0.3
0.2
0.1
0

|ex [k

Duas componentes espectrais adjacentes
no dominio frequéncia sdao separadas de

100

Aexlk] 0 Af = 1/T = 50 KHz para T = 20 ps.
- 100 Com o aumento do periodo T a separagao
- Af entre as componentes espectrais

-10-9-8-7-6-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10| torna-se tio pequena que o espectro

.

f[MHz] tende a ser continuo visualmente.
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Transformada de Fourier - andlise espectral de sinais nao-periodicos no dominio tempo continuo

Portanto ao aumentar o periodo de uma fungdo x(t) tal que T — oo, a separagdo Af entre as componentes espectrais
cx[k] torna-se de valor infinitesimal df e o espectro de x(t) torna-se uma fungdo continua ¢, (f) no dominio frequéncia
f. Mas uma fungdo x(t) de periodo T infinito é uma fungdo que ndo se repete no tempo t, e, assim, é uma fungao
aperidédica. Desta maneira, fungdes x(t) aperiodicas e continuas no dominio tempo £ possuem um espectro continuo
¢.(f) no dominio frequéncia f. Passamos agora a adaptar a SF exponencial dada pela equagdo (4) de forma que ela
possa representar o espectro continuo de sinais aperiédicos.

Seja x(t) um sinal aperiddico de duragdo finita de forma que x(t) = 0 para |t] > T . A figura abaixo mostra, a titulo de
exemplo, uma possivel forma funcional para um sinal x(t) que obedece esta condigdo.

x(t)

—p- L

—T T
Seja x7(t) um sinal periddico de periodo T formado através da repeti¢ao periddica de x(t) ao longo do eixo do tempo ¢t
com um periodo de repeticao T conforme mostra a figura abaixo.

xr(t)
A A A . 1 | i ¢
—T/2 —7 T T/2 T 2T
Note que Th_glo xp(t) = x(t) (12)
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Transformada de Fourier - andlise espectral de sinais nao-periodicos no dominio tempo continuo

A SF exponencial de x1(t) é dada por (4) com M = oo, sendo os coeficientes c,[k] dados por (11) , conforme segue:

xr(t) = z i [k]ef2mht/T = z ce[k]e/*®t sendo w= 2m/T (13)
k=—o0 k=—o0
1 to+T ) 1 T/2 )
o lk] = —f xp(t)e J2mkt/T gt — —J xr(t)e Tkotde (14)
T )y, T ) 1/,

Dado que x7(t) = x(t) para |[t| < T /2 (ver graficos no slide anterior) e dado que x(t) = 0 fora do referido intervalo,
entdo a equacao (14) pode ser reescrita como

1 (T/2 . 1 .
c[k] = ?f / xr(t)e Tkotqr = Tj x(t)e Tkwtqt (15)
-T/2 — 00

A titulo de tornar compacta a representacdo algébrica da equacgdo (15), vamos definir a fun¢do X (w) dada por

X(w) =j x(t)e /@tdt (16)

de modo que, usando a defini¢do (16) na equagdo (15), os coeficientes ¢, [k] passam a ser dados por

1 [ | 1
il =7 j x(t)e otdt = X (ko) (17)
Substituindo (17) em (13)
- . =1 . 1 - .
2 (£) = Z ¢, [k]e/kot = z =X (kw)eket = — z X (ka)el*t ¢ (18)
k=—o0 k=—o0 k=—o0
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Transformada de Fourier - andlise espectral de sinais nao-periodicos no dominio tempo continuo

o}

xr(t) = Z c,[k]elkot = z %X(kw)ej’“"t =% Z X (kw)elk@t (18)

k=—o0 k=—o0 k=—o0

Ao aumentar o periodo de uma func¢do x;(t) tal que T — oo a fun¢do torna-se aperiddica. E, conforme vimos nos slides
10, 11 e 12, a condigdo T — oo torna infinitesimal a separa¢do Af no dominio frequéncia entre as componentes espectrais
c[k], de tal forma que Af — 0 nesta condi¢do. Portanto, T — oo torna Af um valor infinitesimal df. Equivalentemente,
dado que w = 27f, ao aumentar o periodo de uma fungdo x;(t) tal que T — oo, a separagdo Aw entre as componentes
espectrais é tal que Aw — 0, portanto tornando Aw um valor infinitesimal dw.

Facamos entdo T — oo em (18) de forma que a mesma represente um sinal aperiddico. Visto que T — oo e dado que
w = 21 /T, entdo w se torna um valor infinitesimal dw , ou equivalentemente Aw — 0. Nesta situacdo, (18) torna-se:

1 < .
Tlim xr(t) = > Z X(kAw)e/*A®t Ay onde Aw — 0 (19)

k=—

Usando a equacgdo (12) x(t) = 7lim x7(t) em (19) obtemos:

. . 1 < .
x(©) = Jim xr(0) = lim = " X(kAw)eH Ao (20)

k=—o00
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Transformada de Fourier - andlise espectral de sinais nao-periodicos no dominio tempo continuo

. _ 1 — _
w0 = Jim 2 ()= fim o) X(kdw)e M A (20)
k=—o0
\ 1
, ! -
. iw
X(w)elwt A Area total sob a curva X(w)e

A, = X(kAw)el*¥A@tAw

Aj € aarea do k-ésimo retangulo

. sob a curva X(w)e/®t

& > a)
(k — DAw - ,:Aw\ (k + 1)Aw

A anélise da figura acima evidencia que para Aw — 0 o somatério Y _o, X(kAw)e/ 2t Aw em (20) calcula a 4rea

total sob a curva X(w)e’“t, e, portanto, calcula a integral da funcdo X (w)e/®t:
lim Z X(kAw)e/*A@t Aw = f X(w)e/“tdw (21)
Aw—-0
k=—o0 -®

Nota: O fato de a curva X(w)e/®t = Re{X(a))ej“’t} +jIm{X(a))ej“’t} ser uma curva de valor complexo n3o invalida a
analise acima porque o sistema é LTl (e portanto vale a superposicao de sinais) e, em consequéncia, a mesma analise
acima pode ser feita separadamente para a parte real Re{-} e a parte imaginaria Im{-} de X (w)e/®t.
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Transformada de Fourier - andlise espectral de sinais nao-periodicos no dominio tempo continuo

Substituindo (21) em (20) obtemos
1 (® .
x(t) = —J X(w)e/?tdw (22)
21 )_o

sendo X(w) dada por (16), conforme slide 14:
X(w) =f x(t)e Jtdt (16)

Note que (22) e (16) contemplam um sinal x(t) continuo e aperiédico no dominio tempo t e um espectro X (w) continuo
no dominio frequéncia w, sendo w = 2rf. Note também que (22) e (16) resultam da adaptagdo das equagdes (13) e
(14) do slide 14, abaixo reproduzidas. Estas equacdes sdo representativas da SF exponencial e contemplam um sinal
x7(t) continuo e de periodo T no dominio tempo t e um espectro c,[k] discreto no dominio frequéncia f, sendo f =
w/2m. o

xr(t) = Z Cx[k]ejkwt sendo w=2m/T (13)
k=—0o0
T/2 _
c,[k] = Tf / xr(t)e Jketqe (14)
-T/2

As equacdes (16) e (22) definem respectivamente o operador Transformada Direta de Fourier F{-} e o operador
Transformada Inversa de Fourier F~1{-}, conforme abaixo explicitado:

X(w) =F{x(®)} = joox(t)e'j‘”tdt (23)
1 r® .
XO = F @) =5 [ X(@edo (24)

Sinais e Sistemas Cap 1.3 — Transformada de Fourier Prof. DeCastro 17



Transformada de Fourier - Exemplos

Exemplo: Considere o pulso x(t) aperiddico de duragao T = 1us e amplitude A = 10V, conforme mostra a figura abaixo.

2 x(t)

A =10V

*> t|Us
= 1 [us]

Pede-se: (a) Determine o espectro X(w) de x(t) através da operagdo X(w) = F{x(t)} onde F{-} é o operador
Transformada Direta de Fourier. (b) Plote a magnitude e a fase do espectro X(f) no intervalo —10/7 < f < 10/, sendo

f=w/2m.

Solugao: (a) De (23) temos

X(w) =F{x()} = foox(t)e'j“’tdt =A jre'j“’tdt
—00 0

Da equagdo 259 de http://www.fccdecastro.com.br/pdf/TOl.pdf temos que fe“" dx = 1 e Dai,coma=—jwex=t,
obtemos

T 1., I -4. . A . A - elv2
X(w) = Aj e Jotdt = A [_—(e—m’-‘)] =—[eJT—1]=—[1-e | = —[1-e | — =
0 jw , Jw jw jw 03
. T . T . T T
‘J“’E[ Jwgz _ ‘f“’i] sin|{w= T sinu
—a° ¢ ¢ = T(—Z) ~J9Z = A T sinc (a)%)e J®7  onde sinc(u) =

T N Oy

Ver Apéndice A
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Transformada de Fourier - Exemplos
X(w) = A T sinc (w%)e_jw% (25)
(b) Dado que w = 27 f, (25) pode ser reescrita como
X(f) = Atsinc (ZTL'f %) e 12 = 41 sinc(nfr)e I™T (26)
Explicitando a magnitude |X(f)| e a fase <X(f) do espectro X(f) dado por (26):
I X(f)| = |Atsinc(nfr)| (27) 2X(f) = —nft + if(sinc(nft) < 0,7, 0) (28)

Convertendo (28) para resultar um grafico em graus, ao invés de radianos, e limitando a excursao da fase em graus ao
intervalo —180° < <X (f) < 180°: 2X(f) = —mod(180f7 + if( sinc(nfr) < 0,180,0),180) (29)
onde mod(x, y) é o operador que retorna o resto da divisao de x por y (x modulo y), tendo o resultado o mesmo sinal que

x e onde if(cond, x, y) € o operador que retorna x se cond é verdadeiro (ndo-zero) e retorna y em caso contrario.
10

nuloem 1/7 =1 MHz

De (27) e (29) para —10/t < f < 10/t : g
ulolem 2/7=2 MHz
6
IO ) nuloem 3/7 =3 MHz
Note que da mesma forma que no caso : /\/\
perioddico (ver slide 10 do Cap lll.1 das B -8 o8 7 ¢ _’;’\_{EJ 5 % 0 1 2 5 4 5 & 7 § 9 i
notas de aula), um pulso x(t) f[MHz]
aperiédico de largura T sempre resulta 200
em um espectro com nulos em 100
multiplos inteiros de 1/7.
2X(f) ©
0 -9 -8 -7 -6 -5 -2 -3 -2 -1 10
f[MHZ]
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Transformada de Fourier - Exemplos

Exemplo : Um pulso x(t) aperiédico de duragdo T = 1us e amplitude A = 10V é aplicado a entrada de um filtro RC
passa-baixa, conforme mostra a figura abaixo.

A R =300Q
*(®) + o—AMW— +
A =10V 1
x(t) ¢ =3300pF = y(t)
- filtro RC
> t|us
0 T=1us [us] — ° passa-baixa

Pede-se: (a) Determine o espectro Y(w) de y(t) através da operagdo Y(w) = H(w)X(w), onde H(w) é a fungdo de
transferéncia do filtro. (b) Plote a magnitude e a fase do espectro Y(f) no intervalo —10/7 < f < 10/7, sendo f =
w/2m . (c) Determine e plote p/ 0 <t < 6 us aresposta y(t) a excitacdo x(t) através da opera¢do y(t) = F Y (w)},
onde F~1{-} é o operador Transformada Inversa de Fourier. Em razdo da complexidade analitica na obtenc¢do da primitiva
na integral para determinacdo de F~{Y(w)}, utilize na solucdo deste item a funcdo ifourier() do software Matlab:
“ifourier Inverse Fourier integral transform.

f = ifourier(F) is the inverse Fourier transform of the symbolic expression or function F with default independent
variable w. By default, the result f is a function of x. If F = F(x), then fis returned as a function of the variable t, f = f(t).”

Solugdo: (a) O espectro X(w) do pulso x(t) de amplitude A e duragdo 7 é dado pela equagdo (25) (ver exemplo anterior).
A fungdo de transferéncia H(w) do filtro é obtida do divisor de tensdo entre o resistor R e a reatancia 1/jwC do
capacitor C , e resulta em 1/RC 1/RC

" 1/RC+jo J(1/RC)? + w?

e—j atanz(%,w) (30)

Dai, de (30) e (25) temos:

_ _ 1/RC . T —jwt _ 1/RC . T —j wt+atan2 i,w
Y(w) = Hw)X(w) = Armsmc (a) E) e /Y2 = AT\/(l/RC)Z — sinc (a) E) e (@3 (ol (31)

sinu

onde sinc(u) =
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Transformada de Fourier - Exemplos

(b) Fazendo w = 2nf em (31) obtemos

Y(f) = At L/RC sinc(nfr)e_j(”fﬁatanz(%’Z”f)) (32)

J(/RC)? + (2rf)?

Explicitando a magnitude |Y(f)| e a fase <Y (f) do espectro Y (f) dado por (32):

_ : 1/RC
Y(P)I = 14 sine(nfo)| (i) 33)
IY(f) = — (nfr + if( sinc(tft) < 0,7, 0) + atan2 (% ,27Tf>> (34)

Convertendo (34) para resultar um grafico em graus, ao invés de radianos, e limitando a excursao da fase em graus ao
intervalo —180° < 1Y (f) < 180° :

180 1
1Y (f) = —mod (180fr + if( sinc(nft) < 0,180,0) + Tatanz (E ,21rf> , 180) (35)

onde mod(x, y) é o operador que retorna o resto da divisao de x por y (x modulo y), tendo o resultado o mesmo sinal que
x e onde if(cond, x, y) é o operador que retorna x se cond é verdadeiro (ndo-zero) e retorna y em caso contrario.
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Transformada de Fourier - Exemplos
De (33) e (35) para —10/t < f < 10/t:

10
Y (Pl A

: I
| /1

E10—9 -§ -7 -6 -5 -4 -3 -2-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

f[MHz]

200

SN N NNNNNNNN
VN NNNN NN NN

LY (f) of

AN AN NN
- NNUNNNNEN

-0-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
f[MHz]
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Transformada de Fourier - Exemplos

(c) A determinagdo da resposta y(t) = F 1Y (w)} a excitagdo x(t) através da operacio F~1{-} implementada pela
funcao ifourier() do software Matlab envolve o processamento de variaveis simbdlicas e demanda um conjunto de
comandos especificos para sua implementacao. O script .m abaixo € uma possivel sequencia de comandos do software
Matlab que determina e plota y(t) = F~1{Y(w)} através da funcdo ifourier():

% define parametros

A=10; % Amplitude do pulso

Tau=1l; % Duracao do pulso em microsegundos
R=300 % R em ohms

C= 3300*107-12 % C em F

RC=R*C*10"6;

% define array de variaveis simbolicas

syms X HY yv w

% especifica espectro X(w) do sinal de entrada

X= A*Tau*sin (w*Tau/2) .*exp (-Jj*w*Tau/2) ./ (w*Tau/2);

especifica funcao de transferencia H (w)

(1/RC) ./ (j*w+1/RC);

H=1;

calcula espectro Y(w) na saida do filtro

.*H;

Determina a saida y(t) aplicando a Transformada Inversa de Fourier sobre o

o° o° I oe
Il

<!
X

o° o°

espectro Y (w)
ifourier (Y);
mostra a expressao simbolica de y(t)

o° K
Il

o° K

plota y(t) para o intervalo [0 6]

ezplot (y, [0 6])

ajusta eixo horizontal para o intervalo [0 6] e o eixo vertical para o
intervalo [0 15]

axis ([0 6 0 157)

% coloca grid no grafico
grid on

3
3
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Transformada de Fourier - Exemplos

Para A=10V, t=1us, R=300 ohms e C= 3300 pF o script .m do slide anterior resulta na seguinte expressao analitica (=
expressdo simbdlica no contexto do Matlab) para a resposta y(t) = F~1{Y(w)} a excitacio x(¢):

y = (20*pi*heaviside(x) - 20*pi*heaviside(x - 1) - 20*pi*exp(-50/99)*exp(50/99 - (100*x)/99)*heaviside(x) +
20*pi*heaviside(x - 1)*exp(50/99)*exp(50/99 - (100*x)/99))/(2*pi)

onde a varidvel “x” representa a variavel tempo t , a constante “pi” representa a constante © e a funcao “heaviside(x)”
representa a fungdo degrau unitario u(t) vista no Cap | das notas de aula.

Plotando y(t) para 0 < t < 6 us a partir da expressao analitica de y acima obtemos:

y(})

15 T T

107 T
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Homework

Um pulso x(t) aperiddico de duragdo 7 = 1us e amplitude A = 10V é aplicado a entrada de um filtro RC passa-baixa,

conforme mostra a figura abaixo.
R =270Q2

x(t) 1 + o— AN +
A =10V 1
x(t) ¢ =330pF = y(b)
- filtro RC
> t|us
0 T=1us [us] — ° passa-baixa

Pede-se: (a) Determine o espectro Y(w) de y(t) através da operagdo Y(w) = H(w)X(w), onde H(w) é a fungdo de
transferéncia do filtro. (b) Plote a magnitude e a fase do espectro Y(f) no intervalo —10/7 < f < 10/7, sendo f =
w/2m . (c) Determine e plote p/ 0 <t < 6 us aresposta y(t) a excitacdo x(t) através da opera¢do y(t) = F Y (w)},
onde F~1{-} é o operador Transformada Inversa de Fourier. Em razdo da complexidade analitica na obtenc¢do da primitiva
na integral para determinacdo de F~{Y(w)}, utilize na solucdo deste item a funcdo ifourier() do software Matlab:
“ifourier Inverse Fourier integral transform.

f = ifourier(F) is the inverse Fourier transform of the symbolic expression or function F with default independent
variable w. By default, the result f is a function of x. If F = F(x), then fis returned as a function of the variable t, f = f(t).”

y(x)

Dica - O grafico de y(t) dever resultar conforme segue:

0 1 2 3 4 5 6
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Propriedades da Transformada de Fourier resultantes das equacgoes (23) e (24)

Property Signal Fourier transform
x(1) X(w)
x,(t) Xl(w)
x,(1) X (w)
Linearity a,x,(t)+a,x5(t) a, X (w) +a, X,(w)
Time shifting x(t—1,) e X(w)
Frequency shifting e/“' x(¢) X(w — wy)
1 W
Time scaling x(at) —X ( — )
lal| \a
Time reversal x(—t) X(—w)
Duality X(¢) 27x(—w)
dx (1) |
Time differentiation gy joX(w)
. dX(w)
Frequency differentiation (—jt)x(t) -
1
Integration f’ x(r)dr 7 X(0)6(w) + j—w-X(w)
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Propriedades da Transformada de Fourier resultantes das equacgoes (23) e (24)

Property Signal Fourier transform
Convolution x () * x,(t) X{(w)X(w)
1
Multiplication x,(£)x,(t) o X (w)* Xy (w)
Real signal x(t)=x,(t)+x(t) X(w) = A(w) + jB(w)
X(-w)=X*w)
Even component x (1) Re{X(w)} = A(w)
Odd component x,(1) J Im{X(w)} = jB(w)

Parseval’s relations

f” X (M) X,(A)dA = f_m X ,(A)x,(A)dA

oC 1 oo
[ x{(Dx0)dt = — [_ X(0)Xo-w)dw

1
2
[ 1x0Fdi= o= [ 1X(@) do
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Pares comuns de transformadas inversa F~1{-} e direta F{-} resultantes das equagdes (23) e (24)

x(t) =F 1{X(w)} —> X)) =Fx@)

8(¢)
6(’ - to)
1
ejw‘)f
COS wy!
sin wg!

u(t)

u(—t)

e “u(t),a>0

1

e vjw‘()

276(w)
2m8(w — wg)
m[6(w — wy) + 8w + wy)]
—jr[d(w — wy) — 8(w + w,)]

1
T (w) + —

Sinais e Sistemas
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Pares comuns de transformadas inversa F~1{-} e direta F{-} resultantes das equagdes (23) e (24)

x(t) =F {X(w)} +—> X(w)=7Fx@)}

1
te “u(t),a>0 -
(jw +a)
e_a"',a >0 _Za_
a2+w2
1
s e
e~ a>0 ‘/ze""z/““
a
1 It| <a sin wa
t =
p,(t) {0 {752 2a —
sin at () = 1 lw| <a
Tt P 0 lw| > a
2
sgn ¢ —
jw
= e 2
Y. 8(t—kT) wy, ), 8w-kwy),wy= =
k= —o k= —o
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Consideragoes quanto a resposta de um sistema LTI no dominio tempo e no dominio frequéncia

Vimos no Cap 1.3 que a resposta y(t) de um sistema LTl a uma excitagdo x(t) é dada pela convolugdo entre a excitagdo
x(t) e a resposta ao impulso h(t) do sistema:

(o]

x(6) W) s y(t) = x(t) * h(t) = j %(t — Dh()dr (36)

Se a excitagdo for um impulso x(t) = §(t) obtemos h(t) como resposta (que € o que seria de se esperar):

(o]

x(t) =6(t) —>  h(b) —>  y() =8(@) *h(t) = f 5(t — )h(7)dt = h(t) (37)

— 00 \
O impulso &6(t — 1) resulta em um valor o com area / Portanto, como a integral
unitaria sob a curva para um Unico instante T=1¢ , calcula a drea debaixo da
resultando um valor nulo para todos os demais instantes 7. curva, ela resulta h(t).

Vamos analisar (37) no dominio frequéncia, e para tanto vamos aplicar a Transformada de Fourier ao sinal x(t) na entrada
do sistema LTl e ao sinal y(t) na sua saida. De (23) com x(t) = §(t) obtemos:

o

X(w) =F{x()} = f x(t)e Jotdt = j ) S(t)e Jotdt = e~J®0 =1 (38)

Portanto, como a integral

O impulso §(t) resulta em um valor co com &rea unitaria ) .
calcula a area debaixo da

sob a curva para um unico instante t = 0, resultando
.. —jwO0
um valor nulo para todos os demais instantes t. curva, ela resulta e 7/*%.

Note que o resultado de (38) é F{6(t)} = 1 e significa que aplicar um impulso 6(t) na entrada x(t) do sistema tem o
mesmo efeito de aplicar um espectro X(w) = 1 (ou equivalentemente X(f) = 1 dado que w = 27f) constante ao
longo de todo o dominio frequéncia f. Um espectro X(f) = 1 possui largura infinita no dominio frequéncia f e,
portanto, contempla um nimero infinito de frequéncias.
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Consideragoes quanto a resposta de um sistema LTI no dominio tempo e no dominio frequéncia
No Cap | das notas de aula medimos a funcdo de transferéncia H(f) = |H(f)|e/*#() de um sistema através de um
processo que consiste em variar manualmente ao longo de uma faixa a frequéncia f de um gerador senoidal conectado a
entrada do sistema e medir a entrada e a saida do sistema com um osciloscdpio para cada frequéncia f, e assim determinar
o quanto |H (f)| amplifica e o quanto <H (f) atrasa no tempo t o sinal de entrada senoidal de frequéncia f:

Output
System
Under
Sine-Wave Generator Test

b s NI NN

|H(D)| T20

CH1

2 Channel Oscilloscope

<H(f) 1§

+—180

Phase
(Degree)

= 90

T 2 3

4 5678I

Frequency (MHz)

_ gnal Parameters

CH1ON | |(X] [ Probe

CH2 ON @ Probe

— — P
[ﬁ] MAX. (mV)

DeltaV = 250V

Triggering (CATEY (CHIT) (CT12) (Beme)  (omeins] (o) prmae

Conforme discutimos de (38) no slide anterior,
quando aplicamos um impulso §(t) na entrada
x(t) do sistema significa que estamos aplicando
na entrada um espectro X(f) = 1 constante e de
largura infinita no dominio frequéncia f. Isto
equivale ao processo visto no Cap | que varia
manualmente ao longo de uma ampla faixa a
frequéncia f de um gerador senoidal aplicado a
entrada x(t) do sistema para medir a H(f). E,
consequentemente, o espectro Y(f) da saida
y(t) resultante da entrada &(t) é uma medida da
fungdo de transferéncia H(f) do sistema.
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Consideragoes quanto a resposta de um sistema LTI no dominio tempo e no dominio frequéncia

Continuando a analise de (37) no dominio frequéncia, vamos aplicar agora a Transformada de Fourier ao sinal y(t) na

saida do sistema LTI:
propriedade da convolugao

y() =6(t) xh(t) —> F{y(t)} = F{5(t) = h(t)}D(convolution) slide 27
¥() = FISOIFRO) V) = D)

»

(39)
1
Conforme discutido no slide anterior, o espectro Y (w) da saida y(t) resultante da entrada §(t) é uma medida da fungdo

de transferéncia H(w) do sistema. Consequentemente, de (39), infere-se que a funcdo de transferéncia H(w) de um
sistema LTI é dada pela Transformada de Fourier de sua resposta ao impulso h(t):

H(w) = F{h()} (40)

Fazendo analise semelhante no dominio frequéncia para (36) , obtemos:

h
x(t) —— H?Z) —> y(© = x() * h(t)

X(w) = F{x ()} C Y(w) = F{y(t)} = F{x(¢) » h(t)}
propriedade da convolugdo Y(a)) — T{x(t)}}"{h(t)}

Y(w) =X(w)H(w)

(convolution) slide 27

De (41) fica evidenciada a importante propriedade de que a fungao
de transferéncia H(w) de um sistema LTI é dada pela razio entre H(w) = Y(w) _ Fly(t)}
os espectros de saida e entrada, ou equivalentemente pela razdo X(w) Fi{x(t)} (41)

entre as Transformadas de Fourier entre seus sinais de saida e
entrada no dominio tempo.
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Exemplo - Resposta ao impulso de um filtro passa baixa ideal

Exemplo : Um filtro passa baixa ideal com frequéncia de corte w. e transmitancia unitaria apresenta a seguinte fungao
de transferéncia H(w):
H(o)t

1

it
~@, ) )

c
Pede-se: (a) Determine a resposta ao impulso h(t) do filtro através da propriedade da dualidade (“duality” slide 26) . (b)
Determine h(t) através da equacdo (24) e verifique a consisténcia do resultado obtido em (a). (c) Plote h(t) obtida em
(a) paraf, = 2n/w, = 1MHz e para —4us <t < 4us.

Solugdo: (a) De (40) temos que h(t) = F 1{H(w)}. Para determinar F~{H(w)} através da propriedade da dualidade
(“duality” slide 26) , consideremos a tabela abaixo:

Propriedade Sinal = F~{Espectro} Espectro = F{Sinal}
X() 21x(—w)
Dualidade 1
—X(t) x(—w)
21

A propriedade da dualidade, explicitada na tabela acima, é interpretada da seguinte maneira no contexto do presente
exemplo: Se um espectro x(—w) no dominio frequéncia w “espelhado” (i.e. —w) tem a mesma forma funcional de um

sinal x(t) no dominio tempo t entdo F~{x(—w)} é obtida de %?{x(t)} mas considerando o resultado de F{x(t)}
como uma fungdo do tempo t ( e ndo como uma funcdo de w , que é o dominio normal do resultado de F{-} ).
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Exemplo - Resposta ao impulso de um filtro passa baixa ideal

A Transformada de Fourier de um pulso P, (t) conforme figura abaixo resulta em

AR(Y a . . A . .
a T{Pa(t)} — Af e Jotdsr = [_ (e—]wt)] — _[e—]a)a _ e]wa] — '_[e]wa _ e—]wa] —
A —a g J@ jw
_ 24 [ej“’a — e‘j“’a] _ a4 sin(wa) sin(aw)
sl a 7 Cw 2j B ©w (aw)

Mas note que a fungdo de transferéncia H(w) do filtro passa-baixa ideal apresenta no dominio frequéncia w

“espelhado” ( i.e. —w) a mesma forma funcional que o sinal P,(t) no dominio tempo t, com "a” correspondendo a
“w." e com A = 1. Dai, pela propriedade da dualidade, temos

1
h(t) = = FP(O} i ¢ = ;AQ w Tt = LeTHee) — 2 inc(w,t) (41)
(b) De (24) temos:
h(t) = F Y{H(w)} = iJOOH((I))ej“’"de = ifwc e/®tdw = L _lej‘*’trc = i_[ej“’ct — e J@ct] =
21 )_o 2mJ_g, 2T |jt 2mjt
= %[ej%t ;je_j%t] = %sin(wct) = %—sin(f)c:)tct) = % sinc(w,t) onde sinc(u) = sinu (42)
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Exemplo - Resposta ao impulso de um filtro passa baixa ideal

(c) De (41) para f, = 2m/w, =1 MHz e para —4us <t < 4us:

bJ

h(t)

et

(=]

t [us]

|
g
|
[
|
(o]
|
.
(=]
[
(o]
L
4

Note do grafico acima que a resposta ao impulso h(t) é ndo-nula para instantes de tempo anteriores a excitagdo impulso
6(t) que ocorre emt = 0. Portanto um filtro passa-baixa ideal é um sistema ndo-causal.
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Exemplo — Andlise espectral para EMC (Electromagnetic Compatibility)

Exemplo : Uma empresa precisa submeter um sistema eletronico por ela desenvolvido a um conjunto de testes de
conformidade da emissdo irradiada pelo sistema para efeito de atender normas de EMC demandadas por um
determinado nicho de mercado. A pré-avaliacao de conformidade feita pela equipe de engenharia da referida empresa
descobriu, através de um analisador de espectro conectado a uma antena nas proximidades do sistema sob teste, que ha
uma intensa irradiagdo eletromagnética com amplitude A mdxima em torno de 10MHz, conforme mostra a figura abaixo:

0.8

04

Al 1I”|H|1||”|-|||I1II|”H”|| [“”“ .“.L.ITHI“]'u.‘r[rm|Ir a1l ea by Len1bnn Jstin edarerdie
0 1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
fIMHz]

o
)

(=)

Pede-se: Para efeito de determinar qual mddulo do hardware do sistema esta irradiando este sinal indesejavel e para
efeito de corrigir o problema (que, se nao for solucionado inviabiliza o atendimento das normas de EMC) estime a partir
do espectro acima qual forma de onda no dominio tempo corresponde a este espectro.
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Exemplo — Andlise espectral para EMC (Electromagnetic Compatibility)

Solucdao: O sinal é periddico porque o espectro € discreto, estando as componentes espectrais separadas de
Af =200KHz conforme mostra a figura abaixo, e , portanto, o periodo dosinal é T = 1/Af =5us.

- 1MHz O espectro do sinal é uma fungdo sinc(-) no dominio frequéncia (vide figura slide
anterior) com I6ébulo principal centrado em f. =10 MHz. A separagdo entre dois
nulos adjacentes nao pertencentes ao |ébulo principal é 2 MHz conforme a figura a
esquerda. Entdo infere-se que o sinal € um pulso de largura v = 1/2MHz = 0.5ps.

Dado que a frequéncia central do l6bulo principal da sinc(:) ndo é f. = 0 Hz (DC)
infere-se que o pulso no tempo nao é um pulso retangular. A pergunta a ser
respondida é entao: Qual é a forma funcional do pulso de largura T = 0.5pus?

[0

|

12 13 | 14 Para responder esta pergunta, considere a propriedade frequency shifting no slide
e 26, i.e.,e/x(t) — X(w—w,) .

Af = 200KHz Esta propriedade estabelece que o deslocamento w, de um espectro no dominio

frequéncia implica na multiplicacdao da funcdao no dominio tempo que o espectro representa por um sinal senoidal de
frequéncia w, ( e vice-versa). Entdo infere-se que a fun¢do sinc(:) no slide anterior deslocada de f. =10 MHz implica
que o trem de pulsos periddicos p(t) de periodo T = 1/Af =5us e de largura T = 1/2MHz = 0.5us resulta da
multiplicagao de um pulso retangular de largura T = 0.5us por uma fungdo senoidal de frequéncia f, =10 MHz conforme
a figura abaixo:

0 ] |

1
p(t) 5 .= 0.5us

T =5ps

»
»

- 105 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

t [us]
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Exemplo — Andlise espectral para EMC (Electromagnetic Compatibility)

Em particular note que, pela propriedade frequency shifting e’v'x(t) <+— X(w — wg) , 0 burst senoidal que forma
cada pulso de largura T = 0.5us deve ser um seno (ou cosseno) de periodo Tgepo = 1/f, = 0.1 us , conforme mostra a
figura:

Tseno = 0.1 s

+—>
10

Il L L
Wil

)

I

Wi
imiiniiviiviivine
pAVARVARVARVARYE®

0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.8 1
T = 0.5us

Ndo é possivel determinar a fase do seno (ou cosseno) de periodo Tsep, POrque a fase do espectro nao é dada no
enunciado.
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Exemplo — Analise espectral para EMI (Electromagnetic Interference)

Exemplo : Uma empresa provedora de enlaces de dados (data links) em microondas recebeu chamada de clientes de
uma determinada localidade geografica informando que a BER (bit error rate - taxa de erro de bits) de determinados
enlaces ndo estd atendendo o QoS (Quality of Service) contratado no SLA (Service Level Agreement). Um site survey (ver
https://en.wikipedia.org/wiki/Wireless site survey) feito pela equipe de engenharia da empresa utilizando um
analisador de espectro portatil conectado a uma antena mostrou que ha uma forte interferéncia eletromagnética no
local , de magnitude A significativa se estendendo até 100GHz, conforme mostra a figura abaixo:

A
0.02
0.01
G0 10 20 30 40 50 60 70 80 20 100
f[GHz]
A
0.02
0.01
G" -~
20 <+—> 22 2 26 28 30
Af = 500MHz f1GHz]
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Exemplo — Analise espectral para EMI (Electromagnetic Interference)

Pede-se: Para efeito de tentar identificar a origem da interferéncia estime a partir do espectro no slide anterior qual
forma de onda no dominio tempo corresponde ao espectro.

Solugdo: O espectro da interferéncia é quase plano (constante no dominio frequéncia) e as componentes espectrais sao
discretas e separadas de Af = 500MHz no dominio frequéncia. Entdo podemos considerar o espectro da interferéncia
como uma sequencia de infinitos impulsos separados de Af = 500MHz.

2
Dai, podemos utilizar o par de transformadas E 8(t —kT) «— w, Z 8w - kwgy), wy = E3 (verslide 29 ) para
estimar o sinal no dominio tempo. e =0 k=—o

Dado que o espectro da interferéncia é aproximando por um trem de infinitos impulsos separados de Af = 500MHz,

resulta do par de transformadas acima que o sinal no dominio tempo é um trem de impulsos periddicos de periodo T =
1/Af =2ns, conforme mostra a figura:

6
p(t)
4
’ T|=2ns
2
a )
Ol watetil — A
i P
-2
0 04 0.8 12 16 2 24 2.8 32 36 4
t [ns]
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Homework

No Cap Il.1 das notas de aula discutimos o processo de amostragem de um sinal x(t) conforme mostrado abaixo. O
sinal x,, (t) amostrado resulta da amostragem do sinal x(t) por um trem de impulsos periédicos p(t) a uma frequéncia

de amostragem f, = 1/T,, sendo Ty o intervalo de amostragem. o0
x(t) Fix(t)} = X(f) A X0 T I Il.o I I I
t
analisador /\ 0o T, 2T, i
) de espectro S 200
» I f
0 M

X9 ST,

T Fix,(t)t = X,(f)
"',o- ., . () fS — 1/T { P } P f |X (ﬂ' j; 2f
g . . |X(f)| bandadeguarda réplica centrada em 2
ey I — analisador — -» <-J réplica centrada em f;
de espectro m
1, of, S
fM f;- f,

Utilizando o par de transformadas Y~ &(t —kT) «— w, Y. 8w - kw,), wy = 27‘" (ver slide 29 ) e utilizando a

k= — k= —o

propriedade da multiplicacdo (Multiplication slide 27) demonstre analiticamente que o espectro Xp(f) é formado do

espectro X(f) superposto com multiplas réplicas de X(f) espelhadas em banda e centradas em multiplos inteiros de f
no dominio frequéncia f.
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Apéndice A

Relationship

Relationship

sinu =cos{u —m/2)

cos u=sin{ u+m/2)

cos(—u) =cos v

sin(—u) = —sin(u)

2

sin? w+costy =1

cos 2y = ,(1+cos2u)

: i
sin®u =(1-cos2 u)

cos(uw £+ v)=coswcos vESINUSIN V

sin{u £v) =sin ucos v £cosusiny

COS UCODS V = ;[t:us{ u—v)+ coslu+v)

sin Wsin v = %[nus{u —v) +cos(u +v) ]

Sin UCos v =% [sinfe —v) +sin(u +v)]

‘nusu=%[e”+e‘ﬁ'] \

eM =cosu +jsinu

o =1 [o* o]
EIHH—E;E e
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