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Comunicacao Digital Codificacéo de Canal

Codificacao de canal

e Quando informagdo digital ¢ enviada através de um canal de transmissdo, ruido e interferéncia inerentes a qualquer canal
pratico degradam o sinal de forma que os dados recebidos contém erros.

e O usudrio do sistema de transmissao digital geralmente estabelece uma taxa de erro maxima aceitdvel — uma mensagem
errada em 1x10° mensagens recebidas, por exemplo (i.e., uma taxa de erro de 1x107°) — acima da qual os dados recebidos
nao sdo considerados utilizaveis pelo usudrio. Esta taxa de erro maxima aceitavel depende da informagdo que transita
pelo canal.

e A titulo de comparagdo, a taxa maxima de erro permitida para transmissdao de voz através de telefonia celular ¢ muito
maior do que a taxa exigida para transmissao de dados, por exemplo (porque, na pior das hipéteses, mesmo sob uma alta
taxa de erro e conseqiiente distor¢ao, o sistema auditivo humano € capaz de compreender o significado das frases pelo
contexto da conversa, o que ja ndo acontece quando dois computadores trocam dados).

O Codificador de Canal ¢ o responsavel em um sistema digital por manter a taxa de erro dentro
de um limite maximo aceitdvel pelo usuario.

A possibilidade do uso de codificacdo para controlar com eficiéncia a taxa de erro de um sistema de comunicagao digital foi
demonstrada por Shannon em 1948, através do denominado Teorema Fundamental de Shannon:

Se a taxa (= velocidade) de transmissdo R [bits/s] da informagdo a ser enviada pelo canal é menor que uma quantidade

C [bits/s] denominada de Capacidade do Canal, entdo a comunicagdo através do canal pode ser estabelecida com
probabilidade de erro tdo baixa quanto se deseje, através do uso de um codigo adequado para corregao de erro.
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Comunicacao Digital Codificacéo de Canal

Teorema Fundamental Se a taxa de transmissdo R |bits/s] < capacidade do canal C [bits/s] —

de Shannon: existe um codigo corretor de erro tal que a informacao pode ser transmitida
através do canal com uma taxa de erro definida e baixa.

Lei de Shannon-Hartley:
P o B ¢ alargura de banda do canal em Hz,
R<C=Blog,| 1+— [bitS/ S] « P éapoténcia do sinal transmitido e
N o N ¢ apoténcia do ruido Gaussiano adicionado ao sinal no canal.

Em esséncia, o Teorema Fundamental de Shannon estabelece que a poténcia do sinal transmitido, a poténcia de ruido no
canal e a largura de banda do canal estabelecem um limite méximo para a taxa de transmissao R.

e Infelizmente, o Teorema Fundamental de Shannon apenas demonstra que, se R <C existe um cédigo
corretor de erro tal que a informacido pode ser transmitida através do canal com uma taxa de erro
arbitrariamente baixa, mas nao especifica como construir tal codigo corretor.

e Talvez a maior utilidade pratica do Teorema Fundamental de Shannon seja demonstrar que para R>C
nio ¢ possivel transmitir informacido sem erro através do canal, mesmo que se utilize o mais
poderoso codigo corretor de erro que se possa conceber.

o E importante salientar que, nao raro, 0 maior valor possivel para a taxa de transmissao R é dado nao
por C, mas sim, pela complexidade computacional do codigo corretor necessario para que aquele valor
de R possa ser alcangado.
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4.1 Codigos Corretores de Erro

Vimos que o Teorema Fundamental de Shannon estabelece a existéncia de um cédigo corretor de erro
tal que a informacdo pode ser transmitida através do canal de comunicacio com uma taxa de erro
arbitrariamente baixa, caso a taxa de transmissao R [bits/ S] seja menor ou igual a capacidade do

canal C [bits/s].
Estudaremos agora como construir tais codigos.

Especificamente, estudaremos os membros mais importantes de duas grandes classes de cddigos para
correcao de erro:

os codigos de bloco e os cddigos convolucionais.

E importante lembrar que o processo de corregdo de erros através de codificagio/decodificagdo é realizado
no Codificador/Decodificador de Canal.
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4.2 Cddigos de Bloco

Podemos considerar um cdédigo de bloco de maneira semelhante aquela que adotamos para os codigos
compressores por entropia ja estudados.

Ou seja, um codigo de bloco pode ser considerado como um operador 9{-}, tal que C = O{X}, onde:

X = {Xi } = {)_(O, X, '>XM—1} ¢ o conjunto de M possiveis mensagens X; a serem codificadas e

C= {gi } = {QO ,Cis,Cy _1} ¢ o conjunto de M possiveis palavras-cédigo C; resultantes da codificacao,

comi=0,1---M-1.

O operador 9{} efetua um mapeamento univoco entre cada mensagem X; € a respectiva palavra-codigo C; .

O conjunto de caracteres do cédigo ou alfabeto do codigo é o conjunto A = {ao,al,---,aD_l} composto

por D elementos, de cuja composicdo sdo formadas cada mensagem e sua respectiva palavra-codigo (para
codigos binarios A ={0,1}).
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No contexto de codigos corretores de erro:

Codificagéo de Canal

Cada mensagem X; € X ¢ considerada como um vetor X; =|_Xi(k_1) Xikoa, 0 X XiOJ de

k componentes, X;; eA, J=k-1Lk-2,---,1,0.

Visto que os k componentes da i-ésima mensagem X; pertencem ao alfabeto A, ¢ valida a relagdo de

C A k
pertinéncia X; € A".

Da mesma forma, cada palavra-codigo C; €C ¢é considerada como um  vetor
C =|_Ci(n_1) Cino ° Cj CiOJde n componentes C; € A, j=n-1,n-2,---,1,0.

Visto que os n componentes da i-ésima palavra-codigo C; pertencem ao alfabeto A, ¢ valida a relacdo de

pertinéncia C; € A".

Por exemplo:

a palavra-codigo binaria 0101, de N = 4 bits, é representada pelo vetor
c=[0 1 0 1],

ceA’,

A ={0,1}.
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; qr , - A .. . . b , . .
— Para um codigo D — 4rio, com D sendo uma poténcia inteira de 2 (i.e. D=2", onde b é um inteiro

positivo), cada caractere D — ario terd uma representacdo bindria equivalente formada por uma seqiiéncia
de b bits.

— Portanto, um codigo D — ario cujo tamanho da palavra-cédigo ¢ de N caracteres D — 4rios pode ser

mapeado em um c6digo binario cujo tamanho da palavra-codigo ¢ N = bN .

— Como, em sistemas praticos b=1 e D =2, neste estudo focalizaremos os cddigos binarios (A = {0,1}),

visto que a qualquer instante o codigo D — ario pode ser mapeado no codigo binario equivalente e
vice-versa.

Exemplo 4.1: Determine o c6digo binario equivalente ao codigo 0{} abaixo.

Mensagem X; Palavra-codigo C; associada a X; por C; = O{Xi}
00 00
01 03
02 11
03 12
10 21
11 22
12 30
13 33
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Solucao:

O codigo original é quaternario (D =4).

Codificacéo de Canal

O n°. de caracteres quaternarios utilizado na representagdo das palavras-codigo do cddigo quaternario é N = 2.

Existem M =8 mensagens quaternarias, logo o codigo bindrio equivalente necessita K =log, M =3 bits em cada

mensagem binaria para representa-las.

, , O nﬁmerro , de blFS , r}ecesse’m.os a cada} Portanto o codigo binario equivalente
Assim, ao mapear o 'con]unto c}e M | palavra-codigo bindria equivalente ¢ |, codigo quaternério é:
mensagens quaternarias no conjunto | N =bN , onde b=1log, D=2 (D =4).
de M mensagens bindrias, obtemos: Logo N=bN =2x2=4.
Assim, ao mapear o conjunto de M
palavras-cddigo quaterndrias no conjunto
de M palavras-codigo bindrias, obtemos:
Mensagem Mensagem Binaria | Palavra-Codigo Palavra-Codigo Mensagem X; Palavra-codigo
Quaternaria Equivalente de Quaternaria Binaria Equivalente de de k = 3 bits C; de N =4 bits
(D=4) k =3 bits (D=4,N=2) N = 4bits associada a X;
por C; =8{x;}.
00 000 00 0000 000 0000
01 001 03 0011 001 0011
02 010 11 0101 010 0101
03 011 12 0110 011 0110
10 100 21 1001 100 1001
11 101 22 1010 101 1010
12 110 30 1100 110 1100
13 111 33 1111 111 1111

Codificagéo de Canal
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4.3 Cddigos de Bloco Binarios
— Um codigo de bloco binario 0{} mapeia um conjunto X = {5 i } = {Xo s X1 s X _1} de M =2% mensagens
binarias, cada uma delas com K bits, em um conjunto C = {Qi } = {Q 05Cy5 . C |v|—1} de M palavras-codigo binarias,

cada uma delas com n bits, onde N > K .

= Um codigo de bloco 9{} binario cujas mensagens a serem codificadas apresentam Kk bits ¢ sdo mapeadas em

palavras-codigo de n bits € representado pelo operador B(n, k){-}, ou simplesmente O(n, k)

e Um cddigo O(n, k) ¢ sistematico quando cada palavra-codigo de n bits é formada pelos K bits da respectiva mensagem

associada, acrescidos (por justaposicao) de r bits adicionais destinados ao controle e corre¢do de erros, denominados de
bits de paridade.

e Portanto, em um codigo sistematico cada mensagem contendo K bits de informagao ¢ expandida em uma palavra-codigo
de N=K+7r bits onde r é o niimero de bits representativos da informacdo redundante adicionada visando o
controle e correcao de erro.

e Um cddigo B(n, k) ¢ nao-sistematico quando nas palavras-codigos de n bits ndo aparecem explicitamente representados

os k bits de informagao da respectiva mensagem associada.

(E possivel converter um codigo ndo-sistematico em um codigo sistematico.

Em fungao disto, nossa atengao sera dada aos cddigos sistemaéticos. )

Codificagéo de Canal 9
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Codificacéo de Canal

Por exemplo, o codigo 9(4,3) do Exemplo 4.1 ¢ sistematico, porque cada palavra-codigo C; de N =4 bits é formada

pela justaposi¢do de 1 bit de paridade aos K =3 bits de informagdo da mensagem X; associada.

Mensagem | Palavra-codigo

X; C; associada a
X; por

ci =0{x .

000 0000
001 0011
010 0101
011 0110
100 1001
101 1010
110 1100
111 1111

Codificagéo de Canal

Observe que, como N > K, no conjunto de todas as 2" possiveis palavras-codigos de
n bits existem 2" —2% elementos que ndo sao associados a qualquer elemento do
conjunto X = {Xi } = {Xo , X ,--~,§M_1} de M =2* mensagens bindrias de K bits.

Por exemplo, para o codigo binario 9(4,3) a0 lado, existem 2" —2% =24 -2 =8

elementos no conjunto de todas as 2" = 2% =16 possiveis palavras-codigos de 4
bits sem associacao com qualquer mensagem do conjunto

X = {000,001,010,011,100,101,1 10,111}
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Y V VYV V

Codificagéo de Canal

Razao de Codificacao:

Em geral é desejavel que o tempo N7 de duragio de uma palavra-codigo seja igual (idealmente menor ou

igual) ao tempo de duracao ka de uma mensagem, onde 75 representa a largura (duracdo) dos bits em
uma palavra-codigo e Ty representa a largura dos bits em uma mensagem.

Assim, se N7 = ka , entdo a razdo de codifica¢io RC de um codigo de bloco € RC = k/ n=rt / Ty,

(n>K).

Peso de uma palavra-Cddigo:

O peso de uma palavra-cédigo ¢ definido como o numero de digitos "1" nela presentes.

O conjunto de todos os pesos de um codigo constitui a distribuicio de pesos do codigo.

Quando todas as M palavras-codigo tém pesos iguais, o cddigo ¢ denominado de cédigo de peso constante.

Por exemplo, o peso da palavra-codigo C = [0 1 0 1] ¢ 2.

11
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Codigos de bloco = codigos polinomiais.

O processo de codificacao/decodificacdo de um codigo de bloco baseia-se na propriedade algébrica de que

o conjunto de palavras-codigo C= {Qi } = {90 ,Cio Cu } pode ser mapeado em
um conjunto de polindmios {Ci (p)} = {Co ( p), C, ( p), ,Cu ( p)}

— Os componentes do vetor C; = [Ci(n—l) Cinay -+ Gy Cio:l que representa a i-ésima palavra-codigo correspondem

. . . -1 -2 . .
aos coeficientes do polindmio C; ( p) =Cin-n P 4 Citn-2) P Tt Ci; P+ C;, associado a palavra-codigo.

A mesma propriedade algébrica pode ser aplicada sobre

o conjunto de mensagens X= {)_(i } = {)_(0 > X155 XM _1} de modo que este também pode mapeado em

um conjunto de polindmios {Xi (p)} = {Xo ( p), Xl(p),---, X M _1 ( p)}

— Os componentes do vetor X; = lXi k-t Xikea, v Xy XiOJ que representa a i-ésima mensagem correspondem aos

coeficientes do polindmio X; (p) =X i(k-1) p”‘l +Cik-2) p“‘z +---+C;; P + C;, associado a mensagem.

Por este motivo os codigos de bloco sio também denominados de codigos polinomiais.

Codificagéo de Canal 12
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Codificagéo de Canal

Codificacéo de Canal

Por exemplo, a representagdo polinomial do codigo do Exemplo 4.1 € mostrada na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Representacao polinomial do codigo da Tabela 4.1.
Mensagem Polindmio Palavra-codigo Ci Polindmio
X, Xi(p) S Ci(p)
associada a Aj por
G = G{Xi}
000 0 0000 0
001 1 0011 p+1
010 p 0101 p’+1
011 p+1 0110 p*+p
100 p’ 1001 p’+1
101 P> +1 1010 p’+p
110 P>+ p 1100 p’ + p’
111 p’+p+1 1111 pP’+p+p+1

13
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e O processo de codificacdo/decodificacdo envolve operagdes aritméticas de adi¢do e multiplicagcdo realizadas
sobre o conjunto de polindmios {Ci (p)} = {Co(p),Cl(p),- --,CM_l(p)} que representam as palavras-codigo,
conforme veremos.

e Um codigo corretor de erro deve ser tal que o conjunto {Ci (p)} e as operagdes aritméticas sobre ele definidas

obedegam a determinadas restricdes, caso contrario a unicidade e o custo computacional do processo de
codificacao/decodificacao resultardo prejudicados.

e Especificamente, os coeficientes dos polindmios em {Ci (p)} devem pertencer a um tipo especial de conjunto
denominado de campo algébrico (field) [Chen].

e Um campo algébrico é uma entidade matematica estudada em Algebra Linear.

Codificagéo de Canal 14
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Campo Algébrico
Um campo F ¢ um conjunto de elementos que permite duas operagdes sobre seus elementos — adi¢do e multiplicagcdo —
e que satisfaz aos seguintes axiomas (propriedades):
Adicao
1- O conjunto F ¢ fechado sob adi¢io, i.e., se a,b € F entdio a+b eF.
2- A adicdo em F ¢ associativa, i.e., se a,b,C € F entio a + (b + C) = (a + b)+ C.
3- A adicdo em F é comutativa, i.e.,se a,D e F entio a+b=Db+a.

4- O conjunto F contém um tnico elemento denominado zero, representado por “0”, que satisfaz a condigdo
a+0=a,VvacekF.

5- Cada elemento em F tem o seu elemento negativo (simétrico). Se b € F entdo seu simétrico é denotado por — b tal
que b+(~b)=0.Se aeF, entio a subtragio a — b entre os elementos a e b ¢ definida como a + (— b).

Multiplicacao

1- O conjunto F ¢ fechado sob multiplicacdo, i.e., se a,0 € F entdo ab € F.

2- A multiplicacio em F ¢ associativa, i.e., se a,b,C € F entio a(bc) = (ab)c.

3- A multiplicacio em F ¢é comutativa, i.e., se @8,b € F entdo ab = ba.

4- A multiplicacdo em F ¢ distributiva sobre a adi¢do, i.e., se a,0,C € F entio a(b + C) —ab+ac.

5- O conjunto F contém um unico elemento denominado identidade, representado por “1”, que satisfaz a condigdo
la=a, VaeF.

6- Cada elemento de F, exceto o elemento 0, possui um elemento inverso. Assim, se D € F e b # 0 entio o inverso de
b é definido como b™" tal que bb™ =1. Se a € F, entdo a divisdo a/b entre os elementos a e b é definida como
ab~".

O conjunto ‘R dos nimeros reais ¢ um campo algébrico com infinitos elementos, assim como também o é o
conjunto dos nimeros complexos C. Estes dois conjuntos obedecem aos axiomas acima.

Codificagéo de Canal 15
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» Um campo algébrico finito com D elementos é denominado de Campo de Galois (Galois Field) e é designado

por GF(D).
» Nem para todos os valores de D € possivel formar um campo.

» Em geral, quando D ¢ primo (ou uma poténcia inteira de um numero primo) ¢ possivel construir o campo finito

GF(D) consistindo dos elementos {0,1,---, D —1}, desde que as operagdes de adi¢do e multiplicagdo sobre
GF(D) sejam operagdes médulo D [Clark].

Nota:

» Uma operagdo op € modulo D quando pode ser representada por

(a op b)mod D ,onde X mod Y é o operador que resulta no resto da diviséo X/ y.

» Por exemplo, a operacao de soma mdédulo 5 entre os numeros 4 e 3, (4 op 3)m0d5, resulta em 2 visto que o
resto da divisdo 7/5 € 2, portanto (4 + 3)m0d5 =2.

Codificagéo de Canal
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Por exemplo, o Campo de Galois GF(2) ¢é formado pelo conjunto {0,1} e pelas operacdes modulo 2 de soma e
multiplicacdo dadas pelas Tabelas 4.3 e 4.4

Tabela 4.3: Tabela 4.4:
Soma sobre GF(2) Multiplicagao sobre GF(2)
+ 0 | 0 1
0 1 0 0
1 1 0 0 1

Note nas Tabelas 4.3 ¢ 4.4 que:

—> a soma entre dois elementos a e b pertencentes a GF(2) ¢é implementada pela
operagio logica a@® b (ou a XOR b) e que

= a multiplicagdo entre dois elementos a e b pertencentes a GF(2) é implementada pela
operagdo logica a.b (ou a AND D).

Por isto ¢ usual os codigos corretores serem construidos em GF(2) dada a facilidade de implementagdo com portas
logicas AND e XOR.

Assim, um cédigo corretor de erro binario (A = {O,l}) ¢ tal que os coeficientes dos polindomios em {Ci (p)}

pertencem a GF(2);A= {0,1} e as operacodes aritméticas realizadas sobre o conjunto de polindmios
{C.(p)}={C,(p)C,(p).--~,Cy_,(p)} (ou, equivalentemente, sobre o conjunto de palavras-cédigo
C= {g i } = {g 05C1>5Cmy }) durante o processo de codificacdo/decodificacio obedecem as Tabelas 4.3 e 4.4.

Codificagéo de Canal 17
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4.3.1 Capacidade de Deteccgao e Corregao de Erro
= Suponhamos que C; ¢ C; sejam duas palavras-codigo quaisquer do codigo B(n, k).

= Uma medida da diferenca (distancia) entre duas palavras-codigo é o numero de bits em posicoes
correspondentes que diferem entre si.

— Esta medida é denominada de Distdncia de Hamming e é denotada por d i -

= Por exemplo, sejam C; = [0 I 0O 1] eCj= [1 0 0 0]. Entdo dij =3.

e Observe que d;; sempre satisfaz a condigdo 0 < d;; <n, i # J, para duas palavras-codigo C; e C;, ambas de
N bits (por definigdo, em um codigo O(n,K), ¢; # Cj, VieVjcomi= j).

e O menor valor no conjunto {d i }, ,Lj=0L---,M—-1,1#], M= 2% ¢ denominado distincia minima do

codigo e é denotado como d . .

« Porexemplo, d_. =2 para o cédigo da Tabela 4.1 (Explo. 4.1),{0000,0011, 0101,0110,1001,1010,1100, 1111}.

A Distancia de Hamming d ij ¢ uma medida do grau de separagdo entre duas palavras-codigo C; e C;.

Portanto, d_. esta associado & capacidade do codigo B(n, k) em identificar palavras-codigo demoduladas no

receptor quando estas sdo recebidas em erro, como conseqii€éncia do ruido e interferéncia presentes no canal.

Em outras palavras, quanto maior d_. maior a capacidade de um codigo G(n, k) detectar e corrigir erros.

Codificagéo de Canal 18
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Demonstra-se que [Ash][Proakis]:

Seja G(n, k) um codigo corretor binario;

seja d 0 nimero maximo de erros que G(n, k) ¢ capaz de detetar;
seja 1 o nimero maximo de erros que G(n, k) ¢ capaz de corrigir;
seja d_.  a distAncia minima de B(n, k);

entao:

(Detectad erros)  d =d;, —1 (4.7)

Ldmin —1J (4.8)
2

d. <n-k+1 (4.9)

min —

(Corrige t erros) t

sendo |.| o operador que resulta no inteiro mais proximo e menor que o argumento.

Por exemplo, d,,;, =2 para o codigo 0(4,3) da Tabela 4.1.
Dai, de (4.7) e (4.8), temos que
d=d_, —-1=2-1=1¢

=[St o

Portanto o codigo 0(4,3) da Tabela 4.1 detecta no méximo 1 erro por palavra-codigo, mas ndo tem capacidade de
correcdo. De fato, este codigo ¢ um simples codigo parity-check.

Codificagéo de Canal 19
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4.3.2 A Matriz Geradora de um Cédigo 0(n,k)

. Seja a i-6sima mensagem de um codigo binario O(n,k) representada pelo vetor

X; leio X1 )ﬁ(k_l)J e seja a i-ésima palavra-codigo de O(n,k) representada pelo vetor
Ci Z[Cio Cy - Ci(n—l)],onde i=0,---,M _1, M =2k.

o« O processo de codificagdo da mensagem X :[Xio Xy e Xi(k—l)] na respectiva
palavra-codigo C; =[Cio Ciy - Ci(n_l)] efetuado por um codigo binario O(H,k) pode ser
representado em forma matricial por

onde a matriz Gxn ¢ denominada de matriz geradora do codigo G(H, k) e ¢ dada por

B ] 4.11
Qoo Qo1 90(n—1) ( )
G- g.IO 9‘11 91(?—1)
_g(k—l)O g(k—l)l Tt g(k—l)(n—l) |

Codificagéo de Canal 20
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« Podemos interpretar a matriz G como um conjunto de k vetores-linha 9, j=0,---,k -1, tal que

[ G, Joo o 1T [« g, — | (4.12)
G g'lo 9.11 91(.n—1) _ <« gl —
[Gano Goenn 0 Gaenon | [ Doy
. Desta maneira, de C; = X;G (4.10) e (4.12), cada palavra-codigo C; :[Cio Cip - Ci(n—l)] é

simplesmente uma combinacdo linear dos vetores 9; com coeficientes da combinagio

Xi(k-1) ], isto é:
(4.13)

determinados pela mensagem associada X; = [XiO X1

— E possivel demonstrar que [Clark][Peterson][Costello], o conjunto C de 2% palavras-codigo de um
codigo 9(”; k) ¢ um sub-espago vetorial de dimensao K.

—Logo, os k vetores-linha 9 j que formam a matriz G devem ser linearmente independentes para
que possam, conforme estabelece (4.13), gerar o sub-espago C em k dimensoes.

— Em outras palavras, o conjunto de vetores g, ¢ uma base para o sub-espago C .

Codificagéo de Canal 21



Comunicacao Digital

Exemplo 4.2:

1
Verifique se a matriz & =0
0

Solucdo: Cada palavra-codigo ¢, =|c;, c;,

respectiva mensagem X; =[Xi0 Xip

em 0(4,3). Assim,

oS~ O

—_— O O
—_—

Codificacéo de Canal

¢ a matriz geradora do codigo 0(4,3) da Tabela 4.1.

ci(n_l)] de N =4 bits ¢ gerada através de (4.10) a partir da

Xi(k,l)] de kK =3 bits. No total, existem 2k =38 palavras-codigo

X; XG =¢; X; X;,G =¢

[0 0 o] 1 0 0 1] [ 0 o] 1 001
[0 0 ofjo 1 0 1|=[0 0 0 0] [l o o]jo 1 0 1/=1 0 0 1]

00 1 1] 00 111

[0 0 1] 1 0 0 1] 1o 1] (1 0 0 1]
[0 0 1Jjo 1 0 1|=[0 0 1 1] o 1]jo 1 0 1|=[1 0 1 0]

00 1 1 00 1 1

[0 1 0] 1 0 0 1] 1 1 0] (1 0 0 1]
[0 1 0Jjo 1 0 1|=[0 1 0 1] [ 1 0]jo 1 0 1|=1 1 0 0]

00 1 1 00 1 1

[0 1 1] 1 001 11 1] 1001
[0 1 1]jo 1 0 1|=[0 1 1 0] [ 1 1]jo 1 =111 1]

0011 00 11

Codificagéo de Canal

Portanto G é geradora de 0(4,3).
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Qualquer matriz geradora G de um codigo O(H,k) pode, através de operacdes elementares em suas linhas e
permutagdes em suas colunas, ser reduzida a forma sistematica quando, entdo, o cddigo gerado ¢ sistematico.

Uma matriz geradora G encontra-se na forma sistematica quando

10 0 - 0 i Poo Por = Pomk- onde I, ¢ a matriz identidade kK xK e
, o1 0 - 0] Nk ) .
G=[I, iP]=|. . . ] Po- P P S P ¢ uma matriz Kx(n—K) que determina
os N—K bits de paridade na palavra-codigo
_O 0 0 - 1 i Peno  Pumn = Paenmnky . P P S
C; de n bits,
(4.14)
a partir dos k bits da mensagem X; .
Por exemplo:
Mensagem X; Palavra-codigo Ci de N =4 bits
=3 bi A matriz geradora do Exemplo 4.2
de k =3 bits associada a Xj por C; :G{Xi}- s 1 0 0p1
000 0000 (reproduzido ao lado), G=[{0 1 0 1|, esta
001 0011 0011
010 0101 na forma sistematica e o codigo 0(4,3)
011 0110 gerado é um codigo sistematico, i.e., cada
100 1001 palavra-codigo de n bits ¢ formada pelos k
101 1010 bits da respectiva mensagem associada,
110 1100 acrescidos (por justaposi¢cdo) de n—k bits de
111 1111 paridade.
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No contexto de comunicacdo digital, as palavras-cédigo passam por um processo de modulagdo no
trasmissor € sdo enviadas através de um canal com ruido/interferéncia.

Dois codigos que diferem somente na ordem (arranjo) de suas palavras-codigo, apresentam a mesma
probabilidade de erro de decodificagdo no receptor, porque as distdncias de Hamming entre as
palavras-codigo sdo as mesmas [Peterson]. Tais cddigos sdo denominados equivalentes.

Especificamente, o cdodigo Oe(n,k) ¢ equivalente ao codigo O(H,k) se a matriz geradora G, de

ﬂe(n, k) puder ser obtida através da permutacdo de colunas da matriz G geradora de O(n.k) ou através
de operagdes elementares realizadas entre as linhas de G.

Uma operag¢do elementar em GF(2) entre duas linhas de uma matriz consiste em permutar as linhas ou
em substituir uma linha pela soma dela com outra linha.

Assim sempre podemos transformar uma matriz G qualquer para a forma sistematica G dada por
(4.14) , mantendo a equivaléncia entre os respectivos codigos gerados.
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Exemplo 4.3:

Dada a matriz geradora G =

- o O
—_— O
—_— 0

1

/4 . 7. *
1|, coloca-la na forma sistematica G .
1

Verifique se G gera um codigo equivalente ao gerado por G.

Solucao:

Codificacéo de Canal

Visto que a matriz geradora ¢ uma matriz G,y , entdo o codigo gerado sera um codigo 9(4,3).

%

Operagao Elementar

Matriz G alterada

L, <L, 1 11
0101

00 1 1

L, « (L, +L,) (101 0
010 1

00 1 1

L, < (L, +L,) 100 1
G'=(0 101

0011

Codificagéo de Canal
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O codigo gerado por G ¢
X; G =¢; X, X;G =
[0 0 0] 00 11 [ 0 0] 00 11
[0 0 0][0o 1 0 1|=[0 0 0 0] o o]o 1 0 1/=[0 0 1 1]
1111 1111
[0 0 1] 00 111 1o 1] 0 0 1 1
[0 0o 1]jo 1 0 1|=[1 1 1 1] [l o1jo 1 0 1|=)1 1 0 0]
1111 1111
[0 1 0] 00111 [ 1 0] 0 0 1 1
[0 1 0]jo 1 0 1/=[0 1 0 1] 1 0]o1 0 1|=[0 11 0]
1111 1111
[0 1 1] 00 11 11 1] 00 11
[0 1 1]jo 1 0 1|=1 0 1 0 [ 1 1o 1 0 1|=1 0 0 1]
1111 1111

O codigo gerado por G’ ¢ 0 mesmo codigo gerado no Exemplo 4.2.

Portanto os codigos gerados por G e G sio equivalentes,

porque diferem apenas na ordem (arranjo) de suas palavras-codigo.
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4.3.3 A Matriz de Paridade de um Cédigo O(n,k)

— Seja um codigo O(n.k) com matriz geradora G dada na forma sistematica, G = I, | P] (4.19).

— Conforme discutimos na Se¢do 4.3.2, a i-ésima palavra-codigo C; :[Cio Cip - Ci(n—l)]

relaciona-se com a respectiva mensagem X; = [Xio LT Xi(k_l)] através de C; = X;G .

—J4 que G encontra-se na forma sistematica, a palavra-codigo C; pode ser decomposta em

Ci = [Ki a; ](4.20), onde &; = X;P ¢ um vetor-linha que contém os N —K bits de paridade de Ci.

— Visto que &; =X; P ¢ considerando que a soma em GF(2) ¢ uma operacdo modulo 2, entdo

X;P+a; =0 (4.21)
que pode ser escrita matricialmente como
P (4.22)
x & ]{ } =0
I

P

T _
Definindo H _L } temos que QiHT =0 (4.23), sendo

n-k

T R I U B

n-k

(4.24)
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e Portanto, de QiHT =0 (4.23), infere-se que cada palavra-codigo do codigo B(n, k) ¢ ortogonal a

. . T o o .
cada linha da matriz H (se U-V' =0 entdio os vetores U ¢ V sdo ortogonais [Chen]).

e Em conseqliéncia, como as palavras-codigo do codigo 9(“, k) sdo geradas por G, entdo
GH' =0 (4.25)

—Observe que a matriz H pode ser usada no receptor digital para detectar se ocorreu erro como
conseqiiéncia da degradagdo imposta pelo canal de transmissao.

—Sempre que a palavra-codigo Xi recebida no receptor digital resultar XiHT #0 entdo Y.

apresenta erros.

—Por este motivo, H(n—k)xn ¢ denominada de matriz de paridade.
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Exemplo 4.4:

(a) Determine a matriz de paridade H do codigo 0(4,3) do Exemplo 4.3.
(b) Verifique se GH' =0,

(¢) Verifique se C;H' =0,

Solucao:
1 0 0 1
(a) A matriz geradora de 0(4,3) na forma sistematica é G= [13 ? P] =10 1 0 1
0 0 1 1
De (4.24) temos
H=[P" I, J=[1 1 1 1] (4.26)
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(b) Verificando se GH' =0;

} Tl . . (4.27)
I 0 0 1
; 1
GH =0 1 0 1 . =
0 0 1 1
- __1_ I
(c) Verificando se ¢;H' =0:
1] 1] 1] 1]
1 1 1 1
[0 0 0 0]1:[0] [0 0 1 1]1=[0] [0 1 0 1]1:[0] 0 11 o]lz[o]
1] 1 1 1]
1] 1] 1] 1]
1 1 1 1
oot =l o 1o (=[] ool =[] [ r =[]
1 1] _1_ 1
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4.3.4 Decodificacao pela Minima Distancia

(Decodificacao ML - Maximum-Likelihood Decoding)

Nesta secao estudaremos como os erros nas palavras-codigo sdo detectados e corrigidos no receptor digital.

= No receptor digital, os n bits provenientes do demodulador, correspondentes a i-ésima palavra-codigo Y.

recebida sdo entregues ao decodificador do codigo O(n,k).

= O decodificador compara Y. com as M = 2" possiveis palavras-codigo C; de B(n,k),

J=01,---,M =1, ¢ decide em favor daquela palavra-codigo (portanto, em favor da mensagem
associada) que € mais proxima da palavra-codigo recebida em termos da Distancia de Hamming.

}: argmin|y —C. (4.29)

-1
Matematicamente esta operacao pode ser expressa por &i c. 1= My
=)

onde C; € C,
C = {gl}: {goagla'nbgM—l} S

—C; ‘ , denota a Distancia de Hamming entre Xi e C j.
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Um decodificador baseado no critério de distancia minima ¢ denominado de Decodificador de Maxima
Verossimilhanca ou Decodificador ML (ML - Maximum-Likelihood).

Embora a decodificacio ML possa ser realizada através de 0 &i }: arg rréi.n‘zi —C; ‘H (4.29), existe uma

maneira mais eficiente de implementar um decodificador ML, aproveitando as propriedades da matriz de

paridade H(n—k)xn de um codigo 0(n,k), denominada de Decodificaciio por Arranjo Padrio (Standard
Array Decoding).

A desvantagem de (4.29) é a necessidade de calcular M =2 Distancias de Hamming para decodificar a
palavra-codigo recebida.

. . , A . n—k 1 .
Veremos a seguir como reduzir este niimero de distancias calculadas para 2°  utilizando o conceito de
Arranjo Padrio, ja que, na pratica, usualmente n—k <Kk,
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Arranjo Padrao

= Seja Ci a palavra-codigo transmitida pelo transmissor digital através do canal de transmissdo e

seja ¥ a palavra-codigo recebida resultante na saida do demodulador do receptor digital.
= Devido a degradagcdo do sinal no canal, em conseqiiéncia de ruido/interferéncia, a

palavra-codigo Y recebida pode conter erros, de modo que Y pode ser expressa por

y=c;+e (430)

onde € ¢ o vetor-linha de n bits que representa o padrao de erro (i.e., os bits errados em Y )

resultante da degradacgdo do sinal no canal.

Palavra-codigo transmitida: C; = [0 1 O 1]
Palavra-codigo recebida: Y =[0 1 0 0]

Padrio deerro: €=[0 0 0 1]
=  Note que o0 peso do padrio de erro ¢ a Distancia de Hamming entre Y e C;.

Peso do padrio de erro € =1
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e  Pos-multiplicando Y = C; + € (4.30) por H' obtemos
yHT _ (Qi +§)HT _ QiHT _|_§HT _ gHT (4.31)
(Lembre que C H' =0, 0u seja, as palavras-codigo de um codigo sdo ortogonais a sua matriz de paridade).

° Define-se o vetor N—K dimensional §, denominado sindrome do padrao de erro, ou
simplesmente sindrome, como

Dimensio de € = N ; dimensio de H=(N— k) X N ; dimensdo de S = (N — k).
e E importante enfatizar que o conjunto de sindromes {§} ¢ determinado pelo conjunto de

padrdes de erro {Q}, mas nao pelo conjunto C de palavras-codigo transmitidas, como podemos
inferir de (4.31).
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Observe que

e € ¢ um vetor de n bits (i.e., € é um vetor n dimensional em GF(2)) — existem 2" possiveis
padrdes de erro no conjunto {Q} ;

: : n—k AP :
e S ¢ um vetor de N—k bits — existem 2 possiveis sindromes no conjunto {§}

: T C g
e Em conseqiiéncia, S = €H " (4.32) mapeia diferentes padrdes de erro © na mesma sindrome S,

— O Arranjo Padrao (AP) resulta em uma tabela, denominada Tabela de Sindromes, a qual ¢
implementada em ROM (ROM - Read Only Memory) no receptor digital.

— A Tabela de Sindromes é consultada pelo decodificador ML para identificacao e

corre¢io de erro em cada palavra-cédigo Y recebida.

(Veremos como construir a Tabela de Sindromes no Exemplo 4.6. Por enquanto,
focalizaremos nossa atencdo na construcdo do AP, visto que a capacidade de
detecgdo/corre¢ao de um codigo pode ser detalhadamente obtida a partir do AP.)
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r r . —k ° . —k
0 O AP também ¢ uma tabela que possui 2" linhas, cada uma delas associada a uma das 2"
possiveis sindromes.

k
0 On° de colunas do AP¢é 2", correspondendo ao n°. de palavras-cédigo do c()diggﬁ(n,k).

O Quando implementado, a linha superior do AP recebe a designacdo LO e a coluna mais a
esquerda recebe a designagao CO.

O A Tabela 4.5 mostra a forma geral de um AP, o qual, portanto, ¢ formado de

Codificagéo de Canal

2" % 2" =2"células (2" possiveis padrdes de erro).

Tabela 4.5: Forma geral de um Arranjo Padrao

Cl 2 C(2“ -1
LO €y =C, =0 ¢ ¢, k)
Ll gl 91 + g] 92 + gl Q(Zk —1) + gl
L2 €, C, +6, G +E, C(zk—l) +€,
LQ2" 1) Q( n—k _1) C, + Q(zn-k _1) C, + Q(z"*k -1) Clak1) T Efarr )
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Tabela 4.5: Forma geral de um Arranjo Padrao

Co Cl 2 C(2“-1)
L0 €)= =0 c, c, Clox )
Ll gl gl +§1 gz +§1 9(2k—1)+§1
L2 €, G t6, G, +8& 9(2k —1) +e,
L2" ™ -1) g(zn—k 1) C, + Q(zn—k _1) Cy T Epmry) Clak 1) T Efarr )

Codificacéo de Canal

Na linha LO do AP sao listadas, da esquerda para a direita, as 2" palavras-codigo de O(n,k),
cada uma delas representada por um vetor n dimensional em GF(2).

A palavra-cédigo C¢ pertencente a célula identificada pela intersec¢iio da coluna CO com a

linha LO (célula LOx CO) obrigatoriamente deve ser aquela representada pelo vetor 0.

Codificagéo de Canal
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Tabela 4.5: Forma geral de um Arranjo Padrao

Co Cl 2 C(2“-1)
L0 €)= =0 c, c, Clox )
Ll gl gl +§1 gz +§1 9(2k—1)+§1
L2 €, G t6, G, +8& 9(2k —1) +e,
L2" ™ -1) g(zn—k _1) C, + Q(zn—k _1) Cy T Epmry) Clak 1) T Efarr )

Codificacéo de Canal

Na coluna CO0, abaixo da palavra-codigo Q, sao listados, de alto a baixo, os 2n—k —1 padroes

de erro relativos a palavra-codigo Cp = 0.

Primeiramente sdao listados todos os n padrdes de erro de peso 1, isto ¢, todos os padroes de

erro que resultam de uma Distancia de Hamming unitaria entre a palavra-codigo X recebida e

Q():Q.

n—k o 1 . ;. ~
Se 2 > N, entdo lista-se a seguir em CO todos os possiveis padroes de erro de peso 2.

Em seguida lista-se em CO todos os possiveis padrdes de erro de peso 3, e assim sucessivamente

até que todas as 2" células de CO estejam preenchidas.

Neste contexto, €, =C, = 0 representa o padrio de erro de peso 0, isto é, representa a

nao-ocorréncia de erro.

Codificagéo de Canal
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Tabela 4.5: Forma geral de um Arranjo Padrao
Co C1 C2 C(2" -1
L0 €y =C, =0 c, C, Clox )
Ll gl 91 +gl gz +§1 9(2k—1)+§1
L2 €, C +E, G, +& 9(2k —1) +€,
n-k
L2 -1 g(zn—k _1) C, + g(zn—k 1) Cy T Epmry) Clak 1) T Efarr )

Codificacéo de Canal

Nota: Visto que cada linha do AP necessita corresponder a uma unica sindrome dentre as
2" possiveis sindromes, devemos ter o cuidado de, na construcio de CO, assegurar que
distintos padrdes de erro de peso maior que 1 em CO correspondam a sindromes que sdo
distintas entre si e que sao simultaneamente distintas daquelas que correspondem a padrdes

de erro de peso 1.
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Entdo, dando prosseguimento a construcdo do AP, adicionamos o padrao de erro contido na
I-ésima célula de CO a palavra-codigo na célula LOx C1 e colocamos o resultado na i-ésima
c¢lula em C1.

Em seguida, adicionamos o padrdo de erro contido na i-ésima célula de CO a palavra-codigo
na célula LOx C2 e colocamos o resultado na i-ésima célula em C2, e assim sucessivamente
até completar a ultima coluna C(2k —1), mais a direita do AP, sendo i =0,1,2,-- A

Tabela 4.5: Forma geral de um Arranjo Padrao
Co Cl C2 C(2" -1
LO gO :90 :Q 91 92 g(2k_1)
Ll gl g] + g] 92 + gl 9(2“ —1) + Ql
L2 €, G +6& G, +E, Clok1) T €
n—k
L2T -1) g(zn—k _1) C, + Q(zn—k _1) Cy + Eprry) Clakg) T E(arv )

Observe que a i-ésima linha Li do AP assim construido (incluindo LO0) representa o conjunto
das 2% possiveis palavras-codigo recebidas Y= Ci+e&, J= 0,,---,2% -1, que serao

recebidas caso a degradagdo do canal gere o padrio de erro €, contido na célula Lix CO.

Cada linha Li do AP é denominada de coset e a célula Li x CO é denominada lider do coset .

Portanto, um coset ¢ o conjunto de todas as palavras-codigo possiveis de serem recebidas
quando o canal impde o padrao de erro definido pelo lider do coset.

40
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Exemplo 4.6:

Seja o codificador de canal no transmissor de um sistema de comunicacao digital que utiliza o codigo
1 01 0 1}

de bloco gerado por G = :
01 0 1 1

a) Determine um possivel AP para este cddigo e a Tabela de Sindromes associada, visando o projeto do
decodificador no receptor.

b) Suponha que o transmissor digital envie a palavra-codigo C = [1 010 1] através do canal. O

canal degrada o sinal de forma que o demodulador no receptor envia para o decodificador a palavra-
codigo y = [l 1 1 0 1] (erro no bit b,). Verifique a capacidade do decodificador em detectar e

corrigir este erro.

c) Suponha que o ruido/interferéncia no canal seja alto de forma que o demodulador no receptor envia
para o decodificador a palavra-codigo X=[1 1 11 1] (erro no bit b, e no b;). Verifique a

capacidade do decodificador em detectar e corrigir este erro duplo.

Solucio:
a) Visto que G,,, = G5, 0 codigo em questio ¢ 0(5,2).

As 2% =2% =4 palavras-codigo de 0(5,2) gerado por G sdo obtidas de (4.10):
c,=[0 o]G=[0 0 0 0 0]
c,=[0 1]G=[0 1 0 1 1]
c,=[1 0]G=[1 0 1 0 1]

c,=[1 1JG=1 1 1 1 0]
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A matriz geradora ndo necessita ser transformada por permutacdo de colunas ou por operagdes
elementares em linhas visto que ja encontra-se na forma sistematica, isto ¢,

1 01 0 1 1 p]
= | = .
0o 1'0 1 1] "2
1 0/1 0 0
. |
Dai, de (4.24) temos que H, ., =[PT T, J=|0 110 1 0
1 1100 1

Para determinar os padroes de erro da coluna CO do AP precisamos verificar quais as sindromes
resultantes dos N =35 padroes de erro de peso 1 para que ndo ocorra igualdade com as sindromes

resultantes dos padrdes de erro de peso maior que 1.
Os padroes de erro de peso 1 sd@o: [0 0 0 0 1],Jo 0 0 1 0],Jo 0 1 0 o,Jo 1 0 0 0oJef1 0 0 0 o

Verificando as sindromes resultantes dos padroes de erro de peso 1:

g eH' =5
[0 0 0 0 1] [0 00 0 1]JH =[0 0 1]
[0 0 0 1 0] [0 0 01 oJH =[0 1 0]
[0 01 0 0 [0 01 0 o]H =1 0 0]
01 0 0 0] 01 0 0 oJH =[0 1 1]
o0 0 0 oo o oH =]l 0 1]
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Obviamente a sindrome resultante do padrao de erro de peso 0 (inexisténcia de erro) ¢
[0 0 0 0 OJH =[0 0 0]

O AP a ser construido possui 2" =2°"? =8 linhas (correspondentes as 2" sindromes).
Ja determinamos Nn+1= 6 sindromes.
Ainda faltam determinar 2" —(n+1)=8—(5+1) = 2 sindromes.

Estas 2 sindromes faltantes devem obrigatoriamente ser distintas entre si e distintas das n+1=06
sindromes ja determinadas.

Tendo esta condigao em mente, verifica-se na tabela acima que elas sdo as sindromes [I 1 o] e[1 1 1].

Os padroes de erro que resultam nestas 2 sindromes (que estamos buscando determinar para formar a
coluna CO do AP) devem ser padrdes de erro de peso 2, visto que ja esgotamos os possiveis padroes de
erro de peso 0 e de peso 1.
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Se expressarmos o padrio de erro por e=[b, b, b, b, b,], onde b, representa a ordem do bit, e

considerando que s =eH' (Equacdo (4.32)), temos que para a sindrome [1 1 O]:

1 0 1
0 1 1
1 1 0o]=[b, b, b, b Dbyl1 0 0
010
0 0 1

o que resulta no seguinte sistema de equagdes em GF(2):
b,+b,=1-b,=b,+1>b, =h,

b, +b, =1—>b,=b +1—>b, =b,

b, +b;+b, =0—>b, +1+b, +1+b,=0—>Db, +b, +b, =0
onde b representa a negacio do valor 16gico do bit b.

Um possivel padriao de erro de peso 2 que obedece as equacdes acima € € = [1 1 0 0 O].

Portanto este serd o padrio de erro que associaremos a sindrome [I 1 0].

Codificagéo de Canal 44



Comunicacao Digital Codificacéo de Canal

Para a sindrome [I 1 1] temos que:

I)—LI

k.

[

e

Il

| |

O

(@

w

(@

)

=2

(@

(=)

|
S O = O =
S = O = O
—_— 0 O =

o que resulta no seguinte sistema de equagdes em GF(2):
b, +b,=1—b,=b, +1—>b, =h,
b, +b, =1—>b,=b +1—>b, =b,

b, +b;+b, =1—>b,+1+b +1+b,=1—b, +b, +b, =1

Um possivel padrao de erro de peso 2, distinto do anterior, que obedece as equacdes acima ¢
e=[1 0 0 1 0]

Portanto este ser o padrio de erro que associaremos a sindrome [I 1 1].

Codificagéo de Canal 45



Comunicacao Digital

De posse destes resultados, o AP ¢ construido como:

Arranjo Padrao:

CO Cl C2 C3
o Iooooofforor1]|to1ro1|11110]
L1 [0 0 o1 010t 01 o[ 1 111 1]
2 Iooot1o{foroo1|fpo1r11|[t110 0]
I3 /oo1ooffo1111|toooi1|f11010]
I4 |[oroo00o]f[o0o011]|t1101 10110
L5 foooo|ft1o11]|0o0o1o0t1|[01110]
L6 |1 o0o00o0|[tootri1]|Jo1r1o01|[0o0110]
L7 | [1 010 |f11oo1|{[oo111]|[0110 0

Codificagéo de Canal
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E a Tabela de Sindromes para implentacao do decodificador é:

Codificagéo de Canal

Tabela de Sindromes (implementada em ROM):

Sindrome §S;

Padrao de Erro ¢;

[0 0 0] [0 0 0 0 0]
[0 0 1] [0 0 0 0 1]
[0 1 0] [0 0 0 1 0]
[0 1 1] 01 0 0 0]
[ 0o 0] [0 01 0 0
1o 1] o 0 0 0
1 1 0] 110 0 0]
11 1] 1 001 0]

47
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b)De (4.31) temos que XHT =eH' =s.

Dado y=[1 1 1 0 1],ent€10§=XHT=[0 1 1],

Consultando a Tabela de Sindromes verifica-se que o padrio de erro correspondente ¢
e=[0 1 0 0 0.

De (4.30),
y=¢C +€,

y+e=c,+e+e=¢,
ci=y+e=[1 0 1 0 1]

Portanto o decodificador detectou e corrigiu o erro simples.

¢)De (4.31) temos que XHT =eH' =s.

DadoX:[1 1 1 1 1],entﬁo§=XHT:[0 0 1].

Consultando a Tabela de Sindromes verifica-se que o padrdo de erro correspondente ¢
e=[0 0 0 0 1].

De(4.30),9i:X+§:[1 1 11 0]

Portanto o decodificador detectou o erro mas nao corrigiu o erro duplo.
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A impossibilidade deste cddigo corrigir todos os padrdes de erro com peso maior que 1 pode ser
também verificada bastando consultar a coluna C0O do AP.

Por inspe¢do da coluna CO conclui-se que este codigo corrige todos os 5 padrdes de erro de peso 1
possiveis e somente 2 padrdes de erro de peso 2, quais sejam, e=[l 1.0 0 0] ¢

e=[1 0 0 1 0]

Em geral o projetista do codigo escolhe os padrdes de erro de peso W que corrigem W erros com base
em alguma peculiaridade do sistema digital.

Por exemplo, no Exemplo 4.6 o nimero total de padrdes de erro de peso 2 ¢ dado pela combinagao
de n=5 bits tomados M=2 a m, isto & Comb(n,m)=Comb(5,2)=10, onde
Comb(n,m)=nY [m!(n—m)].

No entanto, na constru¢ao do AP foi possivel utilizar apenas 2 deles:
e=[l 10 0 0] e e=[t 0 0 1 0]

A razao da escolha destes dois padroes poderia ser, por exemplo, o fato de que o bit b4 ¢ um bit
crucial a supervisao e controle do sistema (supondo que o codigo seja sistematico) € que, em menor

grau, o b; também o seja.
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4.3.6 Principais Codigos de Bloco Binarios

Hé uma extensa cole¢do de codigos de bloco binarios (e ndo binarios). Entre eles citamos:

e Codigos de Hadamard
O(n,k)= 9(2m,m + 1), caracterizados por d,;,, =M+1, onde M>1 ¢ um nimero inteiro.
Em geral, os Coddigos de Hadamard apresentam baixa razdo de codificagdo

R, =k/n=1z,/r, =(M+1)/2"  onde Ts representa a largura (duracio no tempo) dos bits em uma
palavra-codigo e Tx representa a largura dos bits na respectiva mensagem.

Portanto, como Ts/ Ty € pequeno, o uso de um Cddigo de Hadamard implica em um consideravel
aumento na banda-passante do sistema, e, por isso, ndo ¢ muito utilizado.

e Codigo de Golay
0(23,12), caracterizado por d min =7 o que significa:
_ . ) d min—1 7-1 , )
- uma capacidade de corregdo de até 1= S |7 2 |7 3 erros simultineos e

- uma capacidade de detec¢do de até d =d,, —1=7—-1=6 erros simultaneos.

Este codigo ¢ peculiar porque ele ¢ o tnico cddigo conhecido de 23 bits capaz de corrigir até 3 erros
simultaneos [Taub].
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e Codigos de Hamming

9(2m 12" -1~ m), bastante populares por serem caracterizados pela extrema facilidade de construgao,
aliada a uma distdncia minima dmin=3 (detecta até 2 erros simultdneos e corrige até 1 erro), sendo

M =nNn—K um inteiro positivo. Por exemplo, se M =3, obtemos um Cédigo de Hamming 9(7,4).

Em geral, a constru¢gdo de um cddigo de bloco 9(n, k) consiste em:
" definirmos a sua matriz de paridade H, ., ¢, a partir da definigdo de H,

= obtermos a sua matriz geradora G .

Lembrando que:

(10 Oi Poo Poi - Pomky |
G=[t, ipl=|) o 0 YL Po P P
SR D! : : e
_O 00 1 i p(k—l)O p(k—l)l p(k—l)(n—k—l)_
[ Poo P1o P2 Pk-10 il 0 - 0]
: | :
| Pogn-k-1y  Pin-k-1y  Pon-k-1y " Pk-nyn-k-1) iO 0 - 1]
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= A matriz H de um Cddigo de Hamming 9(2m —-1,2" -1~ m) caracteriza-se pelas suas
n=2" —1 colunas serem formadas por todos os vetores distintos m dimensionais em GF(2),

exceto o vetor Q .

= Por exemplo, um codigo 0(3,1) ¢ um Codigo de Hamming com M =2 em que a matriz H ¢
formada pelos N =3 vetores colunas [0 1]T , [1 O]T , [1 1]T .

0 1 1

H —H =
(n=k)xn 2x3 1 0 1
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4.4 Codigos Reed-Solomon

Os Codigos Reed-Solomon constituem uma sub-classe de uma ampla classe de codigos ciclicos denominada de
Cdédigos BCH (Bose — Chaudhuri — Hocquenghem).

Os Codigos Reed-Solomon (RS) encontram-se entre os codigos mais poderosos no que diz respeito a capacidade de
corregdo de erro, sendo largamente utilizados em muitos sistemas digitais como:

e Dispositivos de armazenamento (Fita Magnética,CDs, DVD, codigos de barra, etc.).

e Comunica¢des Moveis e wireless (Telefonia celular, links de microondas, etc.)

o Comunicag¢des via Satélite.

e Televisdo Digital

Vimos anteriormente que um cddigo de bloco binario O(H, k)

codifica mensagens de K bits em palavras-codigo de n bits,

dpin —1

min

2

podendo corrigir até t = L J bits errados.

Um Cédigo Reed-Solomon 0(n,k), representado por RS(n,k),

. r r . r . 3 J4 n r
codifica mensagens de k simbolos em palavras-codigo de n simbolos, sendo capaz de corrigir até t = LTJ simbolos

errados.

Cada simbolo em uma palavra-cddigo (ou em uma mensagem) de um codigo RS(I’I, k) ¢ um bloco de m bits.
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Um Cédigo Reed-Solomon O(n, k), representado por RS(n, k),

codifica mensagens de k simbolos em palavras-codigo de n simbolos, sendo capaz de corrigir até t = {TJ simbolos

errados.

Cada simbolo em uma palavra-codigo (ou em uma mensagem) de um codigo RS(n, k) ¢ um bloco de m bits.

Dai, portanto, o poder de correcao de erro de um codigo RS(n,k); Mesmo que todos os m bits de cada um dos t

simbolos recebidos estejam errados, o cddigo RS(n, k) efetua a corre¢do ndo importando a localiza¢ao dos simbolos na
palavra-codigo.

Ainda, ndo importando o niimero e a posi¢do dos bits errados em cada simbolo, o codigo RS(n,k) corrigira até
t simbolos e, caso o niimero de simbolos errados ultrapassar t, o c6digo RS(n,k) detectara esta situagio.

No contexto do codificador de canal de um sistema de comunicagdes digitais esta caracteristica ¢ extremamente
vantajosa porque permite a corre¢ao de um surto de mxt bits sequenciais recebidos em erro (error burst correction).

Se o nimero de erros ultrapassar t, entdo o codigo RS(n,k) avisa o sistema de que nao foi capaz de corrigir todos os
erros.
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E de especial interesse o caso em que M =8, quando cada simbolo representa 1 byte.

Um byte representa um bloco de 8 bits, que é o menor bloco de informagdo usualmente encontrado em sistemas
microprocessados.

Por exemplo, consideremos um cédigo RS(ZO,1 6) com M=§,

Suponhamos que queiramos codificar a mensagem de k=16 bytes:

255|100|012 {098 | 120|003 |233 111|077 163|000 |001 {088 |200 101 [ 007

O cdédigo RS(ZO,I 6) adiciona N—K =4 bytes de paridade e codifica a mensagem acima na palavra-codigo em forma
sistematica abaixo:

255(100|012|098 | 120|003 [233 | 111|077 | 163|000 |001 |088 |200 |101 | 007|208 | 107|221 |076

Observe que nenhum simbolo € maior do que 255, valor maximo decimal para 1 byte.

Observe também que as operacdes entre polindmios sdo todas executadas em GF(2™) = GF(2%) = GF(256).

Foge ao escopo deste texto o estudo da algebra de polindmios em GF(2™) e, portanto, ndo nos aprofundaremos na
teoria dos Codigos Reed-Solomon.
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4.5 Cddigos Convolucionais — Decodificador de Viterbi

Um codigo convolucional é gerado pela combinagio linear em GF(2) das saidas de um shift-register de K estagios.

A seqiiéncia de bits a ser codificada é aplicada na entrada do shift-register, e este executa a convolu¢do em GF(2) entre a
seqiiéncia de entrada e a resposta ao impulso da maquina de estado (state machine) representada pelo shift-register.

A saida da maquina de estado constitui, portanto, a seqiiéncia codificada.

O n°. de estados da maquina de estado de um codificador convolucional é 2", sendo K o n°. de estagios do shift-register.

No contexto de cddigos convolucionais K+1 recebe o nome de constraint length [Taub].

A razo entre o n°. de entradas e o n°. de saidas da maquina de estado define a razdo de codificacio R. do codificador.

Como uma maquina de estado construida a partir de um shift-register apresenta um conjunto finito de transi¢des permitidas
entre estados, quando a seqiiéncia a ser codificada ¢ a ela submetida, implicitamente ficardo restringidas as transi¢cdes da
seqliéncia codificada em sua saida.

Se o receptor conhecer a tabela de transi¢cdes permitidas, entdo os erros gerados por degradagdo do sinal no canal de
comunicagdes poderdo ser identificados e corrigidos (pelo Decodificador de Viterbi).

A figura ao lado mostra um codificador convolucional /'® e
com K =2 (2% =4 estados)e R, =1/2. .o 0° 2 v=[vg V4]
>+ ° V1
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Codificagéo de Canal

A Figura 4.2, abaixo, mostra um codificador convolucional com K =2 (2K =4 estados)e R, =1/2,

\@_ .

v=[vy V4]

> V4

/

A seqiiéncia de bits a ser codificada ¢é representada por U e a saida do codificador ¢ a seqiiéncia de bits V.

Visto que R, =1/2, para cada bit de u sdo gerados dois bits em V.

;e 0 y . 7 . . 4 A .
O estagio D" transfere o valor logico em sua entrada para a sua saida imediatamente apés a ocorréncia da
borda de descida do pulso de clock (ndo representado na figura).

A , . 1
De forma idéntica opera o estagio D .

. RO , Y 1 N
Representando a saida do estagio D por D’ ¢ representando a saida do estagio D por D , entdo o par de

: on! . : ..
bits DD’ identifica um dos estados da maquina de estado.
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A Figura 4.3 mostra o diagrama de transicao de estados do \®—¢VO
codificador convolucional da Figura ao lado. - - /' ‘i(
: , ue D D -
Na Figura, cada circulo representa um estado D°D' dentre \b v=vg V4]
K ..
os 2= =4 possiveis estados. ;"’ "

O diagrama ¢ construido a partir dos estados individuais considerando as transicoes permitidas a partir de cada
estado como conseqiiéncia do valor logico de u.

Por exemplo, suponhamos que a maquina de estado encontre-se no estado 10 (i.e., D’ =1 ¢ D' =0 na Figura acima).
— Se U =1 asaida resultante ¢ V =10 e, apds a borda de descida do clock, a maquina vai para o estado 11.

— Se U=0 asaida resultante ¢ V=01 e, ap6s a borda de descida do clock, a maquina vai para o estado 01.

— estado uN0v1 — entrada/saida

Dada uma seqiiéncia U a ser codificada, a saida v no codificador de um transmissor digital ¢ enviada ao receptor através
do canal de transmissdo, sendo recebida como uma seqiiéncia r .

Se nenhuma degradagao de sinal ocorreu no canal de transmissao, I = V.
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A Tabela 4.8 mostra uma possivel seqli€éncia U e a resultante seqiiéncia V para o codificador da Figura 4.2.

E mostrada também a trajetoria do estado D’D' a medida que u é codificada, partindo inicialmente do estado 00.

Assumindo que V seja enviado através de um canal de transmissdo com ruido/interferéncia, a Tabela 4.8 mostra uma
possivel seqliéncia r recebida com 2 erros.

Tabela 4.8: Exemplo de codificacao para o codificador da Figura 4.2
u= 0 1 1 0 0
DD' = 00 10 11 01 00
V= 00 11 10 10 11
r= 01 11 11 10 11

— estado

Diagrama de transi¢ao de estados do codificador convolucional.

uN0v1 — entrada/saida
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No receptor digital, o decodificador utiliza um algoritmo de decodificacdo baseado no principio de minima distancia
(MLSE — maximum likelihood sequence detector) denominado Algoritmo de Viterbi. (Vamos decodificar a seqiiéncia
r da Tabela 4.8 através do Algoritmo de Viterbi para testar a capacidade de correcao de erros do mesmo. )

A Figura 4.4 mostra o diagrama de trelica utilizado pelo Decodificador de Viterbi adequado ao codificador
convolucional da Figura 4.2.

=0 diagrama de trelica mostra todas as trajetorias ) -
. .~ r e — estado ulvgv 4 — entrada/saida no codificador
(caminhos) das transi¢coes de estado da maquina
de estado do codificador a cada instante | de =0 1 2 3 4 5
codificacio, a partir do estado 00. : : : | : :
(a0, ap : 0/00 : 1 oo |3 oo (92 ooo 1 2% o ooo} 52

—Cada ramo da trelica comec¢a e termina em um
estado, representando, assim, uma transicao
permitida.

—Cada ramo ¢ identificado por u/v,v,, isto é, a

saida v do codificador quando, ao aplicarmos u
em sua entrada, a maquina de estado executa a
transicao representada pelo ramo em questio.

Estado

Diagrama de Treliga do Decodificador de Viterbi para o codificador
— estado ulgvq — entrada/saida . .
convolucional da Figura 4.2.

Diagrama de transi¢ao de estados do codificador
convolucional da Figura 4.2.

Codificagéo de Canal 60



Comunicacao Digital

A técnica de decodificacao consiste em acumular
em cada nd da trelica as Distancias de Hamming
entre a saida v do codificador e a seqiiéncia r
recebida a cada instante I.

Se mais de um caminho chega a um né “mata-se”
aqueles de maior métrica (maior distancia
acumulada) — caminhos marcados com x na
Figura4.4 — ficando apenas aquele de menor
métrica, denominado de caminho sobrevivente.

A métrica acumulada de cada caminho encontra-se
em negrito a direita de cada n6 na Figura 4.4.

Meétricas sublinhadas representam métricas de
caminhos sobreviventes.

Meétricas em italico representam ramos que incidem
no nd “por cima” e métricas em nao-italico
representam ramos que incidem no no “por baixo”,
J& que, no maximo 2 ramos incidem em um no para
este decodificador.

Codificagéo de Canal

Estado

— estado

1 2

0/00

Codificacéo de Canal

u/vov.] — entrada/saida no codificador

1%

@

Diagrama de Trelica do Decodificador de Viterbi para o codificador
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A decodificacdo final ¢ iniciada a partir do =0 1 2 3 4 5
caminho sobrevivente de menor métrica 23
acumulada, identificando cada  ramo ' SN oo 3 000 ;52 0/00 , = 0/00 4 92

sobrevivente da direita para a esquerda na
trelica, conforma mostra a Figura 4.5.

Ao lermos o valor de U nos identificadores
u/v,v, de cada ramo sobrevivente na

Estado

Figura 4.5, verificamos que a seqiiéncia
originalmente transmitida foi u=[01100], o

que concorda com U mostrado na Tabela 4.8.

Portanto, o decodificador identificou e
corrigiu os 2 erros.

Figura 4.5: Decodificando a seqiiéncia r da Tabela 4.8.

Figura 4.5: Decodificando a seqiiéncia r da Tabela 4.8.
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Codificacao de Canal

e Quando informacao digital ¢ enviada através de um canal de transmissao, ruido e interferéncia inerentes a qualquer canal
pratico degradam o sinal de forma que os dados recebidos contém erros.

e O usuario do sistema de transmissdo digital geralmente estabelece uma taxa de erro maxima aceitdvel — uma mensagem
errada em 1x10° mensagens recebidas, por exemplo (i.e., uma taxa de erro de 1x10™°) — acima da qual os dados recebidos nao
sdo considerados utilizaveis pelo usuario. Esta taxa de erro maxima aceitavel depende da informacao que transita pelo canal.

e A titulo de comparacao, a taxa maxima de erro permitida para transmissao de voz através de telefonia celular ¢ muito maior
do que a taxa exigida para transmissao de dados, por exemplo. Até porque, na pior das hipoteses, mesmo sob uma alta taxa de
erro € conseqliente distorcao, o sistema auditivo humano ¢ capaz de compreender o significado das frases pelo contexto da
conversa, o que ja nao acontece quando dois computadores trocam dados.

O Codificador de Canal ¢ o responsavel em um sistema digital por manter a taxa de erro dentro
de um limite maximo aceitavel pelo usuario.

A possibilidade do uso de codificagdo para controlar com eficiéncia a taxa de erro de um sistema de comunicagdo digital foi
demonstrada por Shannon [Shannon] em 1948 através do denominado Teorema Fundamental de Shannon:

Se a taxa (= velocidade) de transmissdo R [bits/s] da informagdo a ser enviada pelo canal ¢ menor que uma quantidade C
[bits/s] denominada de Capacidade do Canal, entdo a comunicagdo através do canal pode ser estabelecida com uma
probabilidade de erro tdo baixa quanto se deseje através do uso de um codigo adequado para corregdo de erro.

Em esséncia, o Teorema Fundamental de Shannon estabelece que a poténcia do sinal transmitido, a poténcia de ruido no canal e a
largura de banda do canal estabelecem um limite maximo na taxa de transmissao R.
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No caso especifico de o unico agente degradante do canal ser ruido 7(t) com distribui¢do de probabilidade Gaussiana (canal

Gaussiano), a Lei de Shannon-Hartley, decorrente do Teorema Fundamental de Shannon, estabelece que a capacidade C deste tipo
de canal ¢ dada por

P . B ¢ a largura de banda do canal em Hz,
C =Blog, (1 + Wj [bltS/ S] (4.1) onde: P ¢ a poténcia do sinal transmitido e
N ¢ a poténcia do ruido Gaussiano adicionado ao sinal no canal.
Outra interpretacao ¢ a de que P ¢ a poténcia do sinal recebido no receptor € N € a poténcia do ruido na entrada do receptor.

A Lei de Shannon-Hartley apresenta duas importantes implicagdes:
1- Ela d4 um limite superior para a velocidade (taxa) de transmissao confiavel através de um canal Gaussiano.

2- Para uma Capacidade de Canal C especificada, ela define o compromisso entre a largura de banda B do canal e a relagdo sinal-ruido
SNR = P/N (SNR — Signal To Noise Ratio) no mesmo.

Apesar de (4.1) somente ser valida para canal AWGN (AWGN — Additive White Gaussian Noise), isto ¢, o ruido aditivo 7(t) do

canal ¢ Gaussiano ¢ descorrelacionado (i.e., espectralmente branco - white), a Lei de Shannon-Hartley ¢ de utilidade pratica por duas
razoes:

1- Em geral a maioria dos canais fisicos sdo pelo menos aproximadamente AWGN.

2- Demonstra-se que o resultado obtido para um canal AWGN prové um limite inferior para a performance de um sistema digital
operando com um canal nao AWGN.

Em geral, como a densidade espectral de 7(t), dada por |S{77(t)}|2 , € uma constante 7,/2 dentro do intervalo de freqiiéncia -B< f <B,
o ruido pode ser considerado ruido branco [Taub] e a poténcia do ruido pode ser aproximada por N =7;,B, sendo J{}o operador

PBJ [bits/s].

0

Transformada de Fourier [Carlson], e (4.1) pode ser reescrita como C =B logz[l +
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Limite de Shannon

Quando a largura de banda B do canal ¢ aumentada ao infinito, a Capacidade do Canal resulta em

C‘ B = 77310g2 e = 1.44i [bits/s] (4.6)

0 0

A Equagao (4.6) ¢ conhecida como Limite de Shannon.

O Limite de Shannon define a maxima taxa de transmissdo para um canal cuja largura de banda seja suficientemente
grande, tal que ndo apresente qualquer atenuagdo ao espectro do sinal que transporta a informagao a ser transmitida.

e Infelizmente, o Teorema Fundamental de Shannon apenas demonstra que, se R <C existe um codigo
corretor de erro tal que a informag¢do pode ser transmitida através do canal com uma taxa de erro
arbitrariamente baixa, mas ndo especifica como construir tal cédigo corretor.

e Talvez a maior utilidade pratica do Teorema Fundamental de Shannon seja demonstrar que para R >C nao
¢ possivel transmitir informacao sem erro através do canal, mesmo que se utilize o mais poderoso codigo
corretor de erro que se possa conceber.

e E importante salientar que, ndo raro, o maior valor possivel para a taxa de transmissdo R ¢ dado ndo por C,
mas sim, pela complexidade computacional do codigo corretor necessario para que aquele valor de R
possa ser alcancado.

Limite de Shannon:
O Limite de Shannon define a maxima taxa de

. . ) transmissao para um canal cuja largura de
R< C‘ B—oow — lOg 2 €= 1.44— [bltS/ S] banda seja suficientemente grande, tal que nao
To 0 apresente qualquer atenuacdo ao espectro do
Em geral a densidade espectral de poténcia do ruido é uma constante  sinal que transporta a informacao a ser
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n,/2 dentro do intervalo de freqiiéncia —B< f <B e o ruido pode ser  transmitida.
considerado ruido branco (poténcia do ruido N =7,B).
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