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O efeito do intervalo de integração no processo de correlação efetuado no matched filter

Vimos no Cap VIII.2 que as amplitudes de ruído ao longo do tempo se comportam de maneira tal que valores positivos e
negativos de pequena amplitude ocorrem frequentemente no transcorrer do tempo, com picos de amplitude maior
ocorrendo raramente, conforme mostra a figura. A função de autocorrelação do ruído branco é impulsiva, significando
que o ruído branco é descorrelacionado com qualquer função do domínio tempo exceto consigo mesmo. Em
consequência, a densidade espectral de potência é constante no domínio frequência.

Distribuição da frequência de

ocorrência de amplitudes da

forma de onda de tensão de

ruído térmico.

Forma de onda de tensão de

ruído térmico Gaussiano branco.

Autocorrelação da forma de

onda de tensão de ruído

térmico Gaussiano branco.
Densidade espectral de

potência da forma de

onda de tensão de ruído

térmico.
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O efeito do intervalo de integração no processo de correlação efetuado no matched filter

Dado que as amplitudes de ruído ao longo do tempo se comportam de maneira tal que valores positivos e negativos de menor

amplitude ocorrem frequentemente no transcorrer do tempo enquanto valores de amplitude maior ocorrem com menor frequência,

conforme mostra a distribuição Gaussiana de amplitudes no slide anterior, então qualquer processo de média no tempo em que os

valores de ruído sejam somados ao longo de um intervalo de tempo 𝑇 resultará em um valor tanto menor quanto maior for o

intervalo 𝑇 em que a soma intrínseca ao processo de média for efetuada.

Conforme veremos a seguir, isto impacta diretamente na saída 𝑦(𝑡) do matched filter – equação (4) do Cap VIII.2 das notas de

aula – abaixo reproduzida na equação (1).

𝑦(𝑡) = න
0

𝑡

𝐴𝑚cos
2 2𝜋𝑓𝑐𝜏 𝑔𝑇 𝜏 𝑔𝑇 𝜏 − 𝑡 + 𝑇 𝑑𝜏 + න

0

𝑡

𝑛(𝜏) cos 2𝜋𝑓𝑐𝜏 𝑔𝑇 𝜏 − 𝑡 + 𝑇 𝑑𝜏

matched filter
𝒈𝑹 𝒕 = 𝒈𝑻 𝑻 − 𝒕

amostra em 𝑡 = 𝑘𝑇

sinal recebido
𝑟 𝑡 = 𝑠𝑚 𝑡 + 𝑛(𝑡)

detector

(de-mapper)

𝑦(𝑡) 𝑦(𝑘𝑇)
×

cos 2𝜋𝑓𝑐𝑡

downconverter 𝑥(𝑡)
downsampler

(oscilador local)

(1)
𝑦(𝑡)

𝑡𝑇

downsampler
amostra em 𝑡 = 𝑇

O downsampler na figura acima amostra 𝑦(𝑡) em 𝑡 = 𝑇 e “capta” o valor máximo de 𝑦(𝑡) resultante

do 1º termo de (1), amplificando o sinal. Ao mesmo tempo o 2º termo de (1) atenua o ruído 𝑛(𝜏)
porque o ruído branco é descorrelacionado com o sinal. O período de integração em (1) se encerra no

instante de amostragem t = 𝑇 quando o filtro é resetado e é iniciado um novo período de integração

para o próximo símbolo recebido.

Note que o intervalo de integração 𝑇 impacta no resultado de (1) em consequência do processo de soma no tempo do ruído 𝑛(𝜏)
implementado pelo 2º termo de (1), porque o resultado da soma (resultado da integral) efetuada no 2º termo de (1) será um valor

tanto menor quanto maior for o intervalo 𝑇. Isto ocorre porque cos 2𝜋𝑓𝑐𝜏 𝑔𝑇 𝜏 − 𝑡 + 𝑇 é descorrelacionado com 𝑛(𝜏) e é

como se tirássemos este fator do integrando da integral do 2º termo de (1), e ao longo do intervalo 𝑇 a integral somará então mais

valores de 𝑛(𝜏) positivos e negativos de menor amplitude que ocorrem mais frequentemente no transcorrer do tempo do que

valores de 𝑛(𝜏) de maior amplitude que ocorrem menos frequentemente, atenuando assim o ruído. E este efeito é realçado a

medida que 𝑇 aumenta.



O filtro root-raised-cosine como shaping & matched filters

De acordo com a discussão no slide anterior, o ruído branco será mais atenuado na saída 𝑦(𝑡) do matched filter se
aumentarmos o intervalo de integração da equação (1) para além do período de símbolo 𝑇. No entanto, isto faria ocorrer
a superposição dos pulsos 𝑔𝑇 𝑡 ∗ 𝑔𝑅 𝑡 na saída 𝑦 𝑡 do matched filter e isto faria ocorrer ISI (Inter Symbol Iterference)
no instante de amostragem 𝑡 = 𝑇 , causando um efeito similar ao multipath no canal, conforme já discutido no Cap VIII.1
das notas de aula. A ISI causa então dispersão de símbolos em torno dos símbolos IQ de referência da constelação na
saída 𝑦(𝑘𝑇) do downsampler, conforme mostrado abaixo. Se a dispersão for significativa, de modo que símbolos da
“nuvem” de símbolos dispersos em torno dos símbolos de referência invadam uma das regiões de decisão adjacentes, a
BER (Bit Error Rate) não será nula na saída do de-mapper.

shaping filter matched filter downsampler de-mapper

TX
RXCanal

𝒈𝑻 𝒕 = 𝓕−𝟏 𝑮𝑻 𝒇 𝒈𝑹 𝒕 = 𝓕−𝟏 𝑮𝑹 𝒇

𝒖 𝒕

I

Q
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Para uma maior atenuação do ruído branco na saída 𝑦 𝑡 = 𝑢 𝑡 ∗ 𝑔𝑇 𝑡 ∗ 𝑔𝑅 𝑡 do matched
filter é necessário, portanto, um shaping filter e um matched filter com respostas ao impulso
𝑔𝑇 𝑡 e 𝑔𝑅 𝑡 de duração maior que o período de símbolo 𝑇 mas que simultaneamente evite a
superposição dos pulsos 𝑔𝑇 𝑡 ∗ 𝑔𝑅 𝑡 na saída 𝑦(𝑘𝑇) do downsampler, de modo a evitar a
ocorrência de ISI (Inter Symbol Iterference) no instante de amostragem 𝑡 = 𝑇 .



O filtro root-raised-cosine como shaping & matched filters
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Uma resposta ao impulso combinada ℎ 𝑡 = 𝑔𝑇 𝑡 ∗ 𝑔𝑅 𝑡 que atende a condição de ter uma duração maior que o
período de símbolo 𝑇 mas que simultaneamente evita a superposição dos pulsos na saída 𝑦(𝑘𝑇) do downsampler no
instante de amostragem 𝑡 = 𝑇 é a resposta ao impulso do filtro denominado raised-cosine, conforme (2) abaixo,

denominação que resulta de sua função de transferência 𝐻 𝑓 = ℱ ℎ 𝑡 ser definida por um cosseno adicionado de um

valor constante e unitário no domínio frequência que eleva os valores do cosseno, conforme equação (3):

shaping
filter

matched
filter

amostra 
em 𝑡 = 𝑘𝑇

𝒈𝑹 𝒕 = 𝒈𝑻 𝑻 − 𝒕𝒈𝑻 𝒕

𝑦(𝑡) 𝑦(𝑘𝑇)

downsampler

WGN

+
𝑢(𝑡)

bloco c/ resposta ao impulso ℎ(𝑡) = 𝑔𝑇 𝑡 ∗ 𝑔𝑅 𝑡

(2)

(3)

A Transformada de Fourier da resposta ao impulso ℎ 𝑡 resulta na função de transferência 𝐻 𝑓 = ℱ ℎ 𝑡 :

valor constante e unitário que eleva os valores do cosseno – daí a denominação raised cosine

sendo  0 ≤ α ≤ 1 o roll-off do filtro, que é o parâmetro que controla a declividade da curva 𝐻(𝑓) na banda de transição,  

que é a banda situada entre a banda de passagem e a banda de rejeição do filtro raised cosine no domínio frequência 𝑓.

Quanto menor for α mais abrupta é a declividade da curva 𝐻(𝑓) da banda de transição e mais longa é a duração de ℎ 𝑡 . 



O filtro root-raised-cosine como shaping & matched filters
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Plotando a resposta ao impulso combinada ℎ 𝑡 = 𝑔𝑇 𝑡 ∗ 𝑔𝑅 𝑡
dada por (2):

Note que a resposta ao impulso combinada ℎ 𝑡 = 𝑔𝑇 𝑡 ∗ 𝑔𝑅 𝑡 tem uma duração de vários períodos de símbolo 𝑇 (como
é desejado para minimizar o ruído branco) e cruza por zero a cada 𝑡 = 𝑘𝑇 , com 𝑘 inteiro. Na prática, adota-se uma duração
total de ℎ 𝑡 tal que a curva de ℎ 𝑡 contemple pelo menos 12 cruzamentos por zero ao longo do eixo do tempo 𝑡. Note
também que o comportamento da curva de ℎ 𝑡 cruzar por zero a cada 𝑡 = 𝑘𝑇 é o motivo de não haver ISI gerada no
instante de amostragem 𝑡 = 𝑘𝑇 do downsampler. Por exemplo, se aplicarmos na entrada 𝑢(𝑡) do shaping filter a sequência
de impulsos 𝑢 𝑡 = 𝛿 𝑡 + 5𝑇 + 𝛿 𝑡 + 𝛿 𝑡 − 𝑇 + 𝛿 𝑡 − 2𝑇 a resposta na saída 𝑦 𝑡 será conforme o gráfico abaixo.

𝑦 𝑡

𝑡

Observe que a resposta 𝑦 𝑡 aos 4 impulsos é tal que os
pulsos das respectivas respostas se superpõe ao longo do
tempo 𝑡 , gerando ISI em todos estes instantes em que
ocorre superposição. No entanto, em todos os instantes
de amostragem 𝒕 = 𝒌𝑻 do downsampler a amplitude
instantânea de todos os pulsos são nulas exceto para o
pulso da resposta respectiva ao impulso aplicado
naquele instante 𝒌𝑻 . Portanto a saída 𝒚 𝒌𝑻 do
downsampler não será corrompida por ISI.
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Plotando a resposta em frequência combinada 𝐻 𝑓 = 𝐺𝑇 𝑓 𝐺𝑅 𝑓 dada por (3):

Note no gráfico de 𝐻 𝑓 que o pulso raised cosine ℎ(𝑡) dado por (2) ocupa uma banda espectral 𝐵𝑊RC =
0.5 SymbolRate (1 + α) para um canal de transmissão baseband e ocupa o dobro desta banda espectral para um canal
passband. Note também que 𝐵𝑊RC é apenas uma aproximação da banda passante −3𝑑𝐵 da 𝐻 𝑓 do filtro raised cosine e
que, pela simplicidade e praticidade da equação, acaba sendo utilizada como uma primeira aproximação. Em geral a
banda passante −3𝑑𝐵 da 𝐻 𝑓 de um filtro raised cosine digital resulta aproximadamente 70% de 𝐵𝑊RC.

Para todas as aplicações práticas do mundo real 𝑔𝑇 𝑡 é um pulso simétrico, de modo que 𝑔𝑅 𝑡 = 𝑔𝑇 𝑇 − 𝑡 = 𝑔T 𝑡
(ver exemplo no slide 16 do Cap VIII.2 das notas de aula). Desta maneira 𝐺𝑅 𝑓 = 𝐺𝑇 𝑓 e a função de transferência do
filtro raised cosine é dada por 𝐻 𝑓 = 𝐺𝑇 𝑓 𝐺𝑇 𝑓 . Isto permite determinar a função de transferência 𝐺𝑇 𝑓 do shaping
filter no TX e do matched filter no RX:

𝑇 = Τ1 SymbolRate

𝐺𝑇 𝑓 = ℱ 𝑔𝑇 𝑡𝐺𝑅 𝑓 = ℱ 𝑔𝑅 𝑡

𝐺𝑇 𝑓 𝐺𝑇 𝑓 = 𝐺𝑇 𝑓 = 𝐻 𝑓 (4)

Substituindo (3) em (4) obtemos a função de transferência 𝐺RRC 𝑓 individual dos dois filtros root-raised-cosine (raiz do
cosseno levantado) que operam respectivamente como shaping filter no TX e como matched filter no RX:

𝑮𝐑𝐑𝐂 𝒇 = 𝑯 𝒇 = (5)



O filtro root-raised-cosine como shaping & matched filters
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(6)

Aplicando a Transformada de Fourier Inversa em (5) obtemos a resposta ao impulso 𝑔RRC 𝑡 = ℱ−1 𝐺RRC 𝑓 individual

dos dois filtros root-raised-cosine (raiz do cosseno levantado) que operam respectivamente como shaping filter no TX e

como matched filter no RX:

𝒈𝐑𝐑𝐂 𝒕 =

A versão discreta de (6), utilizada para gerar a resposta ao impulso 𝑔RRC[𝑛] de um filtro FIR root raised cosine com roll-off 
e 𝑁 coeficientes (lembre da disciplina de DSP: Os coeficientes de um filtro FIR representam a própria resposta ao impulso

do filtro), é obtida fazendo 𝑡 = 𝑛
𝑇

𝐾𝑠
em (6) (ver slide 5 do Cap VIII.1 das notas de aula) e atrasando a resposta discreta de

Τ𝑁 − 1 2 amostras para torná-la uma resposta causal realizável, sendo 𝑛 = 0,1,⋯ ,𝑁 − 1 e sendo 𝐾𝑠 o oversampling
factor do upsampler no modulador (número de amostras por símbolo IQ):

sinc 𝑢 = Τsin 𝑢 𝑢onde

(7)



Filtro root-raised-cosine – Exemplo
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Exemplo: O diagrama abaixo mostra a etapa de modulação de um sistema de comunicação digital 16-QAM: 

 

 

 

 

 

 

(a) Diagrama de blocos de um sistema M-QAM, M=16. (b) Constelação gerada no mapper M-QAM. 

Figura 1: Etapa de modulação de um sistema de comunicação digital 16-QAM. 



Filtro root-raised-cosine – Exemplo
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Sabe-se que a freqüência de amostragem do D/A é fs=128 MHz e que a freqüência da portadora é fc.  Cada símbolo IQ tem uma duração =T  

1/symbol rate, onde symbol rate = 16 MHz para este sistema. Os blocos “LPF” na Figura 1(a) representam o shaping filter no TX e o matched 

filter no RX, e são filtros tipo root raised cosine com resposta ao impulso ( )ngT  dada nas Figuras 2 e 3. 

 

 

Figura 2: Resposta ao impulso ( ) RRC(n)=ngT  dos blocos LPF (low pass filter) 

na Figura 1(a). 

Figura 3: Valores numéricos da resposta ao impulso 

( )ngT do shaping filter (TX) e do matched filter na 

Figura 1(a). Os elementos do vetor VRRC são os 

valores numéricos de ( ) RRC(n)=ngT  na Figura 2.  

 



Filtro root-raised-cosine – Exemplo
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Dadas estas condições operacionais, pede-se: 

a) Determine a banda passante −3𝑑𝐵 mínima necessária no bloco “Canal de 

Transmissão” da Figura 1(a) p/ que o mesmo não distorça o espectro dos pulsos root 

raised cosine que constituem o stream de símbolos com freqüência central fc gerados 

na saída ( )nU  do TX. 

b) Suponha que o sistema em questão seja um sistema de broadcast via cabo coaxial (um 

TX transmite para vários usuários, cada usuário possui um RX). Ainda, suponha 

também que a SNR no Canal de Transmissão (o cabo coaxial) seja suficientemente alta 

de modo que, em não havendo ruído no canal e para efeito de reduzir o custo do RX 

de cada usuário, o filtro root raised cosine do matched filter em cada RX é movido 

para o shaping filter no TX. O shaping filter no TX, nesta situação hipotética, passa a 

ser um filtro raised cosine. Determine, para esta situação, a banda passante −3𝑑𝐵 

mínima necessária no bloco “Canal de Transmissão” da Figura 1(a) p/ que o mesmo 

não distorça o espectro dos pulsos raised cosine que constituem o stream de símbolos 

com freqüência central fc gerados na saída ( )nU  do TX. 

c) Qual a taxa em Mbps do bitstream na saída do de-mapper do RX deste sistema? 



Filtro root-raised-cosine – Exemplo
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Solução:



Filtro root-raised-cosine – Exemplo
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Homework
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O diagrama abaixo mostra a etapa de modulação de um sistema de comunicação digital 16-QAM: 

 

 

 

 

 

 

(a) Diagrama de blocos de um sistema M-QAM, M=16. (b) Constelação gerada no mapper M-QAM. 

Figura 1: Etapa de modulação de um sistema de comunicação digital 16-QAM. 



Homework
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Sabe-se que a freqüência de amostragem do D/A é fs=28MHz e que a freqüência da portadora é fc.  Cada símbolo IQ tem uma duração =T  

1/ symbol rate, onde symbol rate = 7MHz para este sistema. Os blocos “LPF” na Figura 1(a) representam o shaping filter no TX e o matched 

filter no RX, e são filtros tipo root raised cosine com resposta ao impulso ( )ngT  dada nas Figuras 2 e 3. 

 

 

 

Figura 2: Resposta ao impulso ( ) RRC(n)=ngT  dos blocos LPF (low pass filter) 

na Figura 1(a). 

Figura 3: Valores numéricos da resposta ao impulso 

( )ngT do shaping filter (TX) e do matched filter na 

Figura 1(a). Os elementos do vetor VRRC são os 

valores numéricos de ( ) RRC(n)=ngT  na Figura 2.  
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Dadas estas condições operacionais, pede-se: 

a) Determine a banda passante mínima necessária no bloco “Canal de 

Transmissão” da Figura 1(a) p/ que o mesmo não distorça o espectro dos 

pulsos root raised cosine que constituem o stream de símbolos com 

freqüência central fc gerados na saída ( )nU  do TX. 

b) Suponha que o sistema em questão seja um sistema de broadcast via cabo 

coaxial (um TX transmite para vários usuários, cada usuário possui um RX). 

Ainda, suponha também que a SNR no Canal de Transmissão (o cabo coaxial) 

seja suficientemente alta de modo que, em não havendo ruído no canal e para 

efeito de reduzir o custo do RX de cada usuário, o filtro root raised cosine do 

matched filter em cada RX é movido para o shaping filter no TX. O shaping 

filter no TX, nesta situação hipotética, passa a ser um filtro raised cosine. 

Determine, para esta situação, a banda passante mínima necessária no bloco 

“Canal de Transmissão” da Figura 1(a) p/ que o mesmo não distorça o 

espectro dos pulsos raised cosine que constituem o stream de símbolos com 

freqüência central fc gerados na saída ( )nU  do TX. 

c) Qual a taxa em Mbps do bitstream na saída do de-mapper do RX deste 

sistema? 



Apêndice A:
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Apêndice B:

Sejam 𝒖 = 𝟐𝝅𝐟𝟏𝒕 e 𝒗 = 𝟐𝝅𝐟𝟐𝒕.  Valem as seguintes relações 
(relationships) trigonométricas:

heterodinação
das frequências 𝐟𝟏 e 𝐟𝟐
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