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Capitulo VI
Interferéncia Intersimbolica e

Equaliza¢ao de Canal

Um dos maiores (sendo o maior!) obstaculos para a confiabilidade de comunicagdes
digitais ¢ a interferéncia entre simbolos (ISI — Inter-Symbol Interference), inerentemente
presente em todos os canais dispersivos, classe a que pertence a grande maioria dos canais
de transmissdo praticos. E imperativa, portanto, a desconvolugio do canal no receptor, sob
ruido, com o objetivo de equalizd-lo (ver Interferéncia Intersimbolica - Introdugdo
disponivel para download em http://www.ee.pucrs.br/~decastro/download.html|).

A informagdo a ser transmitida ¢ enviada através de um canal dispersivo C,
resultando em ISI no sinal recebido u(n), onde n ¢ um numero inteiro. Representando a

seqiiéncia de simbolos s(n) originados no transmissor digital, a cada instante n7, o
transmissor envia o simbolo s(nT)UA através de C, sendo A ={so,s1,---sM_J} o alfabeto

da informagdo a ser transmitida, constituido por M possiveis simbolos, e T o intervalo de
amostragem dos simbolos ou intervalo de Baud. Conectado ao transmissor através do canal
C, o receptor devera ser capaz de identificar a quais simbolos do alfabeto A pertencem as
amostras do sinal recebido u(n), de acordo com a seqiiéncia originalmente transmitida

s(n).

A dispersio de um canal ¢ medida pelo intervalo de Z._amostras nio nulas que

resultam em resposta a uma excitacio impulsiva imposta ao canal. A existéncia da ISI
no sinal recebido, resultante da dispersao de C, ¢ observada através do fato de u(n) assumir

inimeros valores tal que u(n)JA, mesmo sob auséncia total de ruido. Portanto, ao
transmitir s(n) através de C, wu(n)lJA como conseqiiéncia da convolucdo da fonte
original s(n) com a resposta ao impulso ¢(n) de C . Cada elemento da seqiiéncia recebida
u(n) consiste em uma soma ponderada de todos os elementos prévios de s(n), com
ponderacdo determinada por c(n). Sob o ponto de vista humano-acustico, a ISI pode ser

percebida ao se estabelecer didlogo em um ambiente fechado com paredes de material
reflexivo, como rocha polida. A reverberagdo acustica — ou ISI — pode atingir tal nivel de
incomodo a ponto de ndo se compreender as palavras (simbolos) do interlocutor.

Uma solugdo para a distor¢do causada pela superposicdo de simbolos recebidos ¢
adicionar ao receptor um sistema capaz de compensar ou reduzir a ISI no sinal proveniente
do canal. Tal sistema compensador ¢ denominado de equalizador. Como a operagao
geradora de ISI ¢ uma convolugdo, o equalizador deve realizar a operagdo inversa, a
desconvolu¢ao [Haykin2]. Em conseqiiéncia, um equalizador ¢ considerado eficaz em
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atender ao objetivo a que se destina, se a convolugdo da resposta ao impulso do canal c(n)
com a resposta ao impulso do equalizador f(n) resultar em uma resposta impulsiva
conjunta A(n) definida por um tGnico impulso d(n—d) em algum instante d. A resposta
O(n—d) caracteriza uma resposta impulsiva conjunta sem nenhuma dispersdo. No
dominio freqiiéncia z, esta situagdo ¢ expressa por

H(z)=C(z)F(z)=z (6.1)

E amplamente aceito, tendo sido sugerido por Bello em [Bello], que um canal
dispersivo, ou multi-percurso, pode ser modelado através de uma funcdo de transferéncia
C(z) do tipo FIR [Strum]. Assim, de (6.1), a fun¢do F(z) do equalizador deve realizar, a
menos do termo z~¢ que define o atraso d da resposta conjunta O(n—d) desejada, a
inversa de C(z). De fato, se d =0, F(z) realiza exatamente C-2(z). A Figura 6.1 mostra
o diagrama de blocos simplificado resultante do sistema no dominio freqiiéncia z, onde
Y(2)= Z{y(n)} ¢ a resposta a excitacdo S(z) :Z{s(n)} e U(z2) =Z{u(n)} ¢ a seqiiéncia
recebida u(n) no dominio z, sendo Z{}] o operador Transformada Z [Strum)].

H(z)
/-—/\‘\
Uz)
S(z) —> C(z) > F(z) — Y(2)

Figura 6.1: Modelo do canal e equalizador no dominio freqiiéncia.

No dominio tempo, a remogao de ISI efetuada por um equalizador de canal pode ser
melhor compreendida através do exemplo mostrado na Figura 6.2. A Figura 6.2a mostra o
alfabeto A, ou constelagdo, dos simbolos complexos referentes a uma fonte s(n) cuja

modula¢do (ou sinalizagdo) ¢ 256—QAM (QAM — Quadrature Amplitude Modulation ) com
variancia unitaria [Proakis]. N, =50000 simbolos do alfabeto A da fonte de informacgao
s(n), gerados seqiiencialmente com probabilidade uniforme, sdo enviados através do canal
C, caracterizado por dimensdo de dispersao L. =128, cujo |c(n)| ¢ mostrado na Figura

6.2d, resultando no conjunto de N, amostras u recebidas mostrado na Figura 6.2b. Ao ser
submetido ao equalizador, o conjunto de amostras u transforma-se no conjunto de
amostras equalizadas y mostradas na Figura 6.2c, proximo, portanto, da constelagao

original mostrada na Figura 6.2a. A resposta impulsiva conjunta 4(n) do equalizador e
canal é mostrada na Figura 6.2e, resultando em /(n)=d(n—64), onde d(n) ¢ a funcdo
impulso unitario discreta. Sempre que A(n) —» O(n—d) diz-se que o equalizador atingiu a
condicdo (ou situagdo) ZF (zero forcing), quando entdo, ISI — 0 [Proakis][Haykin2]. Esta
situacdo também ¢ conhecida como condicdo de “olho completamente aberto”, devido ao
sinal equalizado y(¢) assemelhar-se a um olho aberto na tela de um osciloscépio quando o

alfabeto A ¢ constituido por simbolos reais (ndo complexos).
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Fig. 6.1a: Constelagdo 256—QAM. Fig. 6.2b: Conjunto u na entrada do equalizador.
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Fig. 6.2¢: Modulo da resposta impulsiva combinada do canal e equalizador.

Figura 6.2: Exemplo do processo de desconvolu¢do de um canal de comunicagdes.

6.1 Desconvolugdo de Canal sob Ruido e Reflexdao Multipla

A tarefa de desconvolucdo do canal ¢ dificultada pela presenca inevitavel de ruido e
reflexdes, inerentes a todo canal fisico. A medida que a dispersdo do canal torna-se severa,
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a ponto de incluir componentes originados por reflexdo multipla, poderda haver diversas
freqiiéncias definidas sobre o circulo de raio unitario z=1.0e’° no plano z, com

—-180 <6 <180, nas quais o canal apresenta ganho zero (ver Apéndice I deste capitulo).
Assim, o equalizador apresentard um alto nivel de ruido nestas freqiiéncias, o que podera
impedir a sua convergéncia para a condi¢do ZF, conforme explicamos a seguir.

Existem freqiiéncias especificas que dependem dos pardmetros fisicos do canal,
para as quais, se o sinal do transmissor fosse nelas transmitido, daria origem a multiplos
componentes refletidos [Tijonov][Jasik][Dolukhanov][Nikolski]. Nestas freqiiéncias, os
componentes refletidos, ao se combinarem na chegada ao receptor, somam-se com fase

180 ao sinal direto, anulando-o. Estas freqiiéncias, portanto, quando resultam ocorrer
na banda de Nyquist, constituem uma parcela dos zeros de C(z). Note que os sinais aqui

referidos forcosamente encontram-se em regime permanente, caso contrario nao poderiam
ser identicamente anulados por soma fasorial. Tais sinais tém sua representagdo espectral
definida sobre o circulo de raio unitario no plano z [Strum)].

Como estes zeros de C(z) originam-se do cancelamento de sinal por reflexdo, e

como cancelamento de sinal por reflexdo implica em sinais em regime permanente, as
freqiiéncias destes zeros jazem forgosamente sobre o circulo de raio unitario no plano z.

Da Equagdo (6.1), ao atingir a condi¢do ZF, a funcdo de transferéncia F(z) do
equalizador aproxima-se do inverso da funcdo de transferéncia C(z) do canal. Portanto, as
freqiiéncias em que o canal C(z) tem ganho nulo tenderdo a ser infinitamente amplificadas
por F(z) no equalizador. Como o ruido em geral ¢ espectralmente branco, e esta presente

ao longo de todo percurso do canal, inclusive na entrada do receptor, as freqiiéncias de
ruido que coincidirem com os zeros de C(z) originados por reflexdo multipla tenderdo a

ser amplificadas por F'(z) até a eventual saturagdo do sistema equalizador.

6.1.1 Zeros Unitarios Fora da Faixa de Passagem do Canal

O canal desconvoluido pelo processo descrito na Figura 6.2 ¢ um canal ruidoso com
uma relacdo sinal-ruido SNR (SNR — Signal to Noise Ratio) de 35dB na entrada u(n) do

equalizador no receptor receptor digital.

A Figura 6.3 mostra os zeros deste canal no dominio freqiiéncia complexa z. Note
que o canal apresenta zeros proximos ao circulo de raio unitario z =1.0e’® apenas na faixa
de freqiiéncia |9| >120, na qual a atenuacdo do canal ¢ altissima (ganho = zero) devido

aos zeros sobre o circulo z=1.0e’°. Na faixa de passagem do canal, i.e. para |9| <120,
ndo existem zeros sobre o circulo z =1.0e’? .

Um sinal a ser transmitido através de um canal através do qual se pretenda enviar
informagao obrigatoriamente deve ter seu espectro contido na faixa de passagem do canal,
caso contrario o sinal chegard no receptor com alta atenuagdo. Portanto, o sinal a ser
desconvoluido pelo equalizador no receptor ¢ resultante da interacdo do espectro do sinal
original com os zeros dentro da faixa de passagem do canal (e ndo com os zeros fora da
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faixa de passagem), justamente porque o espectro do sinal transmitido deve
obrigatoriamente estar nela contido.

Vimos que, se um equalizador aproxima a situacdo ZF, entdo F(z) aproxima
C-(z) , quando, entdo, os zeros de C(z) tendem a se tornar polos em F(z). No entanto,
visto que um equalizador ajusta sua F(z) de acordo com o sinal recebido do canal, apenas
os zeros de C(z) dentro da faixa de passagem do canal tenderdo a ser polos de F'(z). Zeros
fora da faixa de passagem sobre o circulo z=1.0e’® atenuam totalmente o sinal a ser

transmitido e, portanto, o equalizador tende a desconsidera-los, ndao representando-os como
polos em F(z).

Portanto, na Figura 6.3, os zeros de C(z) proximos ao circulo de raio unitrio

z=1.0¢"’na faixa de freqiiéncia |9|>120° (fora da faixa de passagem do canal) nao

induzem polos sobre o circulo z=10e° em F (z), ndo ocasionando, portanto, a

indesejada amplificacdo de ruido no equalizador. De fato, o equalizador utilizado no
processo de desconvolucao de canal descrito na Figura 6.2 atinge precisamente a condi¢ao
ZF, apesar da presenca de ruido.

Em suma, zeros de C(z) proximos ao circulo de raio unitério fora da faixa de

passagem do canal ndo resultam em amplificagdo de ruido no equalizador. Em geral, tais
zeros de C(z) ndo sdo originados por reflexdo multipla e sim por atenuacdo devido a
perdas dielétricas e/ou magnéticas ao longo do canal de transmissao.
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Figura 6.3: Raizes de C(z) para o canal utilizado no exemplo da Figura 6.2. O canal em

questao € um cabo coaxial para TV cabo. Ver Apéndice III deste capitulo — caracterizagao
do Canal C2.
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6.2 Equalizador LMS — DD

O equalizador utilizado no processo de desconvolugao da Figura 6.2 ¢ um
equalizador denominado LMS —DD e ¢ baseado no algoritmo LMS [Haykin2]. A Figura
6.4 mostra o diagrama de blocos de um equalizador LMS —DD.

hJ
s(n) u(n) . y(n)
> C(z) » - F(z)
Transmissor y
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Figura 6.4: Equalizador LMS-DD.

O equalizador LMS-DD ¢ cléssico no contexto de equalizagdo adaptativa, contexto
no qual o equalizador adapta sua F(z) objetivando reduzir a ISI. A técnica baseia-se na
transmissao de uma seqiiéncia de treinamento preestabelecida [Widrow], a qual ¢ conhecida
a priori tanto no transmissor como no receptor. No receptor, o equalizador utiliza a
seqiiéncia de treinamento conhecida para adaptar F(z) de modo supervisionado, através
do algoritmo LMS [Haykin2], buscando atingir a condicio ZF. E claro que, se o
transmissor tivesse que enviar somente esta seqliéncia de supervisao, ndao haveria
necessidade de equalizar o canal, j4 que este sinal de treinamento definido a priori nio
carrega informacao util. Na pratica, no entanto, a seqii€ncia de treinamento ¢ transmitida
somente na fase inicial do estabelecimento de comunicagdes ponto a ponto ou
periodicamente para sistemas que operem em modo broadcast. Apds a convergéncia do
algoritmo LMS, situagdo em que o valor do erro médio quadratico (MSE — Mean Squared
Error) da saida com relagdo a seqiiéncia de treino ¢ baixo, o equalizador LMS-DD
transfere o processo de equalizacao para o chamado algoritmo DD (DD — Direct Decision)
[Lucky]. O algoritmo DD dispensa a seqiiéncia de treino enquanto nenhuma alteragdo
subita e significativa ocorrer no canal.

No algoritmo DD, a saida y do equalizador ¢ aplicada a um quantizador Q, que ¢ um
dispositivo de decisdo que estima a qual simbolo do alfabeto A mais proximo se encontra
o valor de y, conforme mostra a Figura 6.4. Apds o algoritmo LMS atingir um nivel de
MSE suficientemente baixo, a chave comuta da seqiiéncia de treino d(n) para a estimativa

da seqiiéncia originalmente transmitida §(n) = Q{y(n)} . O algoritmo Gradiente Estocastico
[Haykin2] adapta F(z) objetivando minimizar a fung¢do de custo J, a qual mede o erro
quadratico instantaneo entre a seqiiéncia de saida y(n) do equalizador e §(n) (ou mede o
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erro quadratico instantdneo entre y(n) e a seqiiéncia de treino d(n) quando a chave esta
na posicdo “LMS”). Note que se §(n)=s(n) entdo o algoritmo DD torna-se idéntico ao
LMS. Em [Macchi] ¢ mostrado que equalizadores com base no algoritmo DD convergem
para a condicdo ZF quando inicializados em uma condi¢do de “olho parcialmente aberto”.
Assim, como corolario, o algoritmo DD ¢ capaz de acompanhar, de modo adaptativo, lentas
variagdes em C(z) sem a necessidade explicita de se retransmitir novamente o sinal de

treinamento.

O equalizador LMS-DD ¢ um equalizador niao-autodidata ou supervisionado
porque tem acesso a seqiiéncia de simbolos originais s(n) através da seqiiéncia de treino

d(n) . Isto torna o processo de desconvolucdo supervisionado muito mais facil do que o

processo de desconvolu¢cdo denominado autodidata, o qual ndo necessita deste sinal de
referéncia. No entanto, esta facilidade implica na resultante penalidade de reduzir a banda
passante do sistema digital como um todo, conforme discutiremos na Secao 6.3.

6.2.1 Funcionamento do Equalizador LMS — DD
A Figura 6.5 detalha um Equalizador LMS — DD. A seqiiéncia de amostras u(n)

recebida do canal é seqiiencialmente armazenada na fila (queue) de blocos z ™" (z™: saida
do bloco atrasada de uma amostra com relagdo a entrada). Como um grande ntimero de
sistemas digitais utiliza modulacdo M-QAM e M-PSK, as amostras u(n) sdo, em geral,

nimeros complexos. O conjunto de saidas da fila de blocos z™ define o vetor

r= [’”o o rL_l]T , denominado regressor do canal. O conjunto de coeficientes
{WO,Wl; : -,WL_J} define os ganhos dos caminhos que chegam ao somador . O somador =

estabelece a soma das saidas dos blocos z™ ponderadas pelo conjunto de coeficientes
wow,--.w, }, de forma que F(z)=W,+Wz +--+W, z'. A F(z) assim
implementada define um filtro FIR transversal [Strum] e um equalizador cuja arquitetura
seja a mostrada na Figura 6.5 ¢ denominado de equalizador transversal.

Gradiente Estocastico
____________ J=TE{ld -y}

n-ésimo
regressor
do canal

=|-1I ;l -1I
T Z T Z T

Figura 6.5: Diagrama do Equalizador LMS — DD. A seqiliéncia d representa a
seqiiéncia de treino enviada pelo transmissor (chave na posi¢ao “LMS” na Figura 6.4) ou a
saida do quantizador Q (chave na posi¢ao “DD” na Figura 6.4)
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Passamos a analisar o equalizador Equalizador LMS — DD. A Figura 6.5 mostra o
equalizador no instante n. Como o instante ¢ definido, visando a compacidade das equagdes
no desenvolvimento que segue, ndo explicitaremos o indexador n para as varidveis
envolvidas a menos que » nao seja inequivocamente definido pelo contexto.

A partir de sua inicializagdo, o vetor de pesos Z=[W0 w, - WL_l]T é
atualizado pelo Gradiente Estocastico, visando minimizar a fun¢do de custo J. Observe
que J mede o quadrado da norma Euclidiana entre a saida do equalizador e o simbolo da

seqiiéncia de treino (ou o simbolo na saida do quantizador Q se a chave estiver na posigao
“DD” na Figura 6.4).

Seja o vetor representativo do n-€simo regressor do canal r(n), n =01, definido
por

ro(m)=u(L-1-k+n), k=01---,L-1 (6.2)
onde L ¢ a dimensado do equalizador e u ¢ a seqiiéncia de amostras recebida do canal.

A saida do equalizador ¢ dada por

y= ET ¥ (6.3)
ou
L1 (6.4)
y= z w,
=

que ¢ identicamente equivalente a

v= 5 [relird RO~ o 1) 55 [Relrd i} +1 kb ]
=Rel} i}, =1

A minimizagdo da fungdo de custo J ¢ feita através de sucessivos ajustes do vetor W/
pelo algoritmo Gradiente Estocastico, a medida que » ¢ incrementado:

(6.5)

J= %E{|d - y|2} = 1im J(n) (6.6)
2 6.7
10 = o) v} (©7
W (n+1) =W, (n)+n, {-0,I(n)), p=01- L1 (6.8)

onde W, € o p-¢simo peso do vetor de pesos W, 1, € o passo de adaptagao, 1., >0, e

o) . 9 (6.9)
orefw ) o1m{w |

— MR 7 —
0,7=0%+,00 7=
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¢ o p-ésimo componente do vetor gradiente complexo de J tomado com relagdo a variagao
do p-ésimo componente do vetor W.

Substituindo (6.7) em (6.9),

. EEB| |2+ 6|d y| B (6.10)
’T 2@Re e aIm{ }Q
Mas de (6.5),
42 =(Reld ~RE} ¥ + imfdh -1 } ) = (6.11)

0,y O ) o,
= el @;{m{w} Red i I
0 - 1t
+gm{d}—§;[w} ok +f s R I

De (6.11), com referéncia a (6.10),

ol —f ERe{d} -R¢ } ] é%{%‘fie{rp} (6.12)
W L Dalm{d}
alm{a} -In{ } ] W _Im{rp}
6.13)

a|a’—y|2 gRe{d} R({H%?_Re{{i%
=20
oy} gnn{d} 1} ] 5%“{% el

P.

IR IEDI;IFI:I ImI|y- DIQD

Ny o o O

Mas d ¢ um valor constante independente do vetor I, portanto todas as derivadas de
d em (6.12) e (6.13) s@o nulas. Tendo este fato em mente e substituindo (6.12) e (6.13) em
(6.10), temos

Refd} - RmRe imfd) -1 } | Rel, }+ (6.14)
HIE ﬂm{a} iof } Ty, H‘ [Re{d ~R¢ } ] Im{rp}E

Substituindo (6.14) em (6.8), obtém-se a equagdo de atualizacao do vetor W para a
minimizagao da fungdo de custo J através do Gradiente Estocastico:
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W, (n+D) =W, (n)+ (6.15)

%Re{d(} ~Re{{ N} Ref rp (n}+0 Aim{a(n} -1m{{ A} Refr, (n}+%
tm{a(n} ~1m{{ §}] imiy, (o} % [Refd (1} ~Re{ A} 1mr, (1}

ou, visto que e( ) d(

en (6.16)
W,(n+D) =W (n)+n,
@ O B A

(Re{d Refr} +1m{d mfr })+ j(im{d Refr} ~Re{d im{r} )= 3" (6.17)

dai, (6.16) pode ser re-escrita como

W,(n+1) =W, (n)+n, e(n)rp*(n) (6.18)

mas

ou em forma vetorial,
W(n+1)=W(n)+n, eln)r () (6.19)

A Tabela 6.1 esquematiza o procedimento adotado no Equalizador LMS — DD
quando aplicado a equalizacao de canal:

Etapa Procedimento

1 Inicializar o vetor L dimensional I/ :
w=0+,0

onde j =+/—1 e L ¢ o “tamanho” (dimensdo) do equalizador.

2 | Inicializar o indexador de regressor do canal (ou indexador de instante/iteracao):
n=0

3 | Obter o vetor que define o n-ésimo regressor do canal r(n):
r,(n)=u(L-1-k+n), k=01---,L-1
onde u ¢ a seqiiéncia de amostras recebida do canal.

4 | Obter a saida do equalizador no instante n:
y(n) =W (n) G(n)

5 Calcular erro:

e(n)=d(n)-y(n)

6 | Atualizar o vetor de pesos W :
W(n+D) =W (n)+n, eln)r (n)

7 Incrementar indexador:
n=n+1
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8 |Comutagdo da chave LMS — DD :

Se o MSE dado pela média dos ultimos L valores de e(n) ¢ menor que o valor da
Tabela 6.2 entdo comuta a chave para DD, caso contrario comuta a chave para
LMS (neste ultimo caso o receptor deve sinalizar ao transmissor para que este
reinicie o envio da seqiiéncia de treino).

9 | Repetir as etapas 3 a 9 até que todas as amostras enviadas tenham sido processadas.

Tabela 6.1: Sumaério do algoritmo utilizado no Equalizador LMS — DD aplicado a
equalizacao de canal.

6.3 Técnicas de Equalizagcdo Usuais — Discussao

Na grande maioria dos sistemas de comunicagdo digital de alta velocidade a func¢ao
de transferéncia C(z) do canal de propagagdo C ndo ¢ conhecida a priori. Além do canal
ndo ser conhecido, a sua caracterizagdo varia com o tempo, devido a alteragcdes nas
condi¢des ambientais do percurso do canal ou devido ao movimento relativo entre
transmissor e receptor. Portanto, ¢ bastante desejavel que o equalizador seja implementado
baseado em técnicas adaptativas, de forma a poder acompanhar as variagdes de C(z) ao

longo do tempo.

No entanto, o uso de uma seqiiéncia de treinamento para o equalizador constitui
desperdicio de banda passante, ja4 que seqliéncias de treinamento ndo transportam
informacao util. A necessidade imperiosa de sistemas de comunicagdo digital de alta
velocidade ndo se coaduna com a ndo otimizagdo da ocupag¢do de banda. Mesmo para
comunicagdes ponto a ponto, em que a seqiiéncia de treinamento necessitaria ser
transmitida somente na fase inicial, ndo ¢ raro alguma variagdo drastica no canal
(possivelmente pequenas aeronaves na linha de visada entre antenas ou passaros na regiao
de campo proximo [Jasik] de uma das antenas ) obrigar a parada momentanea do sistema
para que seja efetuada a reinicializagdo do equalizador LMS-DD pelo algoritmo LMS. E
imperativo, portanto, a concep¢ao de equalizadores que operem com base no sinal recebido

e com base em alguma caracteristica estatistica da fonte s(n), mas ndo necessariamente
com base na seqiiéncia de simbolos originais s(n) (implicita na seqiiéncia de treino d(n)).

Tal classe de equalizadores ¢ denominada autodidata. Um equalizador autodidata, portanto,
efetua a desconvolucdo autodidata do canal sem a necessidade de conhecer a seqiiéncia
s(n) originalmente transmitida, ao contrario dos algoritmos supervisionados LMS e

LMS-DD, que for¢osamente precisam desta referéncia (dada pela seqiiéncia de treino
d(n)) para que a condicdo ZF seja alcangada. Os equalizadores autodidatas, ou

nao-supervisionados, sao também conhecidos como equalizadores cegos (blind equalizers),
pela maneira como buscam atingir a condi¢ao ZF.

Existe uma variedade de técnicas para equalizagdo autodidata de canal que utilizam
distintas filosofias em sua implementacdo. Endres, em [Endres1], faz uma exaustiva andlise
entre as diversas filosofias atuais, incluindo varios exemplos comparativos de equalizagao
autodidata de canais comprovadamente encontrados na pratica de transmissdo digital. A
conclusao a que chega Endres em [Endres1] e que se alinha com o observado no cenario de
equalizagdo autodidata ¢é: o algoritmo CMA (Constant Modulus Algorithm), proposto
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independentemente por Godard [Godard] e Treichler [Treichler3], sob amostragem
fraciondria de canal [Proakis], apresenta desempenho superior em relagdo as demais
técnicas e filosofias autodidatas, principalmente no que diz respeito a velocidade de
convergéncia. Comparativamente, 0 CMA necessita poucas amostras recebidas para atingir
o ponto de convergéncia. Até porque, nas raras situacdes em que a performance do
algoritmo CMA ¢ suplantada, tal melhora de performance ¢ obtida as custas de um custo
computacional proibitivo. Por estas razdes, esta estudo focalizara no algoritmo CMA como
termo de referéncia para equalizag¢do autodidata.

Um exemplo de classe de algoritmos de alta performance mas de custo
proibitivamente alto sdo os chamados detetores de maxima verossimilhanca ou detetores
MLSD (MLSD — Maximum Likelihood Sequence Detection) [Forneyl]. O equalizador de
um detetor MLSD ¢ um decodificador em trelica baseado no algoritmo de Viterbi
[Forney2]. Para cada simbolo a ser decodificado, o algoritmo de Viterbi precisa computar

as métricas de M“*" caminhos distintos na trelica, onde M é o namero de simbolos do
alfabeto A da fonte de informacdo e L. ¢ a dimensdo da dispersdo do canal. Pode-se ter
uma idéia do grau de complexidade desta classe de algoritmos ao se constatar que, para um
canal com dispersdo de L. =16 amostras, utilizando uma corriqueira modulagdo 16—QAM,

a cada simbolo recebido o equalizador necessita computar 16" = 2.95x10°° métricas.

Uma outra classe de algoritmo que aparece com alguma freqiiéncia na pratica de
equalizacao autodidata sdo os algoritmos por decomposicdo em sub-espacos, 0s quais
exploram a ortogonalidade entre os sub-espacos de sinal e ruido, obtidos da matriz de
correlacdo do sinal recebido. Exemplos desta classe de algoritmos podem ser encontrados
em [Moulines], [Xu] e [Tongl]. Apresentando um custo computacional considerado
moderado, esta classe de algoritmos sofre do inconveniente de ser impossivel estabelecer
uma delimitagdo clara entre os sub-espacos de sinal e ruido, o que freqiientemente resulta
em alto MSE residual ap6s um longo processo de convergéncia [Endresl].

Como ultimo exemplo, cita-se ainda os chamados equalizadores DFE (DFE —
Decision Feedback Equalizer). Equalizadores DFE somam ao sinal recebido uma
realimentacdo negativa da filtragem das estimativas §(n)= Q{y(n)} dos simbolos
originalmente transmitidos, na esperanga de anular a dispersdao do canal pela subtragcdo da
dispersao estimada pelo filtro. Nao importando ser o filtro adaptado pelo algoritmo LMS
ou pelo algoritmo CMA, equalizadores DFE inerentemente apresentam o chamado erro de
propagacdo [Casas][Kennedy], o qual causa, de maneira imprevisivel, a elevacdo da
probabilidade de erro nos simbolos recebidos SER (SER — Symbol Error Rate) a niveis
inaceitaveis durante longos intervalos de tempo. Isto acontece porque, ao ocorrer uma
estimativa errada s(n) =Q{y(n)} , 0 erro se propagara pelo filtro durante varios intervalos
amostrais, realimentando-se sobre si mesmo. As recentes tentativas de minimizar o erro de
propagacdo em equalizadores DFE tém apresentado resultados apenas moderados
[Balakrishnan]. Faremos uma breve descri¢ao de equalizadores DFE na Secao 6.6.

O procedimento universalmente adotado no cenério de equalizagdo autodidata com
relagdo ao algoritmo CMA ¢, uma vez atingida a situagcdo de “olho parcialmente aberto”,
comuta-se para o algoritmo DD, de modo semelhante ao algoritmo LMS-DD. Este
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procedimento ¢ amplamente aceito como solugao para um problema inerente ao algoritmo
CMA: o MSE residual relativamente alto ap6s a convergéncia, o qual impede o uso direto
do equalizador CMA em sistemas digitais com constelagcdes densas. Quanto mais densa a
constelagdo maior a velocidade de transmissdo possivel ao sistema, mas, simultaneamente,
menor ¢ o MSE de regime permanente exigido do equalizador [Proakis][Endresl]. No
entanto, a transferéncia para o algoritmo DD somente ¢ possivel quando o MSE, apos a
convergéncia do algoritmo CMA, atinge um nivel suficientemente baixo dado pela Tabela
6.2. Portanto, o éxito de um equalizador CMA—-DD ¢ condicionado por um suficientemente
baixo MSE residual do algoritmo CMA. A tentativa de efetuar a transferéncia do algoritmo
CMA para o algoritmo DD sob um MSE de regime maior que o mostrado na Tabela 6.2
usualmente implica na ndo-convergéncia do algoritmo DD.

Modulagao: Nivel maximo de MSE
para transferéncia:
16-QAM 0.076
64-QAM 0.0182
256-QAM 0.0045
1024-QAM 0.0011

Tabela 6.2: Nivel maximo de MSE para transferéncia ao algoritmo DD.

6.4 Equalizacdao Autodidata de Canal

Em um sistema de transmissao digital, o problema de equalizacdo autodidata do
canal ¢ apenas um em uma miriade. Respectivo a cada problema a ser resolvido, ha pelo
menos um sub-sistema destinado a resolvé-lo. Como exemplo, cita-se aqui apenas o
sub-sistema de sincronismo, por estar intimamente associado ao equalizador. A solugdo do
problema de equalizacao de canal em um receptor exige, como pré-requisito, a solucao dos
problemas de sincronismo _de portadora ¢ de sincronismo de simbolo. A representacao
de um sistema digital em banda base, a ser utilizada ao longo deste estudo, s6 ¢ possivel
caso receptor e transmissor estejam em perfeito sincronismo.

Em geral, o sincronismo de portadora e o sincronismo de simbolo sdo obtidos a
partir de dois PLLs (phase locked loops) [Gardner]. Um PLL “amarra” a freqiiéncia do
oscilador local do receptor com a freqiiéncia da portadora no transmissor. A seguir, um
outro PLL “amarra” a fase dos simbolos (complexos) recebidos com os simbolos do
quantizador do receptor.

6.4.1 Descricao do Problema

Muito do trabalho analitico envolvendo algoritmos de desconvolucdo autodidata
considera a representagdo em banda base do equalizador com a seqiiéncia de entrada
definida por amostras do canal espagadas no tempo de um intervalo igual ao intervalo de
amostragem 7 utilizado no transmissor. Tal forma de amostragem ¢ denominada
amostragem nao-fracionaria e qualquer sistema de equaliza¢do nela baseado ¢ dito ser
ndo-fracionario [Proakis]. E possivel mostrar formalmente que equalizadores CMA
nao-fracionarios sdo globalmente convergentes desde que a fonte de informagdo tenha
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distribuicao uniforme e independente e desde que o equalizador tenha uma dimensao tal
que considere as infinitas amostras passadas do canal [Godard][Foschini][Bellini].
Obviamente, esta ¢ uma situacao limite irrealizavel. Para contornar esta limitagao tedrica, a
pratica faz uso de um nimero suficientemente grande de amostras passadas do canal tal que
condicione a convergéncia do equalizador a um bom termo.

Este desagradavel sentimento despertado pelo termo “infinitas amostras passadas”
associado ao universo dos equalizadores nao-fracionarios ¢ totalmente dissipado quando
considera-se, em contrapartida, a classe de equalizadores ditos fraciondrios ou
super-amostrados.  Equalizadores baseados em amostragem fracionaria foram
historicamente desenvolvidos visando o problema de sincronizagao [Ungerboeck][Gitlinl].
No entanto, mais recentemente, Gardner [Gardnerl] mostrou que a amostragem fracionaria
tem a propriedade de transformar o processo estocéastico associado ao sinal recebido,
convertendo-o de estacionario no sentido amplo para ciclo-estacionario. No contexto de
equalizagdo, esta transformacdo permite que um equalizador fraciondrio atinja
perfeitamente a condi¢cdo ZF “conhecendo” apenas um numero finito de amostras passadas
do canal [LeBlanc], sob determinadas condi¢des ideais, a serem definidas na Se¢do 6.4.4.

A Figura 6.6 mostra o diagrama de blocos de um equalizador baseado em
amostragem fracionaria. O caminho entre a fonte de informagdo discreta s(n) do
transmissor, com intervalo de Baud dado por T, até o sinal analdgico recebido u(z), €
modelado através de um conversor D/A (D/A - digital to analog) que envia o sinal
continuo s(¢) através de um canal C com fungdo de transferéncia C(s) :/\{c(t)} , onde
/\{}] ¢ o operador Transformada de Laplace [Kreyszig] e c(¢) ¢ a resposta ao impulso do
canal C.

Gradiente
Estocético

L, S > §(n)
! . w(al) y(n) Estimativa
------------------------- de s(n)

Figura 6.6: Diagrama de um sistema para equalizacdo de canal em transmissao digital.

O sinal recebido u(f) é amostrado a intervalos de 7/K segundos, onde K ¢ um

o . A nT , . . ~
inteiro positivo. A seqiiéncia u(?) resultante ¢ submetida ao equalizador, com fungdo de

g

: . T . .
transferéncia F(z), cuja saida y(%) ¢ decimada' por K, gerando a seqiiéncia de saida

. . T :
equalizada y(n). Por ser resultante da decimacdo por K de y(n?), o intervalo de Baud

associado a y(n) ¢ o intervalo T originalmente usado no transmissor. O quantizador Q ¢

1 . ~ .
Decimagdo no sentido de sub-amostragem.
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um dispositivo de decisdo que estima a qual simbolo do alfabeto da fonte s(n) mais se
aproxima o valor de y(n). Seguindo a tendéncia da suprema maioria das implementagdes
praticas atuais, a fun¢do de transferéncia F(z) ¢ implementada por um filtro FIR
transversal com L coeficientes F;, i=01---,L—1, onde L é denominado dimensdo do
equalizador. A funcdo de custo J gera a informagdo de erro necessaria ao algoritmo
adaptativo dos coeficientes ou pesos F;, sendo usualmente minimizada pelo algoritmo
Gradiente Estocastico [Haykin2]. Por exemplo, no caso de um equalizador supervisionado
com base no algoritmo LMS, a fun¢do de custo minimizada pelo algoritmo Gradiente
2

Estocastico ¢ dada por J(n)= %|d(n) = y(n)

onde d(n) ¢é a seqliéncia de treino
transmitida pelo transmissor, conforme ja visto na Se¢ao 6.2.

6.4.2 Equalizadores Nao-Fraciondarios

Para K =1 o equalizador torna-se pertencente a classe de equalizadores
nao-fracionarios. E instrutivo analisar esta classe de equalizadores quanto a viabilidade de
convergéncia, antes de se analisar a classe fracionaria. Seja C = [Co C1 - CLC_l]T 0
vetor com dimensao igual a da dispersdao de canal L. contendo as amostras da resposta ao
impulso c¢(n) do canal C tal que C, =c(n), n=01---,L. —1. Note que o equalizador,
representado por F'(z), “enxerga” o canal através do amostrador, e portanto “enxerga” a
resposta impulsiva discreta c¢(n) e ndo a resposta continua c¢(z). Seja
F= [Fo R FL_l]T o vetor com dimensdo L definido pelos coeficientes F;,
i=02---,L -1, do filtro FIR transversal que representa o equalizador, conforme a Figura
6.6. Como a resposta ao impulso f(n) de um filtro FIR ¢ definida pelo valor de seus
coeficientes F; [Strum], a resposta ao impulso do equalizador ¢ dada por f(n)=F,
i=n=01---,L-1. Note que, como a amostragem ¢ nao-fracionaria, elementos adjacentes
no vetor C encontram-se com uma separacao 7 relativa ao dominio tempo continuo.
Mesma observagao vale para elementos adjacentes no vetor F .

A resposta impulsiva combinada do canal e equalizador /(n) no dominio tempo
pode ser representada no dominio freqiiéncia por H(z) =C(z)F(z), onde H(z) = Z{h(n)} ,
C(z)= Z{c(n)} e F(z)= Z{ f (n)} , sendo Z{}] o operador Transformada Z [Strum]. No
dominio tempo, 4(n) ¢ dada pela convolugdo das respostas impulsivas individuais c(n) —
do canal —e f(n) — do equalizador:

=Y fien-i= 3 i) f(n=i) (6.20)

[=—00 i=—00

Como c¢(n) ¢ limitado a L. amostras e como f(n) ¢ limitado a L amostras, a
resposta  impulsiva combinada  A(n) pode ser representada pelo  vetor

H=[Hy Hy, - Hp.-| tal que H,=h(n), i=n=0L1---,L,+L-2, com H dado
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pelo produto da matriz de convolugdo do canal X pelo vetor F representativo da

resposta ao impulso do equalizador:

0C, 0 0 0O (6.21)
0 0
0G Gy 0 O
0 Ho O [ (Fy O
0 0 0 : C1 o O
0 H O O F O
H=0 E=XFE=k.. ¢ . WO
O O B % O
0 H 0 CL,—l C1 0
. L
B2 H 5, : %mﬁ
0 0
Ho o o c.uf

onde Cy,C1,---,C,1 sdo os elementos do vetor C.

Observe que X ¢ uma matriz Toeplitz [Golub], com L.+ L -1 linhas e L

colunas, que ¢ uma conseqiiéncia natural de (6.20) na medida em que L. e L sdo finitos.
Conforme ja visto no inicio deste capitulo, a condigdo ZF ¢ definida por
h(n)=hys(n)=0(n—d), para algum d inteiro ndo negativo. Em (6.21) a condi¢do ZF
implica que H =H, onde H,; ¢éum vetor de dimensdo L.+ L —1 cujos componentes sdo
todos nulos, exceto o de valor unitario na posicao d, isto ¢

H, =fo - 010 - 0 (6.22)
1 T T
HO Hd HLC+L—2

onde O<Sd<L.+L-2.

A conclusdo imediata da Equagdo (6.21) com H = H, € que,como L. +L-1>L,
o sistema de equagdes resultante ¢ sobre-determinado com relacdo as incognitas F;,
i=01---,L-1. Portanto, para um equalizador nao-fracionario ndo existe uma solucao F

tal que a situagdo ZF possa ser atingida exceto quando L — o . Note que nesta discussao
nao foi incluido o efeito do ruido, quando entdo a solu¢do do sistema ¢ mais condicionada
ainda. Este caso ¢ discutido em [Johnson2].

A pratica de equalizadores nao-fracionarios faz uso de L suficientemente grande tal

que o sistema definido por (6.21) apresente um erro quadratico ‘& -X D_V‘z aceitavel para

a operacdo do equalizador com o canal a ser equalizado. Matematicamente, a melhor
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solucdo F,.,, do sistema sobre-determinado (6.21), sob o ponto de vista da minimizagao

? , ¢ dada pela chamada Solucao de Wiener [Haykin2],

Foaws = X * (. (623)

onde o operador {}T representa a pseudo-inversa de Moore-Penrose da matriz argumento.

1
doMSE ——|H, - X [F
OMSE ;= i X T

Equalizadores cujo filtro FIR ¢ obtido de (6.23) sdo denominados de equalizadores
MMSE (MMSE - Minimum Mean Squared Error), porque o erro médio quadratico ¢
minimizado pela pseudo-inversa de Moore-Penrose [Golub][Press]. Esta classe de
equalizadores ndo ¢ adaptativa, o que a torna ndo muito popular por exigir o conhecimento

a priori da resposta impulsiva do canal para a obtencao de X . No entanto, equalizadores
MMSE constituem o limite tedrico para a minimizacdo do MSE de equalizadores

adaptativos, visto que os ultimos apresentam o efeito denominado MSE de Excesso
[Haykin2].

6.4.3 Equalizadores Fracionarios

Para K >1 na Figura 6.6, o sinal recebido u(#) ¢ amostrado a uma razao maior que
1T, que é arazdo de amostragem utilizada no transmissor para enviar os simbolos da fonte
s sob um intervalo de Baud T através do canal. Nesta situacdo, o equalizador ¢ chamado

S A nT . .
fracionario ou super-amostrado. A seqiiéncia u(?) , obtida por amostragem fracionaria,

resulta em um processo ciclo-estacionario para qualquer K inteiro desde que K >1
[Gardnerl]. Sob este ponto de vista, utilizar K >2 constitui um desperdicio inutil, pois
forcosamente implicaria no aumento da freqliéncia do clock dos circuitos digitais
empregados, € em conseqiiéncia, no aumento de seu custo. Assim, este texto limitar-se-a ao
estudo do caso em que K =2, situagdo em que o equalizador passa a ser referido como
equalizador sob amostragem fracionaria 7/2, ou simplesmente equalizador fracionario

7/2.
O sinal analogico transmitido s(¢) € aproximado no tempo continuo por

s() = i a(i)o(t—iT) (6.24)

j=—00

onde a(i)UJA [i, sendo A ={so,s1,~~-sM_]} o alfabeto da informacdo a ser transmitida,
constituido por M possiveis simbolos, d(¢) é a Fung¢do Delta de Dirac [Zeldovich] e T ¢ o
intervalo de amostragem dos simbolos ou intervalo de Baud do transmissor [Proakis].

Na auséncia de ruido, o sinal analogico recebido u(¢) ¢ dado pela convolugao da
resposta ao impulso ¢(¢) do canal com o sinal analdgico transmitido s():
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(6.25)

u(t) = IS(T)ct 7)dT = J'HZa(i)J(T—iT)Ef(t—T)dT

—oo =—c0

Mas, como o canal ¢ um sistema linear, pelo principio da superposi¢do, a resposta a
uma soma de excitagdes aplicadas ao canal ¢ a soma das respostas individuais a cada uma
delas. A partir deste fato, e utilizando as propriedades da Fun¢dao Delta [Zeldovich],
tém-se:

(6.26)

u(t) = J'Hz a(z)5 —zT B? T= z Ia(l —lT)c t—T)dT =

—00 ——oo l——0°—oo

=Y a() I(S(T =iT)e(t—t)dr =y aGie(t—iT)
No receptor, o sinal u(¢) é amostrado a cada intervalo 7/2, gerando a seqiiéncia

qu H_ Z“(Z)C@ _,TH (6.27)

[=—00

Note que valores pares de n em (6.27) definem a seqiiéncia u'*"(k), com

espacamento 7 entre amostras de indice k, espacamento imposto pelo fato de
n=2k=024,--- para k=012,---, e dada por

u™™ (k) =u(kT) = ia(i)c((k —i)T) (6.28)

Da mesma forma, note também que valores impares de n em (6.27) definem a

TN : IMPAR ’ . .
seqiiéncia u (k), com espacamento 7 entre amostras de indice &, espacamento imposto

pelo fatode n=2k-1=135--- para kK =123---, e dada por

6 =ukT =) = 3 aellk -7 -5 (6.29)

O transmissor emite o simbolo s(n7)JA, aguarda T segundos, e entdo emite o
simbolo s((n +1)T )DA. Como a chave do amostrador na Figura 6.6 fecha a cada T/2

segundos, € como o receptor ¢ assumido estar em sincronismo com o transmissor, dois tipos
de amostras u podem ser gerados da operagao da chave:

L Amostras u geradas em um instante de amostragem da chave que coincida com o
instante de emissdo de um simbolo s(n7") pelo transmissor.

IL Amostras u geradas em um instante de amostragem da chave que coincida com o
instante localizado na metade do intervalo entre a emissao dos simbolos s(n7T) e

s((n +1)T ) pelo transmissor.
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Amostras do tipo I tém um contetido de informacao predominante associado aos
simbolos emitidos pelo transmissor, enquanto que amostras do tipo II tém um contetdo de
informacao predominante associado a dispersao do canal. Note que, se ndo houvesse
dispersdo, as amostras do tipo I seriam iguais aos simbolos transmitidos e as amostras do
tipo II seriam identicamente nulas, por ndo haver “reverberacao” (ISI) no canal. Neste

. . . . A . PAR :
estudo assume-se que o sincronismo seja tal que a seqiiéncia u (k) represente o conjunto

IMPAR

de amostras do tipo I e a seqiiéncia u (k) represente o conjunto de amostras do tipo II.

Portanto, amostras recebidas do canal com indice par referem-se a instantes em que o
transmissor emite simbolos e amostras recebidas do canal com indice impar referem-se a
instantes localizados na metade do intervalo entre a emissdo de simbolos pelo transmissor.
As amostras da resposta impulsiva dos canais descritos Apéndice III deste capitulo
obedecem a este critério, isto €, amostras pares referem-se a instantes de emissdo de
simbolos pelo transmissor.

As Equacdes (6.28) e (6.29) sugerem que a representacao da resposta ao impulso ¢
do canal C também pode ser subdividida em componentes pares € componentes impares.
Seja, entdo, C = [Co C1 - CLC_l]T o vetor com dimensao igual a da dispersao de canal
L. contendo as amostras resultantes da amostragem fracionaria 7/2 da resposta ao

1mpulso ¢(¢) do canal C tal que C, =c(—), n=0L1---,L. —1. Sejam dois vetores, €
impulso ¢(¢) d 1 Ctal que C (”ZT) 0L---,L. —1. Sejam doi c™t

C™™* | ambos com espacamento T entre seus elementos, obtidos de C tal que um vetor

mantenha um espagamento relativo 7/2 em relagio ao outro:
c™® :[Co c, C, ...]T’ cMAR :[o C, C, ]T (6.30)

Como a resposta ao impulso de um sistema FIR define os coeficientes de sua funcao
de transferéncia [Strum], C'° define C™%(z) e C™™* define C™**(z). Assim, a

Equagao (6.30) sugere o modelo multi-canal mostrado na Figura 6.7.

PAR {u(kT),u((k-1)T),u((k-2)T),...}
c (z) 5

{s(kT).s((k-1)T),8((k-2)T),...}
o_

CIMPAR(Z) o)
{u(kT-T72),u((k-1) T-T/2),u((k-2) T-T/2),...}

Figura 6.7: Modelo com dois sub-canais (par e impar) resultante da amostragem fracionaria
T/2 do canal original.

Semelhantemente, o equalizador — sob amostragem fracionaria 7/2 — também tera
uma representagdo subdividida em componentes pares e impares. Da Figura 6.6, seja
f(i) = F; aresposta ao impulso do filtro FIR do equalizador, i =01---,L —1. No dominio
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nT N .
tempo super-amostrado, a saida y(7) ¢ dada pela convolucao das amostras recebidas do

canal u(%) com a resposta ao impulso f (%) do equalizador:

nl. & il nT T, & il T (6.31)
M= izz_wf(?)u(7 - —; f(E)u((n - 1)5)

Para cada n, na convolug¢dao definida em (6.31), o indexador i do somatorio ora
refere-se a instantes associados a amostras pares da seqliéncia recebida super-amostrada

nT . . . nT .
u(7) , ora refere-se a instantes associados a amostras impares de u(7) . Portanto, a saida

T . A
super-amostrada y(n?) pode ser convertida em uma seqiiéncia y(k7), com espacamento

T entre amostras, decomponivel em duas seqiiéncias y "\ (kT) e y"" **(kT) definidas
conforme os paragrafos que seguem.

Sejai=2j e n=2k em (6.31). Entdo,
L1 (6.32)
PAR 2 . .
)=y SO0
=

Sejai=2j+1e n=2k em (6.31). Entdo,
(6.33)

2] 1)

P Ty =5 O 2k - 2 +1) jf@ﬂ—)u(k =)

Portanto, a representa(;ﬁo total ¢ dada por
(6.34)
y(k) =y (k) + M () = Z @((zT)u( =)0+ £GT + Dl =) -1

Dependendo do sistema, o bloco decimador K na Figura 6.6 pode manter as

. , , nT
amostras pares e eliminar as amostras impares da saida super-amostrada y(7), ou pode

, .. nT PAR
manter as amostras impares e eliminar as amostras pares de y(7). Como u " (k)
representa o conjunto de amostras do tipo I, o decimador K manterd as amostras para n par

C e, , , nT ,
e eliminard as amostras para n impar na saida super-amostrada y(7). Portanto, a saida

ap6s o decimador K é dada por y(n) = y™** (k).
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A Equacdo (6.34) sugere que o vetor F = [Fo B FH]T de coeficientes do

filtro FIR do equalizador, os quais sdo definidos pela sua resposta ao impulso f (%), isto
¢, F, =f(%), n=01---,L-1, pode ser decomposto em F™ :f(kT) e
R = Her - TH k=012, Ou sefa,

O 2]

(6.35)
F™ =[r(0) s@) rlr) T, EM"“‘:Q(Q) f(%T) f(%T) g

Como os coeficientes de um filtro FIR definem os coeficientes de sua funcao de
transferéncia [Strum], F'° define F™%(z) e F™™* define F™™**(z). Isto sugere o

modelo multi-canal para o equalizador mostrado na Figura 6.8.

PAR

{u(kT),u((k-1)T),u((k-2)T),...}
o F)

WD), y((k-1)T).y((k-2)T),...}

IMPAR,
F

(@)

O
{UKT-T72), u((k-1) T-T/2), u((k-2) T-T72), ..}

Figura 6.8: Modelo em dois sub-filtros (par e impar) para o equalizador, resultante da
operagdo sob amostragem fracionaria 7/2 do canal.

Combinando as Figuras 6.7 e 6.8, obtém-se o modelo nao-fracionario (espagamento
T entre amostras adjacentes em s € y) equivalente para o sistema de equalizagdo:

PAR PAR

C (2 F (2

s(kT) Y(KT)

CIMPAR(Z) F IMPAR(Z)

Figura 6.9: Modelo equivalente ndo-fraciondrio para um sistema de equalizacdo com
amostragem fracionaria 7/2 . O espagamento entre amostras adjacentes em s e y € T.

Algum cuidado ¢ necessario na interpretagdo do equalizador fracionario através do
sistema equivalente mostrado na Figura 6.9. A fonte s(k7) emite simbolos com
espagcamento temporal 7. No entanto, ao encontrar a bifurcagao, o fluxo de sinal da fonte s
¢ dividido em dois fluxos, par e impar. A partir da bifurcag¢do, o fluxo par transporta os
simbolos s(kT") efetivamente emitidos pela fonte s, o qual origina amostras do tipo I no
receptor. O fluxo impar transporta simbolos ficticios, gerados na bifurcagdo, o qual origina
amostras do tipo II no receptor. Estes simbolos ficticios sdo gerados na bifurcacdo em
instantes de tempo que coincidem com instantes de tempo localizados na metade do
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intervalo entre a emissdo dos simbolos s(k7) e s((k +1)T ) Este ¢ o motivo de o

decimador K eliminar as amostras do tipo II, mantendo as amostras do tipo I, j& que ¢
desejado equalizar o fluxo de simbolos efetivamente emitidos por s € nao o fluxo de
simbolos ficticios associados a “reverberacao” no canal. Em conseqiiéncia, o procedimento
de determinacao do filtro ¥ do equalizador sera feito objetivando equalizar o fluxo de

sinal par. Assim, a H(z) equivalente no dominio freqiiéncia é dada por
H(z) =C™ () F™  (2) + C™™*  (2)F ™™ (2) (6.36)

Sob condi¢ao ZF, tém-se que h(n)=h,(n)=0(n—-d), o que implica em
H(z)=Hi(z)= Z{hd (n)} , onde Z{}] é o operador Transformada Z. E interessante observar
que, ao impor H(z) = H,(z) em (6.36), a equagao ¢ transformada na conhecida Identidade
de Bezout [Chen], no contexto da Analise de Sistemas Lineares.

Utilizando o conceito de matriz de convolugdo, a Equacgao (6.36) ¢ dada no dominio
tempo por,

H= XPARFPAR +XIMPAREIMPAR (6.37)

Comparando a Equacao (6.37) com a Equacgao (6.21) verifica-se que, se o filtro F

. ~ N . . . +
de um equalizador nao-fracionario sob ZF aproxima a inversa do canal através de X ,

um equalizador fraciondrio sob ZF ndo necessariamente o faz, visto que dois termos
envolvendo as matrizes de convolugdo de cada sub-canal, distintas da matriz do canal,
definem a resposta impulsiva H em (6.37).

O procedimento para determinacdo do filtro F de um equalizador fracionario ¢
analogo ao caso ndo-fracionario, isto ¢, faz-se H = H, na Equacdo (6.37) objetivando que
o equalizador atinja ZF. No entanto, como o decimador K elimina as amostras impares, a
determinagdo de F ¢ tal que o termo X PAR AR com F™™ = F, seja o responsavel por
forcar H = H, na interpreta¢gdo multi-canal dada por (6.37). Isto ¢, F ¢ determinado de
forma que apenas as componentes pares de A sejam forgadas a igualarem H,. Como
conseqiiéncia, o termo X IMPAR pIMPAR  resultante de F assim determinado — isto &, para

IMPAR r . ~ .
F =F — ¢ um vetor que resulta do processo de equalizacao do fluxo de sinal par na
Figura 6.9, mas que ndo tem nenhuma influéncia direta sobre tal processo.

Para que se proceda a determinagdo de F', faz-se necessdrio um conjunto de

P . . . T . ~ . \
defini¢cdes preliminares. Seja C = [Co C: - CLL,_l] o vetor com dimensdo igual a da
dispersdo de canal L. contendo as amostras resultantes da amostragem fracionaria 7/2 da

resposta ao impulso ¢(¢) do canal C tal que Cp =c(%), n=01---,L.—-1. Seja L. um

nimero inteiro positivo par, de modo que C inclua todas as amostras pares e impares
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(condicao nado obrigatoria na pratica) da resposta impulsiva. Seja F = [Fo Eo- FH]T
o vetor de coeficientes do filtro FIR do equalizador fracionério, contendo as amostras da

. ., T . . , T
resposta ao impulso fracionaria f (n?) do equalizador, isto &, Fy = f (n?), n=01---,L-1.

Antes do decimador K (ver Figura 6.6), a resposta combinada H do canal e
equalizador pode ser descrita de modo andlogo a (6.21), através de uma matriz de
convolu¢do fracionéaria X equivalente. Para o caso ndo-fraciondrio representado por

(6.21), o intervalo relativo entre as linhas desta matriz de convolugdo ¢ 7. No entanto, para
a matriz X do caso fracionario o intervalo relativo entre suas linhas ¢ 7/2 — o que
implicitamente gera, a nivel de matriz de convolugdo, o conceito de fluxo de sinal par e

impar. Tal sistema matricial, quando referido a saida do decimador K, tera suas linhas pares
mantidas e suas linhas impares eliminadas, resultando no sistema

0Co 0
0 0
ac, Cy Co O O
0 0
E Ho S E LG G G G %Fe 0
0
a " 3 Lz DR O (6.38)
0 H, L_ V! —_0O [h E
H' =g =X 'E=8 G G F
0 0 o O
0 0 O o o
. g 00 O
E—IZEDLLZL—lE_lEH 0 Cs %’HE
0 O 0
0 0
0 0
0 Cra

onde {}j ¢ o operador que resulta na eliminac¢do das linhas impares da matriz argumento e
[l é o operador que resulta no inteiro mais proximo e maior que o argumento.

Por exemplo, seja L.=L=4 tal que Q=[CO ¢ G, C3]T e
F =[F0 F,F, FB]T. Referida a entrada do decimador K, tém-se uma matriz de

convolug¢do fraciondria equivalente X que origina o sistema de equagoes
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HoO @, 0 0 00 (6.39)
0 0O U O
(H. [ c, G, 0 o000
0 d O UFoO)
(H,0 [, ¢, Co 0O O
0 d O UF 0O
HZQ‘I;:,D:XE:QE Cz Cl Com [l
0 d O ), O
Uy, U O (0 O
gdleg DO G C G =
U U
%ﬂ"m 0 0 G G
He Ho o o oH

A matriz X , ao ser referida a saida do decimador K, d4 origem ao sistema de

equacgoes

(Hol o 0 O O0Ored (6.40)
g d U [ 0
(H,U . c, ¢ Cy O0MIFO

ﬂl =0 [= X E =[] o O
1,0 oo ¢; ¢, G UR0
g o U (0 d
HisH HO 0 0 G:H3H

+ -
Observe que X ' ¢ uma matriz com ELCTLJE linhas e L colunas. A condi¢ao
ZF aplicada em (6.40) implica que H' =H, onde H, ¢ um vetor de dimensio

Ec + L _1|:| . ~ I o o~
W%CWOS componentes sao todos nulos exceto o de valor unitario na posi¢ao d.

Para que o sistema de equagdes (6.40) tenha pelo menos uma solucdo para o vetor
de incognitas F', solugcdo que objetiva determinar F para que o equalizador atinja ZF, ¢

. L. +L-10 . , A
necessario que <L, ou equivalentemente, L= L. —1. Esta ¢ uma exigéncia
H 2 H

radicalmente mais factivel do que a exigéncia L — o necessdria a classe de equalizadores
ndo-fraciondrios.
~ 7 l 1 . .
Note que a obtencao de F através de (6.40) para H = H, implica que o termo
PAR ~PAR PAR .
F,com F  =F, forca as componentes pares de H a igualarem H, na

interpretacao multi-canal dada por (6.37).

IMPAR
C

Sempre que C™"(z) e (z) apresentarem zeros comuns, (6.36) pode ser

escrita como
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H(z)=C™M (Z)(CVPAR (2)F"™ (2) + C, IMPAR (z)F™MPAR (Z)) (6.41)

ZCOM r o A s .
onde C (z) € o polindmio em z resultante do produto de todos os mondmios (z - zm),
sendo z,, m=01---,N.. -1, a m-ésima freqliéncia do conjunto de N.. zeros comuns a

CPAR (2) e C™MPAR (z), com C PAR (z)= Cc"® (2) e C IMPAR (z)= CMPAR (2)
’ r CZCOM (Z) r CZCOM (Z) :

Utilizando o conceito de matriz de convolugao, (6.41) ¢ dada no dominio tempo por,

H = XZCOM (erAR FPAR +Xr1MpAREIMPAR) (6.42)

Observe que a matriz de convolugdo fraciondria equivalente do sistema de equagdes
(6.42) ndo ¢ mais identicamente separavel em componentes pares € impares, como o ¢
(6.37). Portanto, ao referir-se tal matriz a saida do decimador K, por nao haver mais um
conjunto de linhas pares separdvel do conjunto de linhas impares, o sistema de equagdes
resultante ndo ¢ mais factivel de ser reduzido a forma dada em (6.38). Nesta situagdo, a
condi¢cdo ZF nao ¢ mais garantida apenas fazendo-se L = L. —1. No entanto, ¢ mostrado em
[Johnsonl1] que um equalizador CMA fraciondrio destinado a equalizar um canal fisico que
apresente zeros comuns aos sub-canais ™" (z) e ¢™"*(z) pode convergir para a condi¢ao
ZF desde que L seja “suficientemente grande”, mas ndo necessariamente infinito. A pratica
mostra que isto ¢ verdadeiro, muito embora a convergéncia de um equalizador CMA fique
algo dificultada quando os sub-canais apresentam muitos zeros comuns. Em [Endres1] ¢
mostrado que o Unico algoritmo a convergir satisfatoriamente com este tipo de canal, dentre
os presentes no atual cenario e para SNR=35dB, ¢ o LMS ciclico [Giannakis]. O LMS
ciclico minimiza a fungdo de custo J,ys(n)=|y(n)-s(z—-d)*, onde y(n) ¢ a saida do

equalizador e s(n—d) ¢ a seqliéncia originalmente transmitida com um atraso d. O LMS

ciclico apresenta o inconveniente de necessitar da estimativa a priori do coeficiente Co do

canal e da variancia da fonte no sinal recebido. Como isto nao € possivel na pratica, Jimsc €
minimizada com um grau de liberdade tal que ocorre reducdo de ISI, mas com magnitude e
fase da constelacdo de saida desconhecidas. Alids, [Endres1] da indicio que este € o Gnico
caso em que o LMS ciclico apresenta desempenho melhor que o CMA. De fato, o
desempenho do LMS ciclico ¢, em geral, sofrivel se comparado com o elenco de algoritmos
atuais.

. ’ . PAR IMPAR
E possivel mostrar que zeros comuns aos sub-canais C  (z) e C (2)
equivalem a pares de zeros de C(z) situados em posicdes eqiiidistantes da origem do plano

z sobre uma reta que a contém [Jury][Fijalkow][Tugnait][Tong2]. No jargdo de
equalizacao, ¢ dito que a condicdo ZF ¢ perfeitamente alcancdvel se ha disparidade
(nenhuma raiz comum) entre os sub-canais ou, equivalentemente, se ndo ha pares de raizes
refletidas de C(z) com relagdo a origem. A Figura 6.10 mostra a equivaléncia entre raizes

de C(z) refletidas e raizes comuns aos sub-canais C™**(z) e C™"""%(z).
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Fig. 6.10a: Zeros de C(z).
& ) Fig. 6.10b: Zeros de ¢™**(z) = A e C™*(2) — *,

Figura 6.10: Equivaléncia entre pares de raizes de ((z) refletidas com relagdo a origem e
pares de raizes comuns entre os sub-canais ¢™%(z) e ¢™™*(z). Para cada par de raizes

aproximadamente refletidas sobre a origem na Figura 6.10a existe um par de raizes
proximas na Figura 6.10b.

6.4.4 Condig¢des Ideais para ZF em um equalizador CMA

Tendo em vista a discussdo anterior em toda a sua extensdo, ¢ possivel, entdo,
definir as condi¢des ideais para que um equalizador CMA super-amostrado atinja
perfeitamente a situagio ZF. E importante ressaltar que o conjunto destas condigdes
constitui uma idealizacdo ndo encontrada em nenhum caso pratico, servindo apenas de
referéncia para uma primeira avaliagdo do ambiente operacional em que um equalizador
CMA fracionario deverad funcionar. Quanto mais proximo o ambiente operacional estiver
das referidas condi¢des, mais facilidade terd o equalizador em atingir um ponto de
convergeéncia proximo a situacao ZF. As condigdes operacionais ideais para ZF sdo:

L. Caracteristica estatistica da fonte de informacdo: A seqiiéncia que representa a
fonte de informacdo possui média zero, distribui¢do uniforme, e apresenta
independéncia estatistica entre amostras. Em [LeBlanc] Le Blanc faz um exaustivo
estudo do comportamento de equalizadores fracionarios CMA quanto a correlagdo e
quanto a distribuicdo estatistica da fonte. O resultado que emerge de [LeBlanc] ¢
que, para fontes cuja distribuicdo apresenta valor de curtose K entre a da
distribuicao uniforme ( K =1) e a da distribui¢do Gaussiana ( K =3), 0os minimos
da fun¢@o de custo Jg do algoritmo CMA resultam factiveis de serem alcangados
pelo Gradiente Estocastico (a medida que K aproxima-se de 3, menor torna-se o
gradiente de Js na direcdo dos minimos), e, portanto, a convergéncia do CMA ¢
possivel para esta situagdao. Para fontes cuja distribui¢ao apresenta Kk >3 o CMA
diverge . E mostrado também que a correlagdo da fonte influencia o desempenho do
CMA na medida em que altera a posi¢do dos minimos — o que ndo impede a
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convergéncia. No entanto, para fontes altamente correlacionadas, falsos minimos
sdo acrescentados a J¢, 0 que pode impedir a convergéncia do CMA.

1L Ruido aditivo: Ndo hé ruido aditivo no canal de transmissdo. Obviamente esta ¢
uma situagdo ideal que jamais ¢ encontrada na pratica.

II1. Disparidade de sub-canais: Nao existem raizes comuns as funcoes de transferéncia
FIR c™%(z) e ¢™™*(z) que representam os sub-canais. Esta condi¢do estende-se
também a sistemas que utilizam multiplos canais originados por diversidade
espacial (super-amostragem ¢ considerada diversidade temporal), como por

exemplo, sistemas que utilizam um conjunto de multiplas antenas receptoras
[Gesbert][Fijalkow].

IV. Dimensao do equalizador: O equalizador apresenta um dimensdo L tal que
L>2L. -1, onde L. ¢ a dimensdo da dispersdo de canal. Em [Endresl] ¢
apresentado um estudo de consideravel abrangéncia sobre a sensibilidade de um
equalizador fracionario CMA quanto a violag¢do desta condicao.

6.4.5 Algumas Defini¢cdes Operacionais

Muito se falou em ISI neste estudo até o presente momento, associando-a a idéia de
“reverberacdo” no canal, mas ndo foi sugerida ainda uma defini¢do quantitativa da mesma.
Uma possivel definicdo, que serd adotada neste estudo, ¢ denominada de ISI de pico
[Gitlin2], e ¢ dada por
z H' (6.43)
ISI=-*

1
- max‘H 3
k

m}fIX‘H ¢
onde H, ¢ o k-ésimo componente do vetor 4 definido em (6.38).

Ainda resta determinar a forma de implementacdo do bloco decimador K na Figura
6.6. Embora a representagdo da operagdo de decimagdo por um bloco especifico seja
instrutiva, na pratica ela ndo ¢ implementada desta forma. Ao invés disto, utiliza-se o
conceito de regressor fracionario de canal. O n-ésimo regressor fracionario do canal ¢ o

vetor #(n)OC*, n=0,,---,N, =1, Cé o conjunto dos nimeros complexos, vetor dado por
n(n)=u(L-1-k+i), k=01---,L-1 (6.44)

onde:

L ¢ a dimensao do equalizador,

u ¢ a seqiiéncia de amostras recebida por amostragem fracionaria % do canal, com

i=13:--,N, —1 variando na medidaem que n =01---, N, =1 tal que i =2n+1,

N, ¢ onuamero total de amostras a serem recebidas por amostragem fracionaria do canal,
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N, = SV%H'§+ 1 ¢ o nimero total de regressores a serem obtidos do canal ,

T ¢ o intervalo entre os simbolos gerados no transmissor,

¢ o operador que resulta no inteiro mais préximo € menor que o argumento.

Desta maneira, a saida y(n), no instante n, ¢ simplesmente dada por
y(n) =E" (n) E(n) (6.45)

onde F(n) ¢ o vetor F =[Fo P FH]T que define os coeficientes do filtro do
equalizador no instante n. Note que o intervalo de tempo continuo associado ao intervalo
entre os instantes discretos n € n+1 € o intervalo de Baud do transmissor, ou 7. Assim, a
cada simbolo s(n) transmitido pelo transmissor ¢ gerado um correspondente regressor de

canal r(n) no receptor, ficando, portanto, implicitamente implementada a operagdo de
decimacao. No entanto, o intervalo de tempo continuo associado ao intervalo entre os

. T . ~ D, .
componentes de cada regressor » ¢ > garantindo a convolugdo fraciondria realizada pelo

filtro.

6.5 Equalizagdo com o Algoritmo CMA

No cenario de desconvolugdo autodidata, o algoritmo CMA (Constant Modulus
Algorithm) ¢ universalmente utilizado, seja para canais eletromagnéticos ou acusticos. Tem
havido um imenso interesse da comunidade de pesquisadores neste algoritmo, desde sua
proposi¢ao em 1980 por Godard, em parte devido ao seu baixo custo computacional € em
parte devido a sua capacidade de desconvoluir canais para os quais os demais algoritmos
para desconvoluc¢do autodidata flagrantemente falham.

A capacidade autodidata e a versatilidade do algoritmo CMA ¢ amplamente
reconhecida quanto a tarefa de desconvoluir o conjunto de simbolos recebidos a partir de
uma situacdo inicial de alto ISI, conhecida como “olho fechado”, até a convergéncia do
algoritmo, situacdo de baixo ISI conhecida como “olho aberto”. No entanto, o
requerimento de alta velocidade de transmissdo dos sistemas digitais atuais tem levado ao
uso de constelagdes de simbolos cada vez mais densas. Para tais constelacdes densas, o erro
de regime permanente do algoritmo CMA ¢ insuficiente para que a probabilidade de erro
nos simbolos recebidos, ou SER (Symbol Error Rate), reduza-se a niveis aceitaveis.

Devido a excelente performance autodidata do algoritmo CMA, a comunidade de
pesquisadores tem preferido conviver com o problema de alto erro de regime permanente
deste algoritmo. A solucdo universalmente proposta para contornar este problema ¢ utilizar
o algoritmo CMA até a ISI atingir a melhor condi¢cdo de “olho aberto” possivel e entao
comutar para um algoritmo auto-supervisionado denominado Decisdo Direta (DD — Direct
Decision). O algoritmo DD ¢ incapaz de desconvoluir o conjunto de simbolos a partir de
uma situagdo inicial de “olho fechado”. Mas, uma vez inicializado a partir de uma situagao
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de ISI relativamente baixa, ¢ capaz de atingir niveis de erro de regime permanente muito
menores que o algoritmo CMA.

O algoritmo baseia-se na minimizagao de uma fun¢ao de custo Jom que objetiva
ajustar uma poténcia P inteira do conjunto de saidas do equalizador a uma constante real e
positiva Rp. Esta constante ¢ escolhida de modo a projetar sobre um circulo todos os
pontos da constelacao de saida do equalizador. Em [Godard] Jcwm € definida como

Tou :%E@yr _Rp)zg (6.46)

para algum inteiroP . Note que Jem € uma dispersdo estatistica de ordem P [Papoulis] e
que inerentemente utiliza estatisticas de ordem superior do conjunto de saidas y do
equalizador.

Quando P =1, Jeu reduz-se a funcdo de custo utilizada no pioneiro trabalho de Sato
[Sato], em 1976. Embora P possa teoricamente assumir qualquer valor inteiro, a suprema
maioria das implementagdes de equalizadores autodidatas atuais aplica o algoritmo CMA
com a fungdo de custo Jou para P=2, minimizada pelo Gradiente Estocastico
[Treichlerl][Proakis][Haykin2]. Assim, neste estudo, a funcdo Jou para P=2 sera
referida como Fun¢@o de Custo CMA ou Fungdo de Custo de Godard , representada por

Js , e dada por
1 )2 6.47
4 %MZ 4 % e

onde y ¢ a constante de dispersao do algoritmo CMA definida por
E | A|4 (6.48)
EYA’

sendo A = {so,sl,- . -sM_J} o conjunto de M possiveis simbolos, ou alfabeto, referente ao tipo
de modulagao utilizada. Godard mostra em [Godard] que ¥, assim definido, minimiza Jg .

6.5.1 Caracteristicas do Algoritmo CMA

A funcdo Jg, definida em (6.47), ¢ uma fun¢do ndo-convexa, € portanto possui
minimos locais. Isto condiciona a minimizag¢dao de Js até o minimo global a trajetéria
percorrida pelo Gradiente Estocastico. E possivel que a trajetéria do gradiente fique presa
em um minimo local ndo significativo, quando a convergéncia para o minimo global jamais
¢ alcancada [Ding]. Isto faz com que a convergéncia de equalizadores CMA com base em
filtros FIR transversais seja fortemente dependente da inicializacdo dos coeficientes (ou
pesos) do filtro [Chung]. Ainda, para que a estabilidade da delicada dindmica do processo
de minimizagdo de Jg ndo seja comprometida, o passo de adaptacdo deve ficar nas
vizinhangas do valor 1x107, como um compromisso entre velocidade de convergéncia e
erro de regime permanente [ Endres1].
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Observe também de (6.47) que a minimizagdo de Js ¢ um procedimento que, em
ultima andlise, procura minimizar a variancia da diferenca entre o quadrado da norma

Euclidiana |[|]2 do conjunto de saidas y do equalizador e a constante de dispersdo Y.

.. . ~ C e 2 .
Ocorre que a norma Euclidiana impde uma ambigiiidade de fase para |y , ou seja,

|y @-/’¢|2 = |y|2 [|}3-1‘¢|2 = |y|2. Assim, para qualquer rotagdo de fase ¢, Js(y)=Jc(y[&/?).

Portanto, ao se utilizar modulagao cujo alfabeto de simbolos seja complexo, como M—PSK
e M—QAM, a saida de um equalizador CMA pode convergir para a constelacdo de simbolos
originalmente transmitida, mas girada de um angulo ¢ dependente da inicializagdo, da
dindmica de atualizacdo e também do proprio canal [Garth]. Para M-PSK esta
convergéncia espuria do algoritmo CMA ¢ contornada utilizando-se codificacdo diferencial
DPSK [Carlson]. Para M—QAM o efeito desta convergéncia espuria ndo ¢ tdo severa, mas,
para certas situagdes € necessario utilizar um circuito adicional separado para girar a saida
do equalizador ap6s a sua convergéncia [Garth][Treichler4].

Neste momento, ¢ oportuno lembrar que a minimizac¢ao de Js busca projetar sobre
’ ~ , . 2
um circulo todos os pontos da constelacao de saida do equalizador, tal que | y| =y para

todo y. Se este resultado representa a equalizagdo correta para modulacdo M—-PSK, pois
todos os simbolos deste alfabeto possuem modulo constante, para M—QAM seria
considerado uma completa falha do processo de equalizagdao. Por que, entdo, o algoritmo
CMA ¢ universalmente utilizado para desconvolucdo de canais com sinalizacdo M—QAM,
j& que os simbolos do alfabeto M—QAM nao apresentam modulo constante? Ocorre que a
minimizagdo de J ¢ feita com base em uma estrutura adaptativa cuja arquitetura ¢ a de um
simples filtro FIR transversal. Quando a minimiza¢do de Js ¢ feita com base na adaptacao
dos parametros livres de tal estrutura especifica, como efeito secundario do processo de
minimizag¢do de Js, obtém-se o processo de desconvolu¢io do canal [Treichler3]. E
interessante notar que, se um equalizador CMA com arquitetura FIR transversal
desconvoluir o canal com Yy dado por (6.48), o mesmo processo de desconvolucdo sera
obtido para qualquer outro valor de y: Para um equalizador com y nao definido por (6.48)
? portanto com Y ndo 6timo ? a Unica diferenca observada na constelagdo de saida sera
um fator de escala real [LeBlanc]. Desta maneira, o canal ¢ desconvoluido pelo ajuste do
filtro FIR transversal mesmo quando Js ¢ parametrizada por um valor ndo 6timo de y para
a constelacdo dada.

Portanto, nem toda estrutura adaptativa ? mesmo aquelas consideradas poderosas o
suficiente para aprender o processo estocastico subjacente ao sinal recebido ? conduzira ao
éxito o processo de desconvolucdo autodidata do canal. Os autores deste estudo
experimentaram a minimizagdo de Jg com base no ajuste via Gradiente Estocastico dos
parametros livres de estruturas adaptativas denominadas redes neurais RBF (Radial Basis
Function) [Haykin3]. Para as varias arquiteturas experimentadas
[Kassam][Zhang][McLaughlin][Mulgrew], o Unico resultado obtido foi a projecdo de todos
os pontos da constelagdo de saida do equalizador no tinico ponto do plano complexo
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\/7 [/, onde 6 depende da inicializa¢ao da estrutura. A ligdo aprendida aqui ¢ que de

nada adianta utilizar arquiteturas poderosas (redes neurais RBF s3o consideradas
aproximadores ndo-lineares universais [Haykin2]) para minimizacdo de uma fungdo de
custo se o minimo desta funcdo de custo ndo expressa exatamente o resultado que se
almeja.

6.5.2 O Algoritmo CMA

Apesar de todos estes condicionantes e detalhes especificos, o equalizador CMA
FIR transversal ¢ o mais amplamente utilizado e testado na implementacdo de
equalizadores autodidatas [Haykinl], pois, em sistemas praticos, seu desempenho tem sido
comprovadamente superior ao dos demais métodos de desconvolucdo autodidata vigentes
[LeBlanc][Endresl1].

A Figura 6.11 mostra um tipico equalizador CMA FIR transversal no instante 7.
Como o instante ¢ definido, ndo explicitar-se-a o indexador n para as variaveis envolvidas,
a menos que n nao seja inequivocamente definido pelo contexto. Este procedimento sera
adotado visando a compacidade das equagdes no desenvolvimento que segue.

____________ Jg = FELUyIE0)Y

n-ésimo
regressor
do canal

0
e A k=01,...M-1, A={s s

, sM_1} € o alfabeto de simbolos M-QAM.

LA

Figura 6.11: Equalizador CMA com filtro FIR transversal.

A partir de sua inicializagdo, o vetor de pesos V = [VO Vi .- VL_l]T ¢ atualizado

pelo Gradiente Estocéstico [Haykin2] objetivando minimizar a fun¢do de custo de Godard
Ja.

Seja o n-ésimo regressor do canal »(n), n =01,---, N, —1, definido por
n(n)=u(L-1-k+i), k=01---,L -1 (6.49)
onde:

L ¢ a dimensdo do equalizador,
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. A . . .. T
u ¢ a seqiiéncia de amostras recebida por amostragem fracionaria P do canal, com
i=13:--,N, —1 variando na medida em que n =01---, N, =1 tal que i =2n+1,
N, € o nimero total de amostras a serem recebidos por amostragem fraciondria do canal,

«—L-1 L ;
N, = S%§+ 1 ¢ o nimero total de regressores a serem obtidos do canal ,

T ¢ o intervalo entre os simbolos gerados no transmissor,

¢ o operador que resulta no inteiro mais proximo € menor que o argumento.

A saida do equalizador ¢ dada por

y=v' (6.50)
ou
o (6.51)
y= Vi L
que ¢ identicamente equivalente a
(6.52)

v=05 RelbRe s}~ b b 10+ 05 Refib ol + 1 B b 1=
=rel} + i} j=i1

A minimizag@o da fungdo de custo Jg € feita através de sucessivos ajustes do vetor
V pelo algoritmo Gradiente Estocastico [Haykin2], a medida que » ¢ incrementado:

2 ) 6.53
to = goibf -] etmeon 69

2 6.54
Jo () :%ﬁwﬂ - y)zﬁ (6:34)
V,(n+)=V,(n)+n-0,Js(n)), p=01--L1 (6.55)

onde V, € o p-ésimo peso do vetor de pesos V', 1] € o passo de adaptagdo, >0, e

dJc . 0Jg (6.56)

0,J6 =08 g+ 0L Jg =
plo =ty lo*/ty o 6Re{V,,}+J61m{V,,}

¢ o p-ésimo componente do gradiente complexo de Jg tomado com relacdo a variagdo do
p-€ésimo componente do vetor V.

Substituindo (6.54) em (6.56),
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2 d aly? O (6.57)
0, Jq :%(M ) bf b 0
@RG{V} alm{V} g
Mas de (6.52),
" = (Re(} ) +(m{3} )" = (6.58)

_ gz':[Re{Vk} R{ A -t} fmbn ]@2 +0 :‘1 [Re(vid i 3 +1h ke Re}n ]@2

De (6.58), com referéncia a (6.57),

6| |2 (6.59)
sy = 2R RED 11 ol )
6|y| (6.60)

sy =2} R - o)
Substituindo (6.59) e (6.60) em (6.57) e multiplicando por —1,
-0, 36 = ly=pi7 ReLI RED + 10l il )+ j(m{i} RE -ReDy oy, ] 66D
(Rel} R 7} + I}y fmjr, )+ j(im} RE 7} -Rely dmpr, )=y (6.62)
e substituindo (6.62) em (6.61)
0,16 =yly - )r” (6.63)

Substituindo (6.63) em (6.55), obtém-se a equacgdo de atualizagdo do vetor J para a
minimizagdo da fungdo de custo Jg através do Gradiente Estocastico:

V(n+1) =V (m)+n B ly -yl ) (n) (6.64)

sendo e, (1) = y(n)(y—|y(n)|2) denominado de Fun¢do de Erro do algoritmo CMA
[LeBlanc].

A Tabela 4.1 esquematiza o algoritmo CMA aplicado a equalizac¢do de canal:
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Etapa

Procedimento

Inicializar o vetor V-

y —[P+/0 k=01-L-1 k#&
“TH+ /0, k=&

onde j=+/—-1, L é a dimensdo do vetor V (dimensdo do equalizador) e &,
0<é <L -1, ¢ o indice do unico peso do vetor de pesos V' a ser inicializado com o

valor 1+j0. Esta inicializagdo ¢ amplamente utilizada na pratica de equalizadores
CMA e ¢ denominada de inicializacao single spike
[LeBlanc][Haykin4][Endres1][Chung].

Inicializar o indexador de amostras recebidas por amostragem fraciondria do canal:
i=1

Inicializar o indexador de regressor do canal (ou indexador de instante/iteracao):

n=0

Obter o n-ésimo regressor do canal r(n):

n(n)=u(L-1-k+i), k=01---,L -1

, A . . ,. T
onde u ¢ a seqiiéncia de amostras recebida por amostragem fraciondria > do canal,

com {=13-.-N, -1 variando na medida em que »=01---,N, -1, sendo N, o
numero total de amostras a serem recebidas por amostragem fraciondria do canal,

N, = él]va_TL_lE+l ¢ o nimero total de regressores a serem obtidos do canal e 7' ¢

o intervalo entre os simbolos gerados no transmissor. ¢ o operador que resulta no
inteiro mais proximo € menor que o argumento.

Obter a saida do equalizador no instante #:

y(n) =V (n) ()

Atualizar o vetor de pesos V :

V(n+1) =y (m+n |y -l )E o)

onde 1 ¢ o passo de adaptacdo do vetor V', n>0.

Incrementar indexadores :
i=i+2

n=n+1
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8 | Testar fim de loop:
Se L+i>N,0 FIM

caso contrario repetir etapas 4 a 8.

Tabela 4.1: Sumario do algoritmo CMA aplicado a equalizagdo de canal.

6.5.3 Exemplos de Operagao do Algoritmo CMA

Nos exemplos que seguem, a fonte de informagdo s possui média zero, variancia
unitaria, distribuicdo uniforme e independente e ¢ transmitida através do canal por meio de
modulagdo 16—QAM. Os dois canais de microondas a serem equalizados, M2 ¢ M6,
apresentam SNR=35dB - ruido branco Gaussiano ¢ adicionado na entrada do equalizador
tal que a razdo entre a variancia do sinal e a variancia do ruido seja 35dB. A dimensdo do

equalizador L ¢ igual a dimensdo da dispersdo de canal L. tal que L=L.=16. A
inicializacdo do vetor V' segue a estratégia denominada single spike [Chung], que consiste
em inicializar ¥ com 1+ jO na posi¢do & = L/2, mantendo nulos os elementos nas demais
posicdes. Em caso de ndo convergéncia, o equalizador faz novas tentativas em torno de
E=L/2,isto é, E=L/2+A, A=12,--- [Haykin4]. O passo de adaptagdo n do filtro do
equalizador CMA ¢ experimentalmente ajustado objetivando atender o compromisso entre
rapida convergéncia e baixo MSE de regime permanente.

Sao apresentados os seguintes resultados:

1- Gréfico da constelagdo [" na saida v do equalizador apo6s a convergéncia, tendo como
referéncia a constelagdo do alfabeto A da fonte, sendo A representado no grafico pelo
conjunto de simbolos +.

2- Gréfico da constelacao @ na entrada u do equalizador que resulta na constelagao B
na saida y, tendo como referéncia a constelagdo do alfabeto A da fonte, sendo
A representado no gréafico pelo conjunto de simbolos + .

3- Gréafico da curva ISI(Y), i=0,2---,N, -1, onde N, ¢ o numero total de amostras
recebidas por amostragem fracionaria 7/2 do canal, e ISI(/) é a medida de

“reverberacdo” no sinal equalizado y no instante i, obtida pela Equagdo (6.43)
calculada para este instante.

4- Gréfico da curva MSE(i), i =0,2,---,N, —1, sendo MSE(7) o erro médio quadratico
entre a saida equalizada y e a seqiliéncia original transmitida s, considerando-se para a
média o intervalo de amostras que inclui o instante i € as L + L. —1 amostras anteriores
ao mesmo. Adicionalmente, este grafico mostra a reta horizontal NT que define o nivel
de MSE maximo permissivel (ver Tabela 1.1) para que a transferéncia do algoritmo
CMA ao algoritmo DD seja possivel, caso se deseje efetuar esta operacao.
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5- Grafico do médulo |hl (n)| e fase O4'(n), em graus, da resposta impulsiva combinada
do canal e equalizador #'(n) definida pelos componentes do vetor H' obtido da
Equagao (6.38) computada apos a convergéncia.

A Figura 6.12 mostra os resultados obtidos para a equalizacdo do canal de
microondas M2 (ver Apéndice III deste capitulo), canal considerado "comportado", pois
ndo possui muitas raizes sobre o circulo de raio unitario e nenhum par de raizes exatamente
refletidas sobre a origem. A Figura 6.13 mostra os resultados para o canal de microondas
M6. Note que, para este canal, a ISI(i) ¢ menor e o MSE(i) ¢ maior do que para o canal

M2. Isto ocorre porque o cursor (elemento de maior modulo) de %' (n), para quaisquer 1 e
¢, apresenta um angulo de fase ndo nulo (=14" na Fig. 6.13e) apds a convergéncia,

implicando no giro correspondente da constelacdo [.
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Figura 6.12: Resultados obtidos para o canal M2, modulacio 16—QAM (y =1.32),
SNR=35dB. Parametros: N, =30000, p =1x10° ¢ & =8.
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Figura 6.13: Resultados obtidos para o canal M6, modulagdo 16—QAM (y =132),
SNR=35dB. Pardmetros: N, =30000, 1 =1x10° ¢ & =10.
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6.6 Equalizador DFE

Equalizadores DFE (DFE — Decision Feedback Equalizer) somam ao sinal recebido
y uma realimentacdo negativa da filtragem das estimativas §(n) =Q{0(n)} dos simbolos
originalmente transmitidos, na esperanca de anular a dispersdo do canal pela subtracdo da
dispersdo estimada pelo filtro, conforme mostra a Figura 6.14.

Um DFE nido consegue desconvoluir o canal sem que o diagrama de olho esteja
pelo menos parcialmente aberto. Portanto, um DFE necessita que haja um equalizador
transversal prévio a ele. Assim, y na Figura 6.14 representa a saida de um equalizador
transversal.

Um DFE nao sofre do problema de amplificagdo de ruido inerente ao equalizador
transversal, visto que um DFE ndo aproxima a inversa do canal. A ISI ¢ reduzida pela
subtragdo da dispersdo do canal estimada pelo filtro do DFE. Desta maneira, um DFE
consegue reduzir significativamente o MSE residual na saida y do equalizador transversal
prévio.

Observe na Figura 6.14 que a saida o ¢ realimentada a entrada através do
quantizador Q e do filtro B. Assim, ao ocorrer uma estimativa errada §(n) = Q{o(n)} , O erro

se propagarda pelo filtro durante vérios intervalos amostrais, realimentando-se sobre si
mesmo. Esta situagdo define o chamado erro de propagaciao [Casas][Kennedy]. O erro de
propagacdo em um DFE causa, de maneira imprevisivel, a elevacao da probabilidade de
erro nos simbolos recebidos SER (SER — Symbol Error Rate) a niveis inaceitaveis durante
longos intervalos de tempo. Por este motivo o uso de DFEs pode resultar em uma “faca de
dois gumes” quanto ao desempenho de um sistema digital. As recentes tentativas de
minimizar o erro de propagacao em equalizadores DFE tém apresentado resultados apenas
moderados [Balakrishnan].

Analisaremos aqui um DFE para sinais modulados cujos simbolos sejam reais
(8-VSB, por exemplo). A Figura 6.14 mostra o equalizador DFE no instante n. Portanto,
como o instante ¢ definido, visando a compacidade das equacdes no desenvolvimento que
segue, continuaremos ndo explicitando o indexador n para as variaveis envolvidas a menos
que 7 nao seja inequivocamente definido pelo contexto.
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Figura 6.14: Diagrama de um Equalizador DFE. A entrada y ¢ proveniente da saida de um
equalizador transversal prévio ao DFE.

A partir de sua inicializagdo, o vetor de pesos §=[BO B, - B,,|" ¢
atualizado pelo Gradiente Estocastico, visando minimizar a fun¢do de custo J. Observe
que J mede o quadrado da diferenca entre a saida Q{o} do quantizador (o simbolo mais
proximo de o) e a saida o do equalizador.

A saida do equalizador ¢ dada por
o(n) = y(n)-D" (n)Dj(n) (6.65)
onde D = [D0 D, - DH]T, ou

L1 6.66
o(n) = y(n) - ;Bk (n)D, (n) (600

A minimizagdo da fungdo de custo J ¢ feita através de sucessivos ajustes do vetor B
pelo algoritmo Gradiente Estocastico, a medida que » ¢ incrementado:

=2 E{0fd -of} = i

I(n) = %{(Q{o(n} ~{)Y) (6.68)

B,(n+D) =B (n)+n(-0,In)), p=01-L1 (6.69)

(6.67)

onde B, €0 p-ésimo peso do vetor de pesos B, 1 ¢ o passo de adaptagéo, >0, ¢
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0290 (6.70)
»" 9B,

¢ o p-ésimo componente do vetor gradiente de J tomado com relagdo a variagdo do p-ésimo
componente do vetor B .

Substituindo (6.68) em (6.70),

B(0{o(n} -41 f 6.71)
DpJ(n):%E(Q{(} 41)

Mas para n — o , quando o processo de atualizagdo do vetor B supostamente
converge, Q{o(n} torna-se um valor constante e independente do vetor B. Portanto a

derivada de Q{o(n} em (6.71) ¢ nula sob convergéncia do processo. Tendo este fato em
mente, (6.71) torna-se

- 90(y)0 (6.72)

, 1) = (Qfoln} - 4;)) 55 ()

mas, a partir de (6 66) € como y nao depende de B, temos que

a(j;()_ E’((”) ZB HaB HZB =0, 0)

e substituindo (6.73) em (6.72) temos

0,1(n)=(0fo(n} -4 4)D, (n) (6.74)

(6.73)

=0, 3(n)=(o(n)- 0{o(n}) D, (n) (6.75)
substituindo (6.75) em (6.69),
B, (n+1)=B,(m)+n (o(n)-0{oln})D,(n), p=01-- L1 (6.76)
ou em forma vetorial
B(n+1)=B(n)+n (o)~ 0o} D (n) (6.77)

A Equagdo (6.77) define a atualizacdo adaptativa do vetor B do filtro do DFE
mostrado na Figura 6.14.
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Apéndice I — A Transformada Z

Al.1 — Revisao de Transformada de Laplace e Freqliéncia Complexa

Seja x(#) uma fungdo continua no dominio tempo. Define-se como Transformada
de Laplace de x(¢) a representacao matematica:

0 (Al.1)
X(s) =L{x(¢} = [xedr
0

sendo s=a+ jow

A Equacdo (Al.1), determina o Espectro de Freqiiéncias Complexas do sinal x(¢),
isto €, X(s).

Analisemos o porqué desta denominacdo. Visto que s =a+ jw, entdo X(s) € uma
funcdo com dominio s complexo. A imagem X(s) ¢ também complexa pois (Al.1) pode
ser interpretada como uma soma ponderada de valores de x(¢) ao longo de intervalos
infinitesimais de tempo com fatores de ponderacdo dado por numeros complexos e S
Visto que a variavel de integragdo ¢ em (Al.1) tem a dimensdo de tempo, o expoente da

exponencial e ! deve ser uma grandeza adimensional, caso contrario estaria em
desacordo com a interpretacdo de (Al.1) como uma soma de valores de x(¢#) ao longo de
intervalos infinitesimais de tempo. Por exemplo, se x(¢) ¢ dado em [Volt] entdo X(s) €
dado em [Voltx segundo]. Portanto, o pardmetro s devera ter a dimensdo do inverso do

tempo, isto ¢, freqiiéncia, ou, equivalentemente, variacdo. Sendo assim , s ¢ uma grandeza
complexa que representa modos de variagdo .

A parte real o, de uma especifica freqiiéncia complexa s=s,, sendo

S, =0, + jw, pertencente ao conjunto s de freqiiéncias complexas do espectro que

. . \ C . —ayt ~
representa x(¢), estd associada a variacdo exponencial e ~° da fun¢do x(¢z). Por outro

lado, a parte imaginaria w, de s, =Q, + jw, estd associada a variacdo oscilatoria senoidal

— jW,t
e

=coswyt — jsenw,t da fungdo x(¢), naquela freqiiéncia s, =a, + jw,. Portanto,

visto que ¢~ ® L= (coswt — jsen wt), a Transformada de Laplace decompde um sinal no
tempo x(f) em modos de variacdo exponenciais (ndo-oscilatérias) e senoidais

(oscilatérias), cada um deles determinado por cada freqiiéncia do conjunto s de freqiiéncias
complexas.
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O modulo da componente espectral complexa X (s0)=|X (s0)|e-’D{X(“°)}, ie.

, representa a “intensidade” da contribui¢cdo daquele modo de variagdo na freqiiéncia

s, A fase D{X (SO} do niimero complexo X(s,) representa o angulo associado a qudo

s , S . . - jw,t A
“deslocada” no tempo estd a contribuicdo da variagdo oscilatoria e JX! pa freqiiéncia s,
. Um angulo de fase para X(s,) de 102 radianos, por exemplo, significa que o modo de

variagao oscilatorio na freqiiéncia s, €

Al.2
. . - HHEE Jhud; PR I
e_]wotef(n/z):e_J(wot'HT/Z):e Ty 20_ T O 40

ou seja, o modo de variagdo esta deslocado T7,/4 segundos no tempo, sendo 7; o periodo
da componente oscilatoria senoidal na freqiiéncia complexa s, definido por 7, = 217/, .

A interpretacdo acima baseia-se no fato de (Al.1) somar ponderando ao longo do
— St

tempo x(¢) com a exponencial e °°, isto ¢, (Al.l) procura estabelecer o grau de

semelhanca entre x(¢) e e S Especificamente, (A1.1) procura estabelecer o grau de
semelhanca entre x(z) e variacdes exponenciais e/ou senoidais definidas pela freqiiéncia

=St

complexa s. Quanto mais “semelhante” for x(¢) com o fator e na freqiliéncia s, maior

serd o produto x(¢) e~ %!, e, portanto, maior serd o0 médulo X ()| de X(s)=|X(s)le’ et

Ainda, o grau de “semelhanga” na freqiiéncia s ¢ valido para um deslocamento no

tempo da variagdo senoidal dado por D{X (S}T /21 segundos, ou seja, a variagdo

- jolt +O{x (s} 7/2m)

oscilatoria na freqiiéncia s € caracterizada por e ,sendo T =2m/w.

Resumindo: O espectro X (s), distribuido ao longo do plano complexo s, define

como x(¢) € construida a partir de variacdes senoidais e exponenciais.

Tendo isto em mente, a partir de (A1.1) é possivel mostrar que [Zeldovich]:

1 am+ joo (A1.3)
x(t) = L_l{X(s} I X(s)eStds
= joo

A Equagdo (A1.3) ¢ a chamada Transformada de Laplace Inversa de X (s). Dado o
espectro X (s), a Equagdo (A1.3) especifica como reconstruir x(¢) no tempo. A partir do
Teorema de Cauchy (ver Apéndice II) , € possivel mostrar que os limites de integragao
a,—jo ada,+jo em(Al.3), muito embora definam um caminho retilineo, equivalem a
“varrer” ponto a ponto o plano complexo s. Esta varredura total do plano s ¢ garantida
desde que a reta a, esteja a direita do polo de X(s) mais a direita no plano s. Assim,
(A1.3) pode ser interpretada como uma “varredura” em todo plano s efetuando uma soma
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ponderada das componentes espectrais X (s), com fator de pondera¢io dado por e° ! Em
outras palavras, (A1.3) reconstréi (expande) x(z) a partir de uma série infinita de termos

&St ponderados por coeficientes X(s), infinitesimalmente distintos entre si, j& que s ¢
uma variavel continua.

Para encerrar a analise interpretativa da Transformada de Laplace, consideremos, a
titulo de exemplo, a fun¢ao do tempo x(¢) e respectivo Espectro de Freqiiéncias Complexas

X(s), sendo X(s) obtido de x(¢) através de (Al.1) e sendo x(¢) obtido de X(s) através
de (A1.3):

x(1) =105~ cos( 6t ~184° ).u(1) (AL4)

s+7 (AL5)
X = o en
52 +10s +61

A Figura Al.1 mostra a localizagdo dos polos e zeros de X(s) no plano s e um
possivel caminho de integragcdo ao longo da reta a, para computo da Transformada
Inversa de Laplace (Equacdo (A1.3)). Foi dito “possivel” porque qualquer valor de a, que
localize o caminho retilineo de integracdo a direita de todos os polos de X (s) € valido.

j.©
A :
Gm+J).%
X 6
-7 “
N LmD
- %m >°"
6 ’
Oy -0

Figura Al.1: “Root Locus” de X (s) e contorno de integragdo para computo de (A1.3).
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As Figuras Al.2 e Al.3 mostram a vista tridimensional da Figura Al.1l,
respectivamente as superficies de modulo e angulo do espectro X (s). Obviamente, visto

que X(s) ¢ um numero complexo, sdo necessarios dois graficos tridimensionais para
definir X(s), um para a superficie da funcdo |X (s)| e outro para a superficie da funcdo

D{X (s} , plotadas contra o plano s, que € o conjunto de dominio destas fungdes.

Modulo de X(z) [vezes]

03 ’ﬂ'l\
04 ",' “"“‘
02 h""w}

w«ﬁm

0l L

AR
R

-15

15 s ? [Rad/s]
Figura A1.2: Moédulo do espectro de freqiiéncias complexas X(s) com topo dos polos
limitado em 1.0.

Angulo de X(s) [graus]

-3
3 W
[Radfs]
15 15

Figura A1.3: Angulo do espectro de freqiiéncias complexas X (s) .
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Al.2 — A Transformada Z

Suponhamos, agora, que uma funcdo x(¢), cujo espectro de freqiiéncias complexas
¢ X(s), seja amostrada no tempo sob um periodo de amostragem 7, isto €,

x(t)=x(nT,), n=012,--- (A1.6)
Para um sinal x(¢) desta forma amostrado, temos que a Equacao (A1l.1) assume a forma
nT, nT, _ n=oo _ Al 7
XO)= [sor e )= [xr e ) ar)= S ey
0 0 n=0
Definindo
_ ST, (A1.8)
z=e

e substituindo (A1.8) em (A1.6):
n=e (A1.9)

A equacdo (A1.9) constitui a Transformada Z da seqiiéncia x(n). Note que tanto n

como z sao ambas grandezas adimensionais. O fato de n ser adimensional torna-se 6bvio
pela equacdo (A1.6), isto &, n € apenas o indice da amostra. A grandeza z ¢ adimensional

pela equagido (A1.8), porque sendo a dimensdo de s [tempo]” e sendo a dimensdo de 7,

[tempo], a fun¢do exponencial aplicada sobre uma grandeza adimensional ( o produto de s
por 7)), resultard em uma grandeza também adimensional.

Al3 — A Interpretagdo da Transformada Z
O que representaz e X (z), ja que z ¢ uma grandeza adimensional ?
A partir de (A1.8) e definindo a freqiiéncia de amostragem f, =1/T, temos:

© (A1.10)

arjo A o
— — 0 — 0
Jo = efaefa —e'el? = pe./

~

S
s=e'li = oli = ¢
Ou seja, z ¢ o resultado da normalizagdo do plano s de freqiiéncias complexas em
relagdo a freqiiéncia de amostragem f,, com subsequente mapeamento através da
transformagdo z =e¢" [Churchill], onde u =s/f, representa o plano s normalizado em
relagdo a f,. Em outras palavras, quando um sinal x(¢#) é amostrado a uma freqiiéncia de

amostragem f,, dando origem a uma seqiiéncia x(n), ndo existe mais um dominio s de

freqliéncias complexas absolutas, mas sim, um dominio de freqiiéncias relativas u, cujo
pardmetro de referéncia ¢ a freqiiéncia de amostragem f,. Sobre este dominio relativo u

aplica-se a transformag¢do z =e“, no sentido de simplificar o trabalho computacional
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envolvido na Equagao (A1.7), eliminando assim o computo adicional da exponencial que
haveria caso mantivéssemos o dominio da fung¢ao resultante de (A1.9) como sendo s ¢ nao
z. O computo da exponencial em (A1.7) impde um custo computacional desnecessario visto
que, conforme veremos a seguir, todas as informagdes contidas no plano s sdo mapeadas no
plano z através de (A1.8).

Pela anélise de (A1.10) verifica-se que o mapeamento por ela definido ¢ tal que uma

trajetoria paralela ao eixo @ no plano s (variagdo somente em Q) ¢ mapeado em uma
a

trajetoria radial no plano z (variagdo somente em p), uma vez que P =e’. Por analise

semelhante, uma trajetoria paralela ao eixo jw no plano s (variagdo somente em @) €
mapeada em uma trajetoria circular no plano z (variagdo somente em 6), uma vez que
jw

fu =

e’? . De onde podemos inferir que

6=0/f ZZIT%E (A1.11)

Note de (A1.10) que o eixo jw do plano s transforma-se em um circulo 1e’° com
raio unitario no plano z, de tal forma que todos os pontos a esquerda do eixo jwno plano s
sdo mapeados dentro do circulo de raio unitario 1e’° no plano z e os pontos a direita do

e

eixo jwno plano s sdo mapeados fora do circulo de raio unitario 1e’° no plano z. Observe
também que os pontos a)D[O,+00) no semi-eixo positivo jw no plano s sdo mapeados no

semi-circulo 1e’’ no plano z, com 6 D[O, 7T); € que os pontos wD(— 00,0] no semi-eixo

negativo jwno plano s sdo mapeados no semi-circulo 1le’® no plano z, com 6O (— 7T,0].

Ainda, de (A1.11), note que a maxima freqiiéncia f,, = f, /2 permitida no espectro
de x(¢) para que ndo ocorra aliasing mno processo de amostragem ¢ mapeada sobre o
circulo de raio unitario nos pontos 8 ==+7m. De fato, a medida que o espectro de x(¢)
contenha qualquer freqiiéncia f > f, /2, esta serd mapeada em um ponto sobre o circulo
1e’® para o qual ja exista mapeada alguma outra freqiiéncia f < f,/2, caracterizando,
assim, a superposicao espectral resultante do aliasing.

Sob este ponto de vista, X (z) representa espectro, a diferenga sendo que o
dominio freqiiéncia encontra-se “distorcido” pela passagem de s para z através da
transformagdo simplificadora z =e". Poderiamos perguntar porque entdo ndo usar a
Transformada de Laplace X (s) para um sinal amostrado x(n7,) em vez da Transformada

7Z X (Z), j& que ambas resultam em uma representacdo espectral? A resposta a esta pergunta
pode ser dividida em trés partes:

I- O custo computacional da determinacao de X (z) ¢ menor do que o de X(s) devido a

. . . sT,
inexisténcia do termo exponencial e” ¢ .

47



PUCRS - Faculdade de Engenharia — Departamento de Engenharia Elétrica
Comunicagdo Dlgltal por F. C. C. De Castro e M.C. F. De Castro

2- Ao usar X(s) ao invés de X (z) estariamos automaticamente incluindo em X(s)

componentes espectrais redundantes decorrentes do processo de amostragem que nada
teriam a ver com as componentes espectrais do sinal util em si x(n), o qual

efetivamente constitui a informacao a ser transmitida e/ou processada.

3- Ousode X(s) ao invés de X (Z) dificultaria a analise de qualquer sistema amostrado
excitado por um sinal espectralmente definido por X(s), visto que tal espectro conteria

componentes somente Uteis e significativas no contexto da amostragem e que
inevitavelmente serdo eliminadas pelo filtro passa-baixa no processo inverso da
digitalizagao.

Uma vez obtido o espectro de um sinal no dominio z através da Transformada Z, a
andlise deste sinal torna-se independente da freqiiéncia de amostragem f,, desde que
respeitadas os critérios para ndo-ocorréncia de aliasing [Oppenheim][Stearns], situagdo
decorrente da superposi¢ao no dominio freqiiéncia Z implicada por |9| >7T em (Al.11).

Assim como na Transformada de Laplace utilizamos o conceito de que x(¢) pode
ser reconstruido a partir das componentes espectrais definidas em X (s) (Equagdo (A1.3)),
da mesma forma x(n) pode ser reconstruido pelas componentes espectrais definidas em
X (Z) [Oppenheim], através da relacao :

x(n) = fX(Z)Zn_le (A1.12)

A Equagdo (A1.12) ¢ a chamada Transformada Z Inversa de X (z), ou seja, dado o
espectro X (Z), (A1.12) especifica como reconstruir x(z) no dominio tempo discreto. Note

que a integracdo ¢ realizada sobre um contorno fechado C em z. Este contorno fechado
nadamais€ doqueareta a, (a, —jo aa, + jo)de (Al.2) mapeada de s para z através

da transformagdo z =e". Assim como a reta «,, deve estar a direita do polo de X (s) mais
a direita no plano s conforme ja discutido na analise da Equacdo (A1.3), o contorno de
integracao fechado C de (A1.12) deve estar localizado externamente ao p6lo de X (z) mais

afastado da origem do plano z, obedecendo, assim, ao mapeamento dado por (A1.10). Esta
regido na qual C obrigatoriamente deve estar contido denomina-se ROC (Region Of

Convergence), mas absolutamente ndo implica que X (Z) inexista fora dela. Assim como
X(s) continua existindo mesmo a direita da reta o, (ver Figuras Al.2 e A1.3), X (z)

existe e € definida mesmo fora da ROC.

Cabe aqui observar que estamos tratando de seqiiéncias x(n) causais , porque
estamos relacionando a Transformada de Laplace com a Transformada Z [Stearns]. A
Transformada Z, no entanto, permite a determinacdo do espectro X (z) de seqiiéncias
nao-causais, o que equivaleria na Transformada de Laplace a inverter o sentido do caminho
de integragdo da reta a, e, em conseqiiéncia, admitir a existéncia do sinal x(z) somente
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para t<0. Nesta situacdo hipotética, a reta a, deveria estar a esquerda dos polos de
X(s) e conseqiientemente C deveria estar localizado internamente aos polos de X (z) .

Consideremos, a titulo de exemplo, o par de transformadas, definido pelas equagdes
(A1.4) e (Al.5), mas suponhamos que x(z) seja agora amostrado sob um periodo de

amostragem 7, =0.1segundos. Nesta situa¢do, a fun¢do no tempo discreto x(n) e
respectivo Espectro de Freqiiéncias Complexas X (Z), relacionados através das equagdes
(A1.9) e (A1.12), sdo:

x(n)=105¢” 09 co5 (061 -184° ) u(n) (A1.13)

z(z-0.367) (Al.14)
2> -z+0367
A Figura Al.4 mostra a localizacdo dos poélos e zeros de X (z) no plano z e um

possivel caminho de integracao C ao longo do contorno definido pelo circulo denominado
“limite interno da ROC” para computo da Transformada Z Inversa (Equacdo (A1.12)). Foi
dito “possivel” porque qualquer circulo externo a este seria valido como contorno C para
computo de (Al.12). Note que ao mapearmos no plano z os 2 pdlos em s de X(s)

(Equagdo (A1.5) e Figura Al.1) através de (A1.10) com f, =1/T =10 Hertz, as posi¢des
mapeadas em z coincidem com as posigoes dos 2 polos de X (z) dada por (A1.14).
A2

X(z) =

Circulo de Raio Unitétio

Figura A1.4: Root Locus de X (Z) sendo a ROC representada pela regido sombreada.

As Figuras Al.5 e Al.6 mostram o grafico tridimensional da Figura Al.4,
respectivamente as superficies de modulo e angulo do espectro X (z)
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Modulo de X(Z) [vezes]
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Figura A1.5: Moédulo do espectro X (z) com topo dos polos limitado em 4.0.

Angulo de X{(Z) [graus]
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Apéndice II — Reconstrucdao de x(z) a partir de suas
Componentes Espectrais no plano s

Seja uma fungdo no tempo x(¢), com instante inicial em ¢ =0, e seja X(s) seu
espectro de freqiiéncias complexas, onde s =a+ jo. Seja x(¢) construida a partir de seu
espectro X (s) através de expressao

x(t):%IX(S)Estds (A2.1)

N

ou seja, a integral (A2.1) “varre” todo plano complexo s “procurando” as infinitas e
infinitesimalmente distantes entre si componentes espectrais X (s) no intuito de restituir a

cada uma delas a variagio temporal, ponderando-as com a exponencial no tempo e° L de
mesma freqiiéncia complexa s que a componente espectral sendo ponderada.

Ocorre que o custo computacional de (A2.1) ¢ altissimo, visto que implica na
varredura ponto a ponto de todo plano complexo s. No sentido de reduzir este custo
computacional vamos definir uma estratégia de “varredura” do plano s que evite esta
situagdo, mas que seja equivalente.

Uma maneira de “varrer” o plano s seria particiond-lo em infinitos contornos
retangulares de dimensdes infinitesimais, como mostra a Figura A2.1. Note que as
fronteiras de cada quatro contornos adjacentes se anulam devido aos sentidos contrarios de
integragdo nas fronteiras, resultando em um contorno equivalente que envolve os quatro
originais.

ja@

A

4]

1 =1

v

Figura A2.1: Plano s subdividido em infinitos contornos retangulares de dimensoes
infinitesimais. Cada quatro contornos adjacentes equivalem a um contorno envolvendo os
quatro originais.
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Se cada quatro contornos adjacentes resultam em um Unico contorno de dimensdes
equivalentes a soma dos quatro originais, podemos aplicar este procedimento em todo
plano s e executar a ‘“varredura” a procura de componentes espectrais simplesmente
executando a integral definida por (A2.1) ao longo de um caminho retangular de lados
tendendo ao infinito, conforme mostra a Figura A2.2.

jo

A

-l
-«

-
»

L

Figura A2.2: Varredura do todo plano s realizada pela integracao ao longo de um contorno
retangular de lados L tendendo ao infinito.

Mas se os lados do contorno retangular tendem ao infinito, um observador
“sentado” no plano s localizado em qualquer posicdo finita ndo poderd distinguir as
fronteiras do contorno da Figura A2.2. Sendo assim, a forma do contorno ndo importa,
desde que suas fronteiras estejam no infinito. Portanto o contorno de integracao da integral
definida pela Equacao (A2.1) pode ser o mostrado na Figura A2.3.

jo

A

Figura A2.3: Varredura do todo plano s realizada pela integracao ao longo de um contorno
circular de raio tendendo ao infinito.
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Mas sabemos do Teorema de Cauchy [Zeldovich][Churchill] que a integral de uma
funcdo complexa ao longo de um caminho fechado definido sobre o plano complexo de
dominio da fung¢do € nula se o caminho fechado nao engloba nenhum pdlo ou singularidade
da funcdo complexa. Sendo assim, vamos dividir o contorno da Figura A2.3 em dois
contornos C1 e C2, separados pela fronteira em o, , de tal forma que todos os polos de

X (s) estejam a esquerda da fronteira o, , conforme mostra a Figura A2.4.

m?

Figura A2.4: Varredura do todo plano s realizada pela integragdo ao longo dos contornos
Cl e C2. Todos os polos de X (s) estdo a esquerda da fronteira o, .
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Mas, pelo Teorema de Cauchy , a integral definida por (A2.1) ao longo do contorno
C2 ¢ nula. Se fizermos , apds esta consideracdo, o raio do contorno C1 tender efetivamente
ao infinito teremos o contorno definido na Figura A2.5. Note que este ¢ o caminho de
integracao definido na equacdo (A1.3), e por mais estranho que possa parecer, estamos
realizando a varredura sobre todo plano s se apenas fizermos a integral (A2.1) sobre este
caminho retilineo.

jo
A .
Om +J.2
X X
X
X
Om >°"
X
X
X X
oy -

Figura A2.5: Varredura do todo plano s a procura de componentes espectrais realizada pela
integragdo ao longo do caminho definido pelareta a, . A reta a, esta a direita de todos os

polos de X(s).
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Apéndice III — Modelos de Canais

Objetivando testar novos sistemas equalizadores em situagdes mais proximas o
possivel da operagdo real, a comunidade de pesquisadores da area costuma utilizar modelos
de canais disponiveis na base de dados da Universidade de Rice, Houston, Texas, USA.
Esta base de dados ¢ conhecida como Signal Processing Information Base (SPIB) e pode
ser acessada em http://spib.rice.edu/. A SPIB tem sido bastante utilizada como referéncia
em muitos trabalhos recentes que procuram evitar o cunho de serem apenas académicos,
visto que a base de dados ¢ resultante de medidas e simulagdes em campo de sistemas reais
e praticos. Informagdes adicionais, incluindo estudos e artigos com base na SPIB, podem
ser encontradas no site do Blind Equalization Research Group (BERG) em
http://backhoe.ee.cornell.edu/BERG/, pertencente a Universidade de Cornell, Ithaca, New
York, USA.

AlIll.1 Descricdo da Base de Dados

Os modelos de canais de microondas a serem utilizados podem ser acessados em
http://spib.rice.edu/spib/microwave.html. Estes modelos constituem a resposta ao impulso,
medida em campo, de diversos canais de microondas reais. Muito embora seja apresentada
nesta estudo a caracterizagdo completa de cada canal utilizado, tanto no dominio tempo
como no dominio freqiiéncia, informagdes adicionais podem ser obtidas em [Johnson3],
[Treichler2] e [Endres2].

A resposta ao impulso dos canais de microondas da SPIB ¢ obtida sob uma razao de
amostragem alta, da ordem de dezenas de megabauds por segundo, resultando em respostas
impulsivas com centenas de amostras. Isto permite que cada pesquisador decime a
seqliéncia resultante por um fator adequado ao seu caso de particular interesse, sem que se
perca informagdo significativa. A suprema maioria dos trabalhos raramente utiliza uma
resposta impulsiva de canal com mais de algumas dezenas de amostras. Neste estudo, para
que se mantenha termo de comparacdo com recentes trabalhos na drea
[LeBlanc][Endres1][Chung], os canais de microondas SPIB serdo decimados para 16
amostras. A Tabela AIIL.1 identifica os canais SPIB utilizados e estabelece a respectiva
designacao a ser doravante aqui adotada. Por exemplo, ao referir-se ao canal M2 neste
texto, entenda-se: o canal cuja resposta ao impulso resulta da decimagdo para 16 amostras
da seqiiéncia de amostras do arquivo chan2.mat da base de dados SPIB referente a canais
de microondas.
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Arquivo Razio de amostragem 1/7  do | Nimero de amostras no | Designacdo, neste

SPIB: transmissor em Mbauds/s (conforme | 2TUivVO SPIB rf:sul’ta.mte da|estudo, da r'espect}va

(micro- http://spib.rice.edw/spib/microwave.html | amostragem fracionaria 7/2 | resposta lmPuISIYa

ondas) ): da resposta impulsiva gerada _por decimagao
recebida do canal: do arquivo SPIB para 16

amostras:
chan2.mat 22.5 230 M2
chan6.mat 30 300 M6

Tabela AIIl.1: Modelos de canais de microondas da base de dados SPIB utilizados neste
estudo.

Para que a localizacdo dos zeros da funcdo de transferéncia FIR de um canal SPIB
ndo seja alterada, utiliza-se decimagdo no dominio freqiiéncia [Strum][Endresl].
Especificamente, o nimero de amostras em um arquivo SPIB ¢ estendido para a proxima
poténcia inteira de 2 mediante o acréscimo de amostras nulas em seqiiéncia. A seguir ¢
aplicada a FFT (FFT — Fast Fourier Transform) sobre a seqiiéncia estendida e a resultante
seqiiéncia no dominio freqliéncia ¢ decimada para 16 amostras. Aplica-se entdo a IFFT
(IFFT — Inverse Fast Fourier Transform) sobre a seqiiéncia decimada no dominio
freqiiéncia resultando em uma seqiiéncia de 16 amostras no dominio tempo, correspondente
a resposta impulsiva decimada. Caso fosse utilizada decimagdo no dominio tempo, seriam
gerados efeitos de aliasing [Strum], alterando, em especial, a posi¢ao das raizes refletidas e
das raizes proximas ao circulo de raio unitario, o que poderia transformar os canais SPIB
em um conjunto de canais “académicos”.

Outro tipo de modelo de canal utilizado neste estudo ¢ o representativo de canais
para TV a cabo, os quais podem ser acessados em http://spib.rice.edu/spib/cable.html. A
razdo de amostragem utilizada para estes canais da SPIB ¢ a usualmente utilizada em
decodificadores de TV a cabo praticos. Assim, para que se mantenha termo de comparacdo
com trabalhos na area, estes canais nao serdo decimados. A Tabela AIIL.2 identifica o canal
de TV a cabo SPIB utilizados e estabelece a respectiva designagdo a ser doravante aqui
adotada. Por exemplo, ao referir-se ao canal C2 neste estudo, entenda-se: o canal cuja
resposta ao impulso ¢ dada pela seqiiéncia de amostras do arquivo chan2.mat da base de
dados SPIB referente a canais de TV a cabo.

Arquivo SPIB: | Numero de amostras no arquivo SPIB resultante da | Designagéo, neste
(TV acabo) | 2mostragem fracionaria 7/2 da resposta impulsiva | estudo, da respectiva
recebida do canal: resposta impulsiva
associada:
(conforme http://spib.rice.edu/spib/cable.html.)
chan2.mat 128 C2

Tabela AIIL.2: Modelo de canal de TV a cabo da base de dados SPIB utilizado neste
estudo.

AIIl.2 Caracterizagdao dos Canais

Neste estudo, os canais M2, M6 e C2, RR serdo caracterizados por:
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Modulo |c(n)| e fase Uc(n) (em graus) da resposta impulsiva c(n) resultante da

amostragem fracionaria 7/2 da resposta ao impulso ¢(¢) do canal.
O lugar no plano z dos zeros de C(z).

O lugar no plano z dos zeros de C™**(z) e C™*(2).
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Fig. Alll.1a: |c(n)| Fig. Alll.1b: Uc(n) em graus.
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Figura AIIL1: Caracteriza¢do do canal M2.
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Fig. Alll.2c: Zeros de C(2). Fig. Alll.2d: Zeros de C™**(z) = A e C™™*(z) — *,

Figura AIIL.2: Caracterizagdao do canal M6.
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