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Capitulo VI

A Transformacgdao Karhunen-Loeve - Compressao
por Decomposi¢cao em Sub-Espacos

6.1 Introducao

A Transformacdo Karhunen-Loeve (KLT) projeta um conjunto X de vetores de
dados xOOY sobre uma base ortonormal em O formada pelo conjunto dos M

auto-vetores e, 10", m=0,1,---, M -1, da matriz de covariancia de X. A KLT é tal que

a base sera orientada de acordo com as dire¢des de maior varidncia de X em 0" [Ojal]
[Oja2] [Castro] [Haykin].

A m-ésima proje¢do de X sobre a dire¢do do auto-vetor e, ¢ chamada de m-ésimo
sub-espaco (ou m-ésimo componente principal). O m-ésimo auto-valor A associado ao
auto-vetor e, corresponde a variancia do m-ésimo sub-espaco de X . Ainda, a variancia de
cada sub-espago ¢ um maximo local, no universo de todas as varidncias resultantes da

proje¢do de X sobre todas as possiveis dire¢des em [ . Embora qualquer espaco de
dimensdo menor do que " seja um sub-espago de ", este estudo refere-se muitas
vezes a um sub-espaco de X como o conjunto dos vetores de X que concentram-se de
forma alinhada ao longo de uma particular diregdo em 0" . Ainda que esta referéncia ndo
seja precisa, julgou-se valido aplica-la devido ao conceito intuitivo nela implicito.

Talvez a mais importante utilizacdo da Transformac¢do Karhunen-Loéve, também
conhecida por Andlise dos Componentes Principais (PCA), seja a redugdo dimensional do
conjunto X. Esta caracteristica torna a KLT bastante popular em processamento digital de
sinais por permitir que as informagdes mais significativas contidas em um sinal possam ser
representadas, mediante a introducdo de algum erro considerado aceitavel, em um espago
de dados de menores dimensdes do que a dimensdo original 0" . Como cada sub-espago
ou componente principal € orientado de acordo com as dire¢cdes de maior variancia de X
em O, os sub-espagos de menor varidncia podem ser descartados — o que resultara em
uma redu¢dao dimensional 6tima no sentido do Erro Médio Quadratico (MSE - Mean
Square Error) [Castro].

O desenvolvimento do método para aplicacio da KLT a X apresentado neste
estudo segue a proposta de Haykin em [Haykin].
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Seja X um processo estocdstico vetorial representado pelo conjunto X de vetores
x00OY. Caso X ndo possua média zero — e, portanto, caso o vetor aleatdrio x ndo possua
média zero — o vetor média devera ser subtraido dos vetores de X antes de iniciar a
transformagdo, i.e., x :)_c—E{)_c} onde E{}] ¢ operador que resulta no valor esperado
estatistico (média estatistica) do argumento.

Seja e um vetor unitario e adimensional qualquer, sobre o qual sera projetado
um vetor x[JX . Sendo e um vetor unitirio, a norma Euclidiana de e ¢ dada pela

Equacao (6.1).
lef=e'e=1 o

Como e ¢ unitario e adimensional, o tamanho (norma Euclidiana) do vetor que
resulta da projecdo de x sobre e, denominada de projecdo a, possui a mesma unidade
dimensional de x e ¢ dado pela Equagao (6.2).

Portanto, a define o tamanho da projecdo do vetor x na dire¢do do vetor e. A

projecdo a também ¢ uma variavel aleatoria, com média e variancia associadas a estatistica
do vetor aleatorio x.

A média da proje¢ao a ¢ dada por

E{a}=E{c'x} (6.3)
E{a}=¢"E{x}=0 ©.4)
A variancia da projecdo a ¢ dada por
o> = E{d*} (6.5)
o:=E{(¢'x )(x"e )] (66)
o’ = E{xx'fe (6.7)

T

onde E {)_m_c } ¢ a matriz de covariancia C_, de dimensdes M xM , do conjunto X de

vetores x(OO" .

. . 1 & ,
Nota: Na pratica C, ¢ aproximado por C, :Z Z)_c,. @," sendo L o niimero total de
i=0
vetores conhecidos em X.
Portanto, a Equagao (6.7) pode ser escrita como
02=dC, e (68

onde observa-se que a varidncia o’ da projecdo a ¢ uma fungdo do vetor unitrio e.
Expressando matematicamente,

0.=1(e) (6.9)



PUCRS - Faculdade de Engenharia — Departamento de Engenharia Elétrica
Codificacdo de Sinais por F.C.C De Castro e M.C.F. De Castro

A KLT objetiva determinar o conjunto de vetores e para cuja direcdo em 0" a
variancia da proje¢do a ¢ maxima. Portanto, a KLT varia o vetor e no universo de todas as
possiveis direcdes em 0" na busca daquela direcio que resulta no maximo f (g ) Para
que a norma de e ndo influa no resultado de f (g ) durante a busca, ela deve ser constante
e unitaria. Esta ¢ a razdo da condi¢do preliminar definida em (6.1).

Se e alinha-se com uma dire¢io em 0" do conjunto X tal que nesta diregdo
£ (e) resulta em um maximo local dentro do universo de busca, entdo, devido 4 menor
declividade de f (g) nas vizinhancas de um maximo local, para qualquer pequena
variagdo Oe do vetor unitario e temos que

f(e+de)=r(e) (6.10)
Nota: Embora (6.10) também seja valida nas vizinhancas de um minimo local, esta
ambigiiidade ¢ implicitamente resolvida quando utiliza-se a eigen-estrutura de C,

[Haykin].

Combinando as Equagdes (6.8) e (6.9) obtém-se que f (g ):gTCx e . Assumindo
que o valor de Oe seja suficientemente pequeno de modo que f (g) ndo se afaste das
vizinhangas do maximo local , pode-se admitir a igualdade em (6.10). Portanto,

fle)=e'Ce=f(e+de)=(e+de) C (e+de) 6.11)
f(e+de)=e'C e+e'Ce+5e'C e+e'C, e (6.12)
Como a matriz de covariancia C, do conjunto X ¢ uma matriz simétrica, tem-se
que
gTCxég = 5gTCXg (6.13)
e a Equacdo (6.12) pode ser reescrita sob a forma
f(e+de)=e'Ce+20e'C e+de'C Be (6.14)

Como Jde ¢ muito pequeno, o termo (5gTCX 5@) no lado direito de (6.12) pode ser
desconsiderado. De (6.14), (6.8) e (6.9) pode-se escrever que

f(e+de)=r(e)+20e"C e (6.15)
Ao levar a Equacdo (6.10) a Equagao (6.15) conclui-se que
de'C.e=0 (6.16)

Mas, para que a norma de e nao influa no resultado de f (g ) durante a busca, ela
deve ser mantida constante ¢ unitaria. Portanto, sdo admissiveis apenas as perturbagdes de
para as quais a norma do vetor perturbado e+ 90 ¢ permanega unitaria, ou seja

|e+tde|=1 (6.17)

0 que equivale a dizer que
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(e+8¢e)(e+de)=1 6.18)
Expandindo o produto (g +0 g)r (g +0 g) , temos

(e+de) (e+de)=e"e+e’de+de’ e+de’ e (6.19)
onde
e de=de' e (6.20)
e onde o termo de’ e pode ser desconsiderado. Portanto,
(e+de) (e+de)=c"e+20e"e (6.21)
como, de (6.18), (e+de) (e+0e)=1 entdo, de (6.21)
ng+25gT§:1 (6.22)
mas, de (6.1), ¢ e=1 em (6.22), e portanto
de'e=0 (6.23)

Infere-se da Equag@o (6.23) que as variagdes Oe devem ser ortogonais a e durante
o processo de busca da dire¢do de maximo f° (g ) Este ¢ o Unico tipo de variacao permitida
a e no espaco de busca 0" tal que a Equacdo (6.17) seja obedecida.

Nas Equacgdes (6.16) e (6.23) residem as duas condigdes simultdneas a serem

respeitadas para a determinacdo dos vetores e para os quais f (g) tera valor maximo.
Somando-se estas equacdes, pode-se escrever que

3¢’ C,e~ide’ e=C,(de) e~ Aoe) e=0 (6.24)
onde o fator de escala A foi introduzido para compatibilizar a unidade dimensional do
vetor unitario e (adimensional por definicdo) com a unidade dimensional da matriz C_
representativa da covariancia do conjunto X. Por exemplo, se os vetores do conjunto X

representam uma grandeza cuja unidade dimensional ¢ Umetro O X tera unidade

Eegundo B

. . 2
dimensional = metro S
Fegundo® ]

Reescrevendo a equacgao (6.24),
(Ge)'(C,e-Ae)=0 (6.25)

Para que a condicdo posta na Equacdo (6.25) seja satisfeita, ¢ necessario e
suficiente que

que € a equagdo que define os vetores e para os quais f (g ) tem valor maximo.
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A Equagdo (6.26) ¢ reconhecida como a equaciio dos auto-vetores da matriz C_

e apresenta um conjunto de solugdes ndo-triviais para aqueles valores de A que sdo
denominados os auto-valores de C_ . Seja a k-ésima solugdo de (6.26) tal que

(C,-Ad)e, =0 (6:27)
Por serem mapeados no vetor nulo 0 através de (CX -Akl), os auto-vetores e,
pertencem ao espago nulo da transformacgao linear (6.27), isto &,

e, 00O" (6.28)
onde 0" ¢é denominado espago nulo da matriz (CX -A kI), denotado por N {Cx -Akl} A

dimensio O do espago nulo de uma transformagio linear define o numero N  de
vetores linearmente independentes que levam a transformagdo ao vetor nulo 0, os quais,

portanto, definem uma base geradora de 00" [Chen][Gantmacher].

O rank da matriz (C, -A,I), denotado R {C, -A, 1}, é o espago OF gerado pelo
numero R de vetores-colunas de (Cx -A kI) que sdo linearmente independentes. Um
teorema de Teoria de Matrizes prova que a dimensdo M da matriz quadrada (CX -A kI)[ rxi]
¢ igual a soma das dimensoes de seu rank e espago nulo [Chen][Gantmacher], isto ¢

N +R =M =dim{C, -1 (6.29)

Por definicdo, os auto-vetores e, formam uma base ortonormal no espaco por eles

gerado. Isto significa que em (6.27) o conjunto de auto-vetores e, define a propria base

para o espaco nulo (0" . Portanto, de (6.29), para que a dimensdo N  do espaco nulo

seja igual a dimensdo da matriz (Cx -Akl), ¢ necessario que o rank da matriz seja nulo

(R =0). Assim N =M :dim{Cx -Akl} , de forma que existirdio M vetores e,

linearmente independentes. Mas, uma matriz que possui rank nulo ¢ uma matriz singular.
Isto ¢, se

R{C,-A B =00 (C, -A,I) ésingular, m=0,1,---, M -1 (6.30)
€, se a matriz (Cx - Aml) ¢ singular, pode-se escrever que
det{C, -, =0 (6.31)

onde det{}] representa o determinante da matriz argumento.

A Equacao (6.31) ¢ a equacao utilizada para a determinacao do m-ésimo auto-valor
A, da matriz C_ representativa da covariancia do conjunto X, m =0,1,---,M —1. Como

C, ¢ uma matriz simétrica, possui auto-valores reais e ndo-negativos [Chen][Gantmacher].

Uma vez determinados os M auto-valores Aj,A,,---,A,,_, da matriz C_ através de

(6.31), obtém-se os auto-vetores associados ¢,,e,, --,e,,_, através de (6.27).

Assim, de (6.27) pode-se escrever
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Cx €n = /lm €, M = O,l,"',M -1 (632)

Seja A uma matriz diagonal , M XM , composta pelos auto-valores da matriz C_,
de acordo com a Equacao (6.32),

A =diag(Ag, Ay A0 ) (6.33)

onde os M auto-valores estdo ordenados de forma decrescente, de modo que A, seja o
maior auto-valor.
Seja E uma matriz M XM cujas colunas sdo formadas pelos M auto-vetores

e,.e,, e, dados pela Equagdo (6.32) associados aos auto-valores Aj,A,,---,A,, ;.

(6.34)

E=[es.ep 0, 44]
De acordo com (6.33) e (6.34), a Equagao (6.32) pode ser reescrita como
C.E=EA (6.35)

Como os auto-vetores de C_ (vetores-coluna de E) s@o ortonormais, a matriz E ¢

dita ortonormal. Portanto, os vetores-coluna de E satisfazem a condi¢do de
ortonormalidade,

r_ , j=i (6.36)
€ Qj - %) . .
, JEI
A Equagdo (6.36) pode também ser escrita sob a forma
E'E =1 (6.37)
de onde vem que
ET=E™ (6.38)

A Equagdo (6.35) pode ser reescrita, sob a forma de uma Transformagdao de
Similaridade [Chen][Gantmacher]. Pré-multiplicando ambos os lados da Equacdo (6.35)

por E',

E'C E=E'EA (6.39)
De (6.39) e (6.38),
E'C.E=E"'C E=E"'EA (6.40)
ou
E'C.E=A (6.41)
que, na forma expandida, resulta em
L k= 6.42
gjcxek = / / ( )
00, k#j
Das Equacgdes (6.8) e (6.9) tem-se
o.=f(e)=e'C,e (6.43)
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Comparando as Equacdes (6.42) e (6.43), verifica-se que
f(en)=A,, m=01,M -1 (6.44)
Portanto, os M auto-vetores e, da matriz C_ representam as M dire¢des principais

ao longo das quais a variancia 0 = f (gm ) ¢ maxima e dada por A, .

6.2 Interpretacao Geométrica da KL T

A decomposi¢do em sub-espagos gerada pela KLT consiste em obter o conjunto de
M auto-vetores e auto-valores da matriz de covaridncia C de um conjunto U de média
zero, composto por L vetores de dados u, 00" ,i=0,,---,L—1. A restrigio de que o
conjunto U apresente média vetorial 00" ¢ transparente a nivel de procedimento, ja
que o vetor média pode ser restaurado ao final. O conjunto de M auto-vetores e, (101"

obtido pela KLT, m=0,1,---, M —1, define uma base de vetores ortonormais em " e,
portanto, define um conjunto de M eixos ortogonais Cartesianos. A coordenada de origem
deste sistema Cartesiano ¢ a coordenada de origem dos vetores da base ortonormal definida
pelo conjunto de M auto-vetores e, . Como a média do conjunto U ¢ assumida zero, a
coordenada de origem do sistema Cartesiano ¢ 01" . Ao projetar o conjunto original de
vetores u, 10" sobre o m-ésimo eixo Cartesiano, a variancia do conjunto projetado — ou
variancia do sub-espaco — ¢ dada pelo m-ésimo auto-valor A . Ainda, a variancia do
conjunto U ¢ igual a soma das variancias das proje¢oes de U [Castro]. Isto €, a média do
quadrado da norma Euclidiana dos vetores de U ¢ igual a soma dos M auto-valores A,
onde A equivale a média do quadrado da norma Euclidiana da projecdo dos vetores

u, 00" sobre 0 m-ésimo eixo.

A titulo de interpretacdo da KLT, se quiséssemos obter a KLT através de um
processo manual e experimental, tomariamos um vetor arbitrario de modulo unitario

ed0" com origem em 000", o qual definiria uma direcdo arbitraria em que o conjunto
U de vetores u, 00" de dados seria projetado. Projetariamos, entdo, a totalidade do
conjunto U sobre a dire¢cdo dada por e e mediriamos a variancia A da projegdo. Apoés
tentarmos todas as dire¢des possiveis no espaco 1", haverd uma direcdo dada por e na
qual ¢ obtida a maior variancia A,. O vetor ¢ que define tal direc@o ¢ igual ao auto-vetor e,
associado ao maior auto-valor, obtidos pela KL T, com valor do maior auto-valor dado por
A, - O processo ¢ repetido novamente para a obten¢do do segundo maior auto-valor A,,
com a restri¢do de que a busca da direcio de maior varidncia em [1" seja feita em diregdes
ortogonais a do auto-vetor ¢, associado ao maior auto-valor A,, recém determinados. A
busca da dire¢do de maior variancia em [ para obtengdo do terceiro maior auto-valor A,

¢ feita com a restrigdo de que as direcdes testadas sejam ortogonais as direcoes dos dois
auto-vetores e, € e, associados aos maiores auto-valores A, e A, previamente
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encontrados. E assim prosseguiriamos neste processo recursivo até que os M auto-valores e
auto-vetores fossem determinados.

Assim, como os sub-espacgos obtidos pela KLT estdo alinhados com as dire¢des

ortogonais de maior variancia possivel no espaco original 0", a KLT é considerada uma
transformagdo 6tima no sentido do erro médio quadratico MSE [Castro][Hassoun][Haykin]

para efeito de reconstrucdo do espaco original 0" a partir de suas M projegdes ou
componentes principais. Ou seja, o conjunto de M sub-espacos representa de maneira

6tima, no sentido do MSE, o conjunto U de L vetores u, [ oM, i=0,,---,L—1. Conforme
j& discutido, os sub-espagos obtidos pela KLT encontram-se alinhados com os eixos
Cartesianos que definem as dire¢cdes de maior variancia possiveis no espaco original 00" .
Em conseqiiéncia, isto resulta em uma maior concentracdo de pontos definidos pelos
vetores u, 10" do espago original nas vizinhangas dos eixos Cartesianos que definem
cada sub-espago.

Como o m-ésimo eixo Cartesiano define a m-ésima regido em O de maior
varidncia A, aqueles vetores cuja média do quadrado de suas normas Euclidianas ¢

proxima ao valor A, (A, ¢ a média do quadrado das normas Euclidianas das projecdes

m

destes vetores sobre o m-€simo €ixo) caracterizardo um sub-conjunto de vetores do espago
O aproximadamente alinhados com o m-ésimo eixo.

Parte destes vetores estard aproximadamente congruente (i.e., alinhados no mesmo
sentido) com o m-€ésimo semi-eixo positivo, e parte dos vetores estara aproximadamente
congruente com o m-ésimo semi-eixo negativo. Mas, independentemente do sentido
positivo ou negativo, a média do quadrado da norma Euclidiana destes vetores serd, em
maior ou menor grau, proxima ao valor A, grau que depende do quanto os vetores
alinham-se com o m-¢ésimo eixo Cartesiano. Adicionalmente, a média dos vetores que sdo
congruentes com o semi-eixo negativo tende a ser igual a média dos vetores que sao
congruentes com o semi-eixo positivo, j4 que U apresenta média vetorial 00" . Assim,
deve-se esperar um certo equilibrio entre os vetores alinhados com cada um dos dois
semi-eixos.

Portanto, 0 m-ésimo sub-espago identifica uma nuvem de pontos em [ nas
vizinhangas do m-ésimo eixo Cartesiano, com coordenada de cada ponto definida pelo

respectivo vetor u; 100" do conjunto U nas vizinhangas do m-ésimo eixo. Como a média
do quadrado da norma Euclidiana dos vetores associados a estes pontos tende em maior ou
menor grau para A , a norma — ou distdncia — Euclidiana média destes pontos a origem

m?

aproxima-se do valor /A, .

Exemplo 6.1: Seja o conjunto U de L =6 vetores u, 007, i=0,1,---,L -1, de média zero

definido por y = H20-425 000.595 000.327 0G0.4970 30.4910 3 0.3590L],
por v %1.063@@0.943@@-0.843@ F0.820 B H1.133 §H0.897
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a) Plote os auto-vetores e, da matriz C de covariancia de U conjuntamente com os

vetores de U . Para facilitar a visualizagdo, escalone os auto-vetores e, pela raiz dos

respectivos auto-valores A ,i.e, y =e, /A, , m=0,1.
—m -

m 2

b) Obtenha as projecdes de U sobre os eixos Cartesianos definidos pelos auto-vetores

0.425 [110.425 [T , 00595 M00.595 0 , 00.327 10.327 0 , O
1 BB 1.063EE-1.0638 * B 0.94303-0.9435 B 0.843F 0.8430 E 0021 —04290]
=—[

60, 3-0.497013-0.4970 , 3-0.491(13-0.4910) | 3-0.35913-0.35900 O ~B0429 0915
5 B0.820 FH0.820 § " B1.133 E1.133 B T 50.897 FH0.897 § B

De (6.32), temos
Ce,=4,e¢,

sendo m =0,1,---,M =1 com M =2 ( M =2 porque u, 1?)

0021 -0.4290

A solugdode Ce,, =4, e, com C= 50429 0915 B consiste na determinagao

dos M auto-valores A e dos M auto-vetores e, que satisfazem esta equagdo. Utilizando as
fungoes eigenvals([)] e eigenvecs([)] do aplicativo MathCad da MathSoft Inc., obtemos :
Auto-valores: A, =1.118 ¢ A, =7.035x107

E—O427D @904D

Auto-vetores associados: e, =
Ho.904 B ¢ ~ H.427H

Nota: Qualquer outro aplicativo da area de matematica pode ser utilizado para determinar
os auto-valores e auto-vetores de C, como, por exemplo, o MatLab da MathWorks Inc.

A Figura 6.1 mostra o conjunto U, os M =2 auto-vetores escalonados
v =e QA

= 2
L m m

m=0,1,---,M —1 e os eixos Cartesianos por eles definidos.
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Ry —1 {5 0 0s 1 15

Figura 6.1: Conjunto U, auto-vetores escalonados Yy, eV, eos eixos Cartesianos por eles
definidos.

A Tabela 6.1 mostra a valor da projecdo de cada vetor u, 0J° do conjunto U

sobre os eixos Cartesianos definidos por ¢, € e,.

i o = ﬂiT L&, a; = ﬂiT L&,
0 -1.142 -0.07

1 -1.107 0.135

2 -0.902 -0.065

3 0.953 -0.099

4 1.234 0.04

5 0.964 0.059

Tabela 6.1: Projecdes a, e a, de U sobre os eixos Cartesianos definidos por ¢, € ¢, .

10
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Observe que, como os auto-vetores e, € e, tém norma unitdria e sdo adimensionais
. ~ 2 .
[Chen], o valor absoluto da projecdo de cada u, JUJ° sobre cada eixo define a norma
Euclidiana da i-ésima projecao.

Note que a varidncia do conjunto U ¢ dada pela soma dos auto-valores, i.e.,

_1 -
%Z”%”Z =1.125=A, +A,, onde ||Z|| = 1/% (Mm )2 = \/zT (&4 ¢ a norma Euclidiana do
= m=0
vetor ¢ 00" [Chen].

Note ainda que as varidncias das projecdes a, ¢ a, de U equivalem aos
) ) 1 & 2
respectivos auto-valores, Le., ZZ(Z‘T @0) =1.118 = A, e

1 L-1 )

ZZ (giT @1)2 =7.035x107 = A,. Portanto, a varidncia do conjunto projetado, ou

variancia do sub-espago, ¢ dada pelo m-ésimo auto-valor A .

~ - oA 1 e L& 7
Como observacdo adicional note que a distdncia Euclidiana média ZZ|@ T
=

dos vetores da m-ésima projecdo a origem pode ser aproximada por

1 L-1

- u” @1|:O.078 para LA, =0.083.

6.3 O Processo de Compressao Possibilitado pela KL'T

Na secao anterior vimos que os M eixos Cartesianos resultantes da KL T alinham-se
com as diregdes de maior varidncia (=energia) de um conjunto U de vetores "
dimensionais, sendo 000" o vetor média de U. O Exemplo 6.1 ilustrou um caso para
M=2.

A Figura 6.2 mostra uma representacdo pictorica hipotética de uma nuvem de
dados em [0°. Cada ponto da nuvem define a ponta de um vetor deste conjunto U em [°.
A figura mostra a maneira como a base ortonormal formada pelos auto-vetores alinha-se
com as dire¢des de maior varidncia (energia) de U. Assim, no caso genérico de um
conjunto U em O, podemos imaginar a KLT "girando" uma base de M vetores
ortonormais em Y em todas as possiveis direcdes até que os vetores alinhem-se com as
diregdes de maior varidncia possivel em U . Nesta situagdo os vetores da base ortonormal
sdo0 os auto-vetores da matriz de covariancia de U .

11
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|
&

Figura 6.2: Representagio pictorica hipotética de uma "nuvem" de dados em [I° e a
maneira como a base ortonormal formada pelos auto-vetores e, e, € e, alinha-se com as

diregOes de maior variancia.

Vimos também que a energia contida em uma determinada dire¢do (=variancia da
projecdo de U na dire¢do) ¢ dada pelo auto-valor associado ao auto-vetor que define a
direcdo. Portanto, podemos desprezar aquelas dire¢des (=sub-espacos) definidas por
auto-vetores cujo auto-valor associado ¢ muito menor do que os demais auto-valores. Isto é
possivel porque a projecdo de U sobre tais dire¢des € insignificante se comparada com as
projecdes cujo auto-valor associado ndo ¢ comparativamente pequeno.

Ao desprezar sub-espagos de menor energia estamos realizando uma _compressiao
com perdas do conjunto U. No entanto estas perdas sdo minimas pois as componentes
(=sub-espacos) descartadas tem pouca influéncia na formagdo de U porque os auto-valores
a elas associados supostamente tém valor muito menor do que os demais. Neste sentido
ocorre a reducio dimensional de U, porque o conjunto era originalmente representado em

O e, ao descartar sub-espagos ndo significativos, o conjunto passa a ser representado com
boa aproximacdo em uma dimensdo menor que M. Este ¢ o motivo de a KLT ser
considerada uma transformacgado 6tima sob o ponto de vista do MSE.

Exemplo 6.2: Seja o conjunto U do Exemplo 6.1.

a) Execute uma compressao com perdas de U utilizando a KLT.
b) Calcule a compressao obtida.

¢) Calcule o MSE da compressao obtida.

d) Calcule a Relag@o Sinal — Ruido de Pico em dB, denotada PSNR (PSNR — Peak Signal
To Noise Ratio), resultante do processo de compressao. Isto ¢, calcule o quadrado da

12
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componente de maior valor absoluto dentre todas as componentes dos vetores de U e
normalize pelo MSE obtido em c).
Solucao:

No Exemplo 6.1 foram determinadas as projecoes de U sobre a base ortonormal
formada pelos auto-vetores e, € e,, conforme mostra a Tabela 6.1.

Observe na Tabela 6.1 que as projecdes sobre a dire¢do e, sdo muito menores do
que as projegdes sobre a direcdo e, . Esta caracteristica das projegdes esta de acordo com o
fato de que A, =7.035x10 ¢ muito menor do que A, =1.118. Sendo assim, podemos
descartar as projecdes ou componentes de U na dire¢do e, (a dire¢do com menor
auto-valor associado) e considerar as projegoes de U na dire¢do e, (a diregdo com maior
auto-valor associado) como uma boa aproximagdo de U .

Portanto a compressdo com perdas consiste em aproximar U através do auto-vetor
e, ¢ do conjunto de projecoes a, =u iT [, na dire¢do por ele definida. A aproximacao U

do conjunto de vetores originais u, U, ¢ obtida através de u, = ae,, u, DU, isto ¢,

7 _[+0.4270 u,=aye,
ag — U, Gio’ € = [l
10.904

0 -1.142 (00.488 0

H-1.032H

I 1,107 00.4730
H1.00H

2 -0.902 (00.385 0

H o815

3 0.953 04070
Ho.s62 H
4 1234 F0.5270]
H1116 H
5 0.964 F0.412]

Ho.871H

i

Tabela 6.2: Aproximagio U do conjunto original U obtida através de #, = a, e,, onde
7,00,

Portanto, da Tabela 6.2, o conjunto U resultante é
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~ 1110.488000.473000.385 0 0.407M0 = 0.5270 3 0.4121J

U=t 03 H 1008 0.8157Hoss2 FH1116 FHos71 FE

Observe que o coniunto orieinal 1 < A10-425 000,595 000.327 0G-0.4970 5 04910 0.359
q ) ginat v %1.063@ 50,9438 B-0.843850.820 BE1.133 BH0.897

de L =6 vetores u, [ 0%, i=0,1,---,L—1 necessita de 12 numeros em ponto-flutuante

para ser representado. Por outro lado, o conjunto aproximado U foi gerado a partir do

(3-0.4270 ) L
auto-vetor e =0 0 e de um conjunto de 6 projecdes
10.904

a, = {— 1142 -1.107,-0.902 0.9531.234 0.961} . Portanto, o conjunto U necessita de
apenas 8 nimeros em ponto-flutuante para ser representado.

Define-se como fator de compressao p o quociente

_ Total de unidades de armazenamento necessario para representar U

" Total de unidades de armazenamento necessério para representar U (6:45)

Portanto o fator de compressdo obtido é p =8/12=0.67.

O MSE da aproximacao U pode ser obtido através de

18, -
MSE ZZZ(Z,- -u,) @, -u,) (6.46)
=0
onde u, U e u, Ou,i=o0l---,L-1.

De (6.46) obtemos MSE = 7.025x107°.
A PSNR ¢ definida como
_ max comp{U} )2
PSNR =10lo
gEK MSE (6.47)

sendo max comp{U} a componente de maior valor absoluto dentre todas as componentes

dos vetores de U .
De (6.47) obtemos

2
PSNR =10log (1133 ~F=226dB
025%10°

Exemplo 6.3: Obtenha o conjunto de vetores u, [] Ua partir de todos os sub-espacos do

conjunto de vetores u; 1U do Exemplo 6.2 (i.e., ndo execute nenhuma compressio,
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apenas reconstrua o conjunto original a partir de ambos sub-espagos a, € a,). Determine a

PSNR do conjunto reconstruido U.

Solucdo:
A partir da Tabela 6.1 obtemos a Tabela 6.3 abaixo.
i ay =u; &, ay, =u," &, i, =ag e, +aye

304270 109040

€~ Ho.904 H “ " H427H
0 -1.142 -0.07 00.424[]
H-1.0621
1 -1.107 0.135 00.595 0
H- 0.94
2 -0.902 -0.065 00.326
H 0.843
3 0.953 -0.099 [+ 0.4960
Ho.s19H
4 1.234 0.04 3 0.491]
H1.133H
5 0.964 0.059 (3 0.3587
Ho.897H

Tabela 6.3: Reconstrugio U do conjunto original U obtida através de & ; =age, tage,,
onde u,[] U. Como nenhum sub-espaco ¢ descartado, nenhuma compressdo € obtida e o
conjunto U ¢ considerado uma reconstru¢do do conjunto original U a partir dos

sub-espagos a, € a, .

[110.424 100.595 0 10.326 J [+ 0.4961 (+0.4911 (1 0.358 1

Portanto, da Tabela 6.3 obtemos ¢ = '
HH 1064 0,944 F 08441 Hos19 BH1.133 BHo.897

De (6.46) obtemos MSE =5.3x107". E de (6.47) obtemos

2
PSNR =10log (1'133) ~=638dB
3%x10°

Nota: Observe que o MSE nio ¢ zero (e portanto a PSNR ndo ¢ infinita) unicamente devido
a precisdo (3 casas apOs a virgula) nas operagdes de ponto-flutuante efetuadas. Se
estivéssemos trabalhando com uma precisdo suficiente o MSE seria zero porque neste
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exemplo, ao contrario do Exemplo 6.2, nenhuma informagao ¢ descartada. Aqui o conjunto
original U ¢ apenas reconstruido a partir de todos os seus sub-espacos sem ocorrer
qualquer compressao.

6.4 Compressao de Imagens através da KLT

Nesta sec¢ao estudaremos como efetuar a compressao de imagens através da KLT
[Castro]. Por simplicidade trabalharemos com imagens em tons de cinza (grayscale). Uma
imagem em grayscale tem seus valores de pixel variando entre 0 e 255. O valor 0
representa preto e o valor 255 representa branco. Todos os demais valores intermediarios
representam tons de cinza. A tonalidade cinza de um pixel de uma imagem grayscale
clareia a medida que o valor do pixel aumenta. A Figura 6.3 mostra a imagem grayscale
“Lenna” de tamanho 128x128 pixels.

Figura 6.3: Imagem grayscale “Lenna” de tamanho 128x128 pixels.

Para comprimir a imagem da Figura 6.3 através da KLT, adotaremos o seguinte
procedimento:

1) Subdivide-se a imagem em L =256 blocos de 8% 8 pixels e registra-se a posi¢cao de
cada bloco na imagem (p/ certas imagens, melhor resultado ¢ obtido ¢/ blocos 16 x16) .
2) O i-ésimo bloco B, de 8x8 pixels é convertido em um vetor (1" dimensional u, OU,
sendo M =64( devido ao bloco possuir 8x8 pixels), i =0,1,---,L—1. A conversdo
bloco-vetor B, — u, ¢ efetuada lendo-se as 8 linhas de B, da esquerda para a direita

sendo a linha ao alto a primeira a ser lida e transferindo o valor de cada pixel lido nesta
ordem para as respectivas posi¢oes em seqiiéncia no vetor u, .
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3)

4)
5)
6)

7)
8)
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Calcula-se o vetor média do conjunto de vetores U obtido em 2) e subtrai-se este vetor
média de todos os L = 256 vetores u, U .

Determina-se os sub-espagos de U conforme ja discutido na Sec¢do 6.3.
Descarta-se aqueles sub-espacos associados aos menores auto-valores .

Obtém-se o conjunto de vetores u, U sendo u, =aye, +a,e, +---+ay_, ey, onde
{ao,al,---,a N_]} sdo os sub-espagos definidos pelos auto-vetores {go,gl,---,g N_J} cujos

auto-valores associados sdo os N maiores auto-valores (os N sub-espagos de maior
energia). N ¢ obtido experimentalmente e define o compromisso entre 0 e PSNR.

Soma-se ao conjunto de L vetores u, [] U o vetor média originalmente subtraido de U.

Obtém-se o conjunto de blocos B, através da conversdo bloco-vetor inversa u, — B,
i=0,1,---,L -1, e remonta-se a imagem comprimida a partir do registro da posicdao de
cada bloco.

A Figura 6.4 mostra a amplitude relativa em ordem decrescente dos 32 primeiros

maiores auto-valores do conjunto U formado a partir da Figura 6.3 de acordo com o
procedimento acima descrito.

2

15

Alto-Valores
_)(_

0.5

] 3 10 15 0 25 30
Ordem dos Auto-Yalores

Figura 6.4: Amplitude relativa em ordem decrescente dos 32 primeiros maiores auto-valores do conjunto U

formado a partir da Figura 6.3. Observe que o nimero total de auto-valores é 64, ja que cada vetor de U ¢é de

. ~ 64 . . . D . .
dimensdo [1”". No entanto, visto que aproximadamente a partir do vigésimo maior auto-valor a amplitude
relativa torna-se pequena, escolheu-se representar apenas as 32 primeiras maiores amplitudes.

A Figura 6.5 mostra a imagem comprimida resultante formada a partir dos 32

primeiros sub-espacos de maior variancia e a Figura 6.6 mostra a imagem comprimida
resultante formada a partir dos 16 primeiros sub-espagos de maior variancia.
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Figura 6.5: Imagem da Figura 6.3 comprimida pela KLT utilizando os N =32 primeiros sub-espagos de
maior energia. O coeficiente de compressio resultante ¢ 0 =0.629 (Equagio (6.45)). A fidelidade da

imagem comprimida com relagdo a original ¢ dada por PSNR = 37.3dB (Equacio (6.47)).

Figura 6.6: Imagem da Figura 6.3 comprimida pela KLT utilizando os N =16 primeiros sub-espagos de
maior energia. O coeficiente de compressio resultante ¢ O =0.316 (Equagdo (6.45)). A fidelidade da

imagem comprimida com relagdo a original ¢ dada por PSNR = 31.4 dB (Equacio (6.47)).
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